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The following section provides an overview over the notation convention of different parameters that are used
within this exam.

« Position vectors - example: (r%")p
describes the position of point P relative to point GG, the B-frame is the frame in which the components
are notated

« Velocity vectors - example: (v&7)§

the velocity of point P relative to point G is defined with respect to the C-frame and notated in the

B-frame

« Angular velocity - example: (w??)p

describes the angular rate of the B-frame relative to the O-frame, notated in the B-frame
+ Angular acceleration - example: (w°%)9
describes the angular rate differentiated with respect to the O-frame and notated in the B-frame

o Transformation matrices - example: (T)pa
first index describes the frame in which the components of the output vector are specified (here: B)
second index describes the frame in which the components of hte input vector are specified (here: A)

Der folgende Abschnitt bietet einen Uberblick tiber die Notationskonwention verschiedener Parameter, die in
dieser Prifung verwendet werden.

« Positionsvektor - Beispiel: (r©7)p
Beschreibt die Position des Punkts P relativ zum/ Punkt'G, das B-System ist das Koordinatensystem,
in dem die Komponenten angegeben sind

« Geschwindigkeitsvektor - Beispiel: (vF)g
Die Geschwindigkeit des Punkts P relativ zum Punkt G ist definiert im C-System und angegeben im
B-System

« Winkelgeschwindigkeit - Beispiel: (w9?)p

Beschreibt die Winkelgeschwindigkeit des B-Systems relativ zum O-System, angegeben im B-System

o Winkelbeschleunigung - Beispiel: (wOB)g

Beschreibt die Winkelgeschwindigkeit abgeleitet in Bezug auf das O-System und angegeben im B-System

o Transformationsmatrizen. .- Beispiel: (T)pa
Der erste Index beschreibt®das” Koordinatensystem, in dem die Komponenten des Ausgabevektors
angegeben sind (hier: B)
Der zweite Index beschreibt’ das Koordinatensystem, in dem die Komponenten des Eingabevektors
angegeben sind (hier: A)
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Problem 1 Single Choice (12 credits)

Mark the correct answer to each question.
Kreuzen Sie die richtige Antwort zu jeder Frage an.

a)

B C. &CG

< >

The mass center of inertia of the depicted rigid body (mass m, center of gravity CG) with respect to the
point B is ©F. What is the mass center of inertia ©F with respect to the point C'?

Das Massentragheitsmoment des dargestellten Starrkirpers (Masse m, Schwerpunkt CG ) beziiglich des Punktes
B ist ©F. Welches ist das Massentragheitsmoment ©F beziiglich des Punktes C'?

[ o¢ = e + mp?

D 0 — 0B — mp?

K o9 =6f —mb? +m(b—a)?
[ o¢ =65 + m(b—a)?

O o¢ = % + ma? — mb?

O e¢ = ef —ma? + mb?

b) Which statement is true for every rotation matrix Rgp?
Welche Aussage gilt fiir jede Rotationsmatriz Rap?

O det(R.) =0
O det(Ra) = -1

O 2. = &3,
K Ru = Ry
O Rw. = R
O 2. = -R5,

c)
|

T Yy L} A
RN

A block of mass my4 is accelerated by the force F' with & 4. A block of mass mp sticks to block A (stiction
coefficient 119). There is a local gravity acceleration g. What is the magnitude of force between the two blocks
in z direction?

Ein Block der Masse m a4 wird durch die Kraft F' mit &4 beschleunigt. Fin Block der Masse mp haftet auf
dem Block A (Haftreibungskoeffizient o). Es wirkt die lokale Schwerebeschleunigung g. Wie grofs ist die
Kraft zwischen den beiden Blicken in x-Richtung?

D HomByg
[ nomag
[ ro(ms +ma)g
E mpIa
D maZa
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D Hom BT A

d)

A homogeneous full cylinder A and a homogeneous hollow cylinder B with equal mass and diameter are
released from the starting point A, respectively B, at the same time. They roll down a plane of equal slope
until they reach the points A, respectively B, at an equal distance to the starting points. Mark the correct
statement for the cylinders at the end points A., Be.

Ein homogener Vollzylinder A und ein homogener Hohlzylinder B mit gleicher Masse und Aufendurchmesser
werden gleichzeit am Startpunkt As bzw. B losgelasen. Sie rollen entlang einer schiefen Ebene gleicher
Steigung bis sie nach gleicher Entfernung zum jeweiligen Startpunkt die Endpunkte A, bzw. B, erreichen.
Kreuzen Sie die richtige Aussage beziiglich der Zylinder an den Enpunkten A., B. an.

E Both bodies have the same kinetic energy.
Beide Korper haben die gleiche kinetische Energie.

D The full cylinder has a higher kinetic energy.
Der Vollzylinder hat eine grifiere kinetische Energie.

D The hollow cylinder has a higher kinetic energy.
Der Hohlzylinder hat eine grifSere kinetische Energie.

D Both bodies have the same velocity.
Beide Kérper haben die gleiche Geschwindigkeit.

D The hollow cylinder reaches the end point.first.
Der Hohlzylinder erreicht den Endpunkt zuerst.

Vo Vo U,
Vo
A B C
Ug
(%) > (%) > (%) >
D E F
<0 Yo

The arrows indicate the velocity of the marked corners of the depicted bodies in the plane. Which bodies are
not rigid bodies?

Die Pfeile zeigen die Geschwindigkeiten der markierten Ecken der dargstellten Kérper in der Ebene an.
Welche Korper sind keine Starrkérper?

K B and D
OB Dand F
O AandC
O D, Aand F
O Eand F
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OB Fand F

AT RN

Which statement is true for the above depicted system?
Welche Aussage trifft auf das oben dargestellte System zu?

K i:sin(e)a = —1v
O iisin(a)a = Lo
O 4 cos()a

O 4 cos(a)
O & tan(e)a

O & tan(@)a = —lav

(67

v
—v
l2U
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N = O

N = O

w N = o

Problem 2 (17 credits)

a) Draw the two principal axes of the moment of inertia to the depicted homogeneous body in the provided
sketch.

Zeichnen Sie die beiden Hauptachsen des Tragheitsmoments des dargestellten homogenenen Korpers in die
gegebene Skizze.

b) The sketch depicts the velocity vectors v4 and vg of the points A and B of the rigid body. Construct and
mark the body’s instantaneous center of rotation in the provided sketch.

Die Skizze zeigt die beiden Geschwindigkeitsvektoren va und vg/der Punkte A und B des Starrkorpers.
Konstruieren und kennzeichnen Sie den Momentalpol des Kirpers im-der gegebenen Skizze.

UB
VA

ma
x
my

Two masses m1 and mso are connected by a mass-free rope that is redirected via friction-free rolls. The two
masses are released from steady state and are subject to the local gravity acceleration g. Determine the
vertical acceleration Z of mass ms.

Die beiden Massen mi und ms sind tber ein masseloses Seil, das tiber reibungsfreie Rollen gelenkt wird, ver-
bunden. Die beiden Massen werden aus der Ruhelage losgelassen und es wirkt die lokale Schwerebeschleunigung
g. Bestimmen Sie die vertikale Beschleunigung & der Masse ms.

Given: g, my, mo
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mii; = mig — I,

m2i2 =mag — Fr

r1p = —X2

X1 = —a€o
F,
T T

0=g- +9-
mi ma
mims
F,. =
mi + ma

A homogeneous sphere of mass M and radius r is mounted to a thin beam of mass m and length [. Determine
the total system’s mass moment of inertia with respect to the point A.

Eine homogene Kugel mit Masse M und Radius r ist auf einem diinnen Balken mit Masse m und Ldnge [
befestigt. Bestimmen Sie das Massentrigheitsmoment des Gesamtsystems beziiglich des Punktes A.

Given: M, r, m, 1

04 = —mi?

2
@g‘ = gmr2 + Ml +r)2
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B W N = O

w N = o

1 2
04 = gml2 + gmrz +M(>1+71)?

(
c /\ g
A

A homogeneous roll of radius r and mass moment of inertia © is mounted rotatably and friction-free in its
center. A mass-free rope connects the mass m with a linear spring (coefficient ¢). The rope is guided over the
roll without sliding. All masses are subject to the local gravity g. The spring c is relaxed, until the mass m is
released. Determine the natural angular frequency of the dynamic system as well the steady state solution xg
of the position of m.

Eine hommogene Walze mit Radius r und Massentrigheitsmoment,©/ist drehbar und reibungsfrei in threm
Mittelpunkt gelagert. Ein massefreies Seil verbindet die Masse m ‘mits einer linearen Feder (Federkonstante c).
Das Seil wird ohne zu gleiten iiber die Rolle gelenkt. Auf alle Massen wirkt die lokale Schwerebeschleunigung
g. Bevor die Masse m losgelassen wird, ist die Feder ¢ entspannt. Bestimmen Sie die Eigenkreisfrequenz des
dynamischen Systems sowie die Ruhelage x¢ der Masse'm.

Given: ©, m, r, ¢, g

1
DGL: <@; —|—m> T =mg—cx

wWo =, /=3 To = —
0L4tm c

T

f) A rocket has a total initial mass of mg. The rocket’s propellant mass ratio MR = %: defines the ratio of
the rocket’s full mass mg and its empty mass m.. The propellant is expelled at a constant exhaust velocity
ve (relative to the rocket) and constant mass flow. The propellant is depleted after time T'. The rocket is
subject to a constant gravity g that always acts in the opposite direction of the rocket’s motion. Determine
the rocket’s thrust F' as well as the rocket’s acceleration ar at time T

Die gesamte Startmasse einer Rakete betragt mg. Das Treibstoffverhdiltnis MR = %2 der Rakete gibt das
Verhdltnis zwischen der Gesamtmasse mg und der Leermasse m. an. Der Treibstoff wird mit konstanter
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Austrittsgeschwindigkeit v, (relativ zur Rakete) und konstantem Massenstrom ausgestoffen. Der Treibstoff ist
nach dem Zeitraum T verbraucht. Es wirkt die konstante Schwerebeschleunigung g, die stets entgegengesetzt

der Bewegung der Rakete wirkt. Bestimmen Sie den Schub der Rakete F, sowie ihre Beschleunigung ar zum
Zeitpunkt T'.

Given: mg, MR, ve, T, g

Am = mg <1 — ﬁ)
. Am
mT—T
FZmTUe
F:’Uem01*@ aT_ve(MR—l)_g
T T
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B W N = O

Problem 3 (12 credits)

~ ; -
~ o _earth orbit _ _ =

In a simplified model, earth (radius r) and sun are assumed t6 be spheres, and the earth’s orbit is assumed
to be a circular path (radius l) in the g — ys plane. Atsthe center 0 of the earth is the orbital coordinate
system B whose yp-axis is parallel to the yg-axis ofsthetintertial coordinate system .S in the center of the sun
over the entire orbital period. The earth moves around the sun at the angular velocity 4. The zp-axis of the
B system is inclined by the angle o with respect to the’zg-axis of the inetrial system. The earth rotates with
the earth-fixed coordinate system FE around the.z-axis of the B-system with the constant angular velocity B.

In einem vereinfachten Modell werden Erde (Radius r) und Sonne als Kugeln sowie die Erdumlaufbahn
als Kreisbahn (Radius 1) in der xs — ys-Ebenejangenommen. Im Mittelpunkt O’ der Frde liegt das Bahnkoor-
dinatensystem B dessen yp-Achse des inertialen Koordinatensystem S im Sonnenmittelpunkt ist. Die Erde
lauft mit der Winkelgeschwindigkeit 4 aum die Sonne. Die zg-Achse des B-Systems ist dabei um den Winkel
«a gegeniiber der zg-Achse des Inertialsystems geneigt. Die Erde rotiert mit dem erdfesten Koordinatensystem
E um die z-Achse des B-Systems mit_der konstanten Winkelgeschwindigkeit 3.

Given: r, [, 4 > 0, /2 > o =const., 3 = const.

a) Determine the transformation matrix T gp from the coordinate system B into the coordinate system E,
and the transformation matrix T'gg from the coordinate system S into the coordinate system B.

Geben Sie die Transformationsmatriz T g vom Koordinatensystem B ins Koordinatensystem E sowie die
Transformationsmatriz T gs vom S- ins B-System an.
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cosf —sinf 0
Tgg=|[sing cosfB 0
0 0 1
cosae 0 sina

Tgs = 0 1 0

—sina 0 cosa

b) Calculate the position (r)g of the south pole (intersection of the negative zp-axis and the earth’s surface)

in the S-system.
Geben Sie den Ortsvektor (rf)s des Siidpols (Durchstofpunkt dermegativen zg-Achse durch die Erdoberfliche)

im S-System an.

cos vt 0
(rf)s =1 | sin4t | + (Ts)" (TEp) |0
0 —r
cost sin ¢ lcosyt +rsina
=1 |sin¥t | +r 0 [ sin At
0 — €05 (¥ —7 CosQ
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w N = O

N = O

(r")s =

lcosAt 4+ rsina
sin it
—Tcosa

c) Calculate the absolute velocity (v')s of the south pole denoted in the S-system.

Bestimmen Sie den Vektor der absoluten Geschwindikeit (v)s des Siidpols, angegeben im S-System.

(’UP)S =

—lsin4t(§ + 4t)
lcos At (g + At)
0

d) Calculate the absolute angular yelocity of the earth (w®*")p denoted in the earth-fixed system E.
Bestimmen Sie die absolute Winkelgeschwindikeit der Erde (

wEarth)

g im E-System.
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Problem 4 (22 credits)

Fy

The above mechanism is mounted on an aircraft to control its pedal’s motion. The force F) acts on the
horizontal homogenous bar of mass m whigh can move horizontally. This actuates the pedal (also abstracted
as a homogenous bar of mass m,,)., Thie/cotinteracting forces of the pedal (coming from the aerodynamics) are
modeled a torsional spring of stiffness, k. The spring is fully relaxed at the current configuration ¢ = ¢g. As
part of a sensor mechanism, a third homogenous bar of mass ms is tilt-mounted on the horizontal actuator
bar. The force Fy acts horizontally on the tip of the sensor bar. The earth gravity ¢ is acting and the aircraft
is also has an acceleration of a with respect to the earth surface. In the following, the different terms of the
LAGRANGCE IT mechanics should be determined. The generalized coordinates should be chosen as ¢ and +.

Die oben dargestellte Mechanismus wird auf einem Flugzeug montiert um die Bewegung des Pedals zu
steuern. Die Kraft Fy wird auf den horizontal, verschiebbar gelagerten homogenen Balken der Masse my
aufgebracht. Dieser bewegt das Pedal, das ebenso als ein homogener Balken der Masse m, modelliert ist.
Die Reaktionskrifte (aerodynamische Krifte und Momente) sind als eine Drehfeder (mit der Federkonstante
k) modelliert. Die Feder ist vollstandig entspannt in der gegebenen Konfiguration ¢ = ¢o. Fin dritter
homogener Balken mit der Masse mo ist auf dem horizontalen Balken gelenkig gelagert. Auf diesen Balken,
der Teil einer Sensormechanismus ist, wirkt die horizontale Kraft F3. Es wirkt die Erdgravitation g und
das Flugzeug hat auch eine Beschleunigung a im Bezug auf die Erdoberfliche. Im Folgenden sollen Terme
fiir den LAGRANGE II-Formalismus bestimmt werden. Verwenden Sie dabei die generalisierten Koordinaten

q=[¢,7]"
Given: s ;Y7 ¢’ ¢07 (b7 mi, ma, Myp, lla l27 lpa S, lh7 Fla F27 ka g, a, h

a) Determine the kinetic energy of the system Ej.
Bestimmen Sie die kinetische Energie des Systems E},.
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::l m2 0:—1—1’)’70]2
o EP N i .
=htan¢ = b= — 4 —¢)=5’i¢ ¢) with ¢ a positive absolute value
—h=_L_4
gOS. T
=_h_h_Licosny vy = 24 gin
cos2 ¢ 7 2/ ] y ) )
(o N2 i ((n N2 B2 N\ apa0 1
Bi = dmi (otg0) + dma ( (cotgd — Bieosn) + F3sin®y ) + 417 +
o
)

FE), = see above
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b) Determine the potential energy of the system E,,.
Bestimmen Sie die potentielle Energie des Systems F,.

E, =mihg + %’sinqﬁmngr (h— L2 siny) mag + 2k(¢ — ¢0)? +mpa%” cos ¢
+ (s —Ip+htano + %) mya + (erhtanqSJr %cos*y) Moa

E, = see above
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c) Determine the vector of nonconservative forces Q -
Bestimmen Sie den Vektor der nichtkonservativen Krifte Q-

%_ c0:2¢ %— 0
o6 0 ooy \0

a2 _ (g Or2_ (lsiny
o6\ 0 ) 09y \—lacosy

(with ¢ a positive absolute value)

() OTi
Qnk, =) _Fi 53— =
' Z 94;

h

Sog (P11 + )

= cos?¢ (
Qi <F212(sinfy — cos7y)

Qnk = see above
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Problem 5 (20 credits)

A simple canon is built in a lab experiment and slidably mounted. It shoots a ball of mass m; and diameter
D. To do that, a spring is stretched by @ length of [.. The spring accelerates the ball to a velocity of vg. Only
on this length, the normal force tefthe canon’s barrel has an effect on the ball. The motion of the ball in the
barrel is friction free. After being accelerated on the length I, the ball starts a projectile motion. The ball
hits a car (with a collision number of e), which is also slidably mounted on the surface. The car is located
lower than the canon’s output by the height of h. Total stiction acts between the car and the ball at the time
of collision. The motion of the canon and the car are friction free. The air gravity of g is acting. There is no
motion in the system at the beginning. The air drag is negligible.

Eine einfache Kanone ist fiir ein Laborexperiment reibungsfrei verschiebbar gelagert. Die Kanone schiefSt
einen Ball mit der Masse my und Radius D auf einen Wagen, der ebenfalls reibungsfrei verschiebbar gelagert
ist. Der Ball kann sich reibungsfrei durch die Kanone bewegen. In der Kanone befindet sich eine um die
Strecke . gestauchte Feder. Die Feder beschleunigt den Ball auf eine Geschwindigkeit vg, mit der der Ball die
Kanone verldsst. Ausgehend von der urspriinglichen Lage des Balls, wirkt die Kanone nur tiber diese Lange
eine Normalraft auf den Ball. Der Ball trifft den Wagen, wobei es zu einem rauen Stof§ mit der Stofizahl e
kommt. Wihrend des Stofles hafted der Ball an der Wand. Es wirkt die Erdgravitation g. Zu Beginn sind
alle Kérper in Ruhe. Der Ball ist homogen und hat die Masse m. Die Luftwiderstand ist zu vernachldssigen.

Given: a, my, le, h, me, my, D, g, e

a) Determine the velocity of the Ball immediately after it is shot by the canon vg.
Bestimmen Sie die Geschwindigkeit des Balls unmittelbar nach dem er von der Kanone geschossen wurde vy.

— Page 17 / 22 -

W= O



conservation of energy:

1 1 1
iklf — gl sinamy = ichf + §meb2

conservation of linear momentum:

mp

meVe = mpVpcosa = V, = — cosall},
C
2

1 1
5]613 — gl.sinamy = §V1)2 <mb cos® a + mb>

Me

kl2 — 2gl. sin amb

Lb - 2
™ cos2a+m
Me b

Vo = Up
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b) Determine the angular velocity of the ball after the collision w and the angle 8 immediately after the
collision. Assume vg given for this subproblem. Do not use your result from the previous subproblem.

Bestimmen Sie die Winkelgeschwindigkeit des Balls nach dem Stoff w und den Winkel 8 unmittelbar nach
dem StofS. Nehmen Sie vy von der vorherigen Teilaufgabe als gegeben an. Verwenden Sie nicht Ihr Ergebis
aus der vorherigen Teilaufgabe.

X = vgtcosa
|
Yy = vptsina — %gt2 =—h
= —%gt2 +vygsinat +h =0
—vg sin a—+/v?2 sin? a+2gh

=ty = — & g
colision velocity v, = vgcosa
vy, = Vg sin S gts = vy, = e(vgsina — gto)

_ 2 D
I = 2my (5)
1. kinematik w% + v, = U

time of collision

2. Angular Momentum [w = %vtmt

3. Linear Momentum  mvg cos o = vy, mp + v

. 2
1in2: [w= %mt (ulz — w%) = (Ib + %mt> w= %mtul

2 D?
= UlID—mt (Ib + Tmt) w
1,2 and 3: myvgcosa = vy, my + (vlm — w%) my
mpvg cos a = (my, + my) v1, — w%mt
2(mp+ i
My COS O = (UnD’T:”) (Ib + %mt) + %mt) w

2(my+my) D? D 1
w= (D—m (Ib + Tmt) - 5mt) MV COS &

'Uly
Vg

[ = arctan

x
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=~ W N = O

w = see above

3 = see above

c¢) Determine the amount of kinetic energy E. that is dissipated during the collision. Assume the velocity of

the target vy after the collision given.
Bestimmen Sie die kinetische Energie E., die wihrend des,Stoffes dissipiert wird. Nehmen Sie hierbei die

Geschwindigkeit v, des Wagens (Target) nach dem Stof als gegeben an.

E, = $ki2

Ey = %mtVtQ + %mb (U%I =+ U%y) + %Iboﬂ

E.=F —Ey
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Additional space for solutions—clearly mark the (sub)problem your answers are related to and
strike out invalid solutions.
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