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Vorwort

Uber den Inhalt. Dieses Buch basiert auf der Vorlesung Diskrete Mathematik im Di-
plomstudiengang Informatik an der Universitdt Stuttgart sowie auf Teilen der Vorle-
sung Lineare Algebra und algebraische Strukturen fiir Informatiker im gleichen Stu-
diengang an der Universitat Dortmund. Beide Lehrveranstaltungen wurden iiber vie-
le Jahre hinweg erfolgreich gehalten. Die Erfahrungen daraus haben die Stoffauswahl
und deren Darstellung gepragt. Im Laufe der Vorbereitung des Manuskriptes nahm
der Stoffumfang immer weiter zu und begann, den vorgegebenen Rahmen eines Lehr-
buchs zu sprengen. Es wurde auch klar, dass wir in einem umfassenden Werk {iber-
haupt nur einige wenige Elemente der diskreten Mathematik unterbringen konnen. So
haben wir den Titel und Inhalt den Gegebenheiten angepasst und werden im vorlie-
genden Band nur einen Teil unseres urspriinglichen Manuskripts prasentieren. Die
mehr algebraischen Aspekte sind fiir einen zweiten Band vorgesehen. Der Titel des
vorliegenden Lehrbuchs driickt die Beschrankung auf elementaren Inhalt und wenige
Elemente aus und gleichzeitig auch unsere Bewunderung fiir unerreichbare mathe-
matische Vorbilder, die angefangen von Euklid bis zu Dieudonné und Grothendieck
mit ihren Elementen Mathematikgeschichte geschrieben haben.

Die Grundidee dieses Buches ist, wesentliche Elemente der diskreten Mathematik
zu vermitteln, um die modernen Entwicklungen im Informationszeitalter kompetent
mathematisch beurteilen zu konnen. Hierzu gehort das Verstdndnis von Graphen,
das Rechnen mit groflen Zahlen und das Rechnen modulo n. Viele Menschen be-
nutzen regelmiflig Onlinebanking oder bezahlen bargeldlos im Internet. Es ist daher
wohltuend zu begreifen, warum diese Transaktionen nicht nur Sicherheit vorspie-
len, sondern unter realistischen Annahmen sogar garantieren, sofern man die wich-
tigen Spielregeln einhdlt. Man sollte auch wissen, was passieren kann, wenn man
diese Spielregeln verletzt. Hierzu bendétigen wir Primzahlen und wichtige Aussagen
zu ihrer Dichte. Wir beginnen daher mit einer Darstellung der elementaren Zahlen-
theorie. Insbesondere wird die Verschliisselung mit dem RSA-Verfahren erldutert. Da-
nach behandeln wir Abschitzungen, die unerldsslich sind, wenn man Objekte zdhlen
oder Laufzeiten wichtiger Algorithmen verstehen méchte. Diverse in der Praxis voll-
kommen zuverldssige Algorithmen nehmen den Zufall zu Hilfe, um iiberhaupt zu ei-
nem Ergebnis zu kommen. Daher durfte ein Kaptitel zur diskreten Wahrscheinlichkeit
nicht fehlen.

Danach begeben wir uns ins Zentrum der diskreten Mathematik. Wir behandeln
Kombinatorik, erzeugende Funktionen und Graphentheorie. Zum Abschluss widmen
wir uns Ordnungsstrukturen und Verbdnden sowie booleschen Funktionen und
Schaltkreisen. Aufgaben nehmen in dem Buch einen hohen Stellenwert ein. Es gibt
Musterlésungen, aber natiirlich ist es fiir das Uben nicht zweckmiBig, allzu schnell
auf die Losungen zuriickzugreifen.
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Fiir alle wichtigen Aussagen geben wir vollstindige Beweise an und verzichten
auf Ausreden wie ,,Dies wiirde den Rahmen dieses Buches sprengen®. Das bendtigte
Vorwissen ist gering; dadurch sind Teile des Buches bedingt auch fiir Schiiler geeig-
net.

Die behandelten Grundlagen sind keine blofien Aneinanderreihungen von Defi-
nitionen und elementaren Zusammenhingen. Statt stur zu befolgende Kochrezepte
darszustellen, versucht das Buch ein tieferes Verstandnis fiir die behandelten ma-
thematischen Zusammenhange zu vermitteln. Das Ziel ist es, Wissen, Techniken und
Denkweisen vorzustellen, welche den Leser in die Lage versetzen, selbststandig ma-
thematische Probleme zu 16sen. Im Zentrum zahlreicher Beweise steht daher eine
kombinatorische Interpretation, die einen bijektiven Beweis ermoglicht. Traditionell
findet man in Lehrbiichern Induktionsbeweise, die es dem Leser relativ leicht ermog-
lichen sollen, die Korrektheit bekannter Resultate nachzuvollziehen. Das Wesen und
der Ursprung dieser Resultate bleibt dann vielfach im Dunkeln. Eine kombinatorische
Interpretation vermag den Sachverhalt nachhaltig zu erhellen, sie ist daher vorzuzie-
hen. Allerdings ist diese Denkweise gerade fiir Anfanger mit einer erkennbaren Hiirde
verbunden, aber die Erfahrungen mit dem Stoff zeigen, dass diese Hiirde genommen
wird. Viele stufen am Ende genau das Uberwinden dieser Schwierigkeit als gewinn-
bringend ein und sehen, machmal erst im Nachhinein, hierin den besonderen Reiz
bei der Beschiftigung mit dem Thema. Die mathematischen Herleitungen haben wir
durch zahlreiche Bilder illustriert.

Wir werden zeigen, dass es sich bei der diskreten Mathematik um ein modernes
und spannendes Gebiet mit vielen Anwendungen handelt. Bei den vorgestellten Kon-
zepten haben wir deshalb Wert auf mathematische Asthetik gelegt, auch wenn dies
manchmal zu Lasten der bestmoéglichen Ergebnisse ging. Die Lektiire dieses Buches
soll Spafl machen und unterhaltsam sein. Dies hat die Auswahl der fortgeschrittenen
Themen mafigeblich beeinflusst.

Das Buch ergédnzt und vertieft Grundlagen und zeigt mogliche Anwendungen auf.
Es werden auch Themen behandelt, die {iber den Standardstoff hinaus gehen. Wir
hoffen, dass ein Leser in jedem Kapitel mindestens ein Highlight findet. Wir favori-
sieren fliissige gegeniiber allzu langatmigen Erklarungen, so soll Freiraum fiir eigene
Uberlegungen bleiben. Am Ende eines jeden Kapitels haben wir kurze Kapitelzusam-
menfassungen als Lern- und Merkhilfe hinzugefiigt.

Bei der Erstellung des Textes haben wir uns von anderen Mathematikern inspi-
rieren lassen. Hervorheben moéchten wir die Lehrbiicher [2, 22, 28]. Daneben wurde
an vielen Stellen Originalliteratur verwendet, die noch nicht in Lehrbiichern prasen-
tiert wurde. Manchmal ist dann etwas Eigenes entstanden, teilweise sind wir nahe an
den Quellen geblieben. In diesen Fillen finden sich haufig explizite Hinweise. Erwdh-
nen wir Mathematiker namentlich, so finden sich biographische Angaben, sofern es
uns sinnvoll erschien und die Daten 6ffentlich zugédnglich waren oder wir das Ein-
verstandnis zur Nennung der Geburtsjahre erhielten. Wir hoffen, dass eine zeitliche
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Einordnung hilft, mathematische Entwicklungen im Kontext zu verstehen. Bei der
Umschrift russischer Namen, haben wir die international iibliche englische Umschrift
bevorzugt, auch wenn sie von der deutschen abweicht. So schreiben wir Markov-Un-
gleichung und nicht Markow- oder Markoff-Ungleichung. Bei lebenden Mathematikern
haben wir, falls uns bekannt, auf ihre selbst verwendete Umschrift zuriickgegriffen.
Schlief3lich m6chten wir darauf hinweisen, dass wir Satzzeichen am Ende von abge-
setzten Formeln unterdriickt haben.

Uber die Autoren lisst sich berichten, dass sie sowohl in der Mathematik als auch in
der Informatik zu Hause sind:

Der erste Autor hatte das grofie Gliick, dass er bei Alexander Grothendieck in
Montpellier (Frankreich) eine Abschlussarbeit anfertigen und bei Ernst Witt in Ham-
burg regelmiflig Seminare besuchen konnte. Diese beeindruckenden Persénlichkei-
ten haben nachhaltigen Einfluss auf seine Entwicklung gehabt.

Der zweite hat beim ersten Autor in Stuttgart in Informatik promoviert und dann
ebenfalls in Frankreich (Bordeaux) ein Auslandsjahr verbracht. Mathematik und
Schachspielen begeistern ihn seit frithester Jugend. Die genaue Vorausschau, durch
welche Ziige ein Ziel erreicht werden kann, findet sich durchgehend beim Planen der
Beweise im Text.

Der im Alphabet letztgenannte Autor verfiigt iiber die gr6fite Lebenserfahrung,
die Erfahrungen Mathematik zu unterrichten und Lehrbiicher zu verfassen. Gepragt
in seiner Lehre und Forschung sowie bei seiner Prasentation von Vortragen wurde
er insbesondere durch langere Aufenthalte in Russland und den USA. In seinen For-
schungsarbeiten kann er auf Koautoren aus mehr als 25 verschiedenen Landern ver-
weisen.

Uber Anagramme. Der Arbeitstitel des Buches war schlicht Diskrete Mathematik, ein
Vorlesungstitel, den Studierende durch Buchstabenvertauschung in Diekerts Mathe-
matik umbenannten. Dieses Anagramm ist nun im Titel nicht mehr unmittelbar vor-
handen, wurde jedoch durch ein kunstfertigeres ersetzt. Unser Umschlag zeigt einen
Ausschnitt aus dem beriihmten Kupferstich der Staatlichen Kunsthalle Karlsruhe von
Albrecht Diirer mit dem Titel Melencolia§I, einem Anagramm von Cameleon § LI I. Wir
sehen auf dem Umschlag die wandlungsfahigen Elemente aus einem magischen Qua-
drat davoneilen. Mége uns die Kunst der Wandlungsfahigkeit auf der Reise durch die
Mathematik begleiten.

Danksagung. Das Buch wéare ohne Unterstiitzung und Hilfe nicht zustande gekom-
men. Namentlich nennen méchten wir Ulrich Hertrampf, Jonathan Kausch, Jiirn Laun,
Alexander Lauser, Heike Photien, Horst Prote, Aila Rosenberger, Tobias Walter und
Armin Weif3. Sie haben diverse Ubungsaufgaben erstellt oder gel6st, Text Korrektur
gelesen und beim Schreiben in BIEX sowie Zeichnen mit Till Tantaus ,,TikZ* (Tills TikZ
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ist kein Zeichenprogramm) geholfen. Alle verbliebenen Fehler gehen zu Lasten der
Autoren. Unser Dank gilt auch dem Verlag Walter de Gruyter, der das Buch in seine
Lehrbuchreihe aufnahm.

Der grofite Dank gilt unseren Partnern fiir die geduldige und férdernde Beglei-
tung und unseren Kindern und Kindeskindern fiir die Freude auf die Zukunft.

Stuttgart und Hamburg, Dezember 2012 Volker Diekert
Manfred Kufleitner
Gerhard Rosenberger
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1 Elementare Zahlentheorie

1.1 Einfiihrung

Ja, was ich hier geschrieben habe macht im Einzelnen {iberhaupt nicht den Anspruch auf Neu-
heit; und darum gebe ich auch keine Quellen an, weil es mir gleichgiiltig ist, ob das was ich
gedacht habe, vor mir schon ein anderer gedacht hat.!

Wir weichen von Wittgensteins Meinung geringfiigig ab, denn auf einige wenige Quel-
len wird verwiesen.

1.1.1 Von natiirlichen zu komplexen Zahlen

Die natiirlichen Zahlen N k6nnen nach Giuseppe Peano (1858—1932) durch die folgen-

den Axiome definiert werden:

— Es gibt eine natiirliche Zahl Null.

— Der Nachfolger einer natiirlichen Zahl ist eine natiirliche Zahl.

— Null ist kein Nachfolger einer natiirlichen Zahl.

— Die Nachfolger zweier verschiedener natiirlichen Zahlen sind verschieden.

— Enthalt eine Teilmenge natiirlicher Zahlen die Null und zusammen mit jeder Zahl
auch deren Nachfolger, so ist diese Teilmenge bereits die Menge aller natiirlichen
Zahlen.

Die letzte Forderung nennt man auch das Axiom der volistdndigen Induktion. Die Null

schreiben wir als O und den Nachfolger einer Zahl n bezeichnen wir mit s(n). Die

Standardrealisierung definiert jede natiirliche Zahl als eine Menge von anderen na-

tiirlichen Zahlen. Die Zahl 0O ist die leere Menge &, die Zahl 1 = s(0) wird zur einele-

mentigen Menge {J}, die Zahl 2 = s(1) ist die Menge {Q, {J}} mit zwei Elementen.

Ausgehend von 0 = & wird s(n) = {0,...,n} fiir alle natiirlichen Zahlen n ge-

setzt. Die Zahl n ist also selbst eine Menge mit ,,7n“ Elementen. Die Ordnungsrelation

m < n wird zur Teilmengenbeziehung m < n. Die Existenz der natiirlichen Zah-

len wird damit auf die Mengenlehre reduziert. Dies reflektiert unseren Standpunkt,

dass alle mathematischen Objekte in diesem Buch als Mengen interpretiert werden
kénnen.

Primzahlen spielen die zentrale Rolle in der Zahlentheorie. Eine Primzahl ist eine
natiirliche Zahl n, die genau zwei Teiler in N hat, ndmlich die 1 und sich selbst. Damit
ist weder O eine Primzahl, da O unendlich viele Teiler hat, noch ist 1 eine Primzahl, da
nur ein einziger Teiler, ndmlich 1, existiert. Die kleinste Primzahl ist 2. Alle weiteren
Primzahlen sind ungerade.

1 Aus dem Vorwort der 1918 verfassten Schrift ,,Logisch-Philosophische Abhandlung“ von Ludwig
Wittgenstein (1889-1951), die auch als ,,Tractatus logico-philosophicus® bekannt ist.
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Eine Besonderheit der natiirlichen Zahlen ist ihre Wohlordnung: Jede nichtleere
Teilmenge hat ein kleinstes Element. Dies fiihrt direkt zu einem zweiten Induktions-
prinzip. Um zu zeigen, dass P (n) fiir alle n € N wahr ist, reicht es, P(n) unter der
Induktionsannahme zu beweisen, dass P(m) fiir alle m < n gilt. Denn gilt eine Ei-
genschaft P nicht fiir alle natiirlichen Zahlen, so muss es eine kleinste Zahl geben,
fiir die P falsch ist und fiir alle kleineren Zahlen ist P wahr.

Im Aufbau des Zahlensystems erhdlt man aus N die ganzen Zahlen 7, dann die
rationalen Zahlen Q. Hieraus werden die reellen Zahlen R konstruiert. Schlief3lich
nimmt man noch eine imagindire Zahl i = /-1 hinzu, die die wundersame Eigen-
schaft hat, dass ihr Quadrat die negative Zahl —1 ist. Hieraus ergeben sich dann die
komplexen Zahlen C. Wir gehen davon aus, dass der Leser mit reellen Zahlen vertraut
ist. Komplexe Zahlen kommen kaum vor.

1.1.2 Von Halbgruppen zu Kdrpern

Alle soeben genannten Zahlenbereiche sind in natiirlicher Weise mit den beiden Ver-
kniipfungen ,,plus“ und ,mal“ ausgestattet. Ahnlich wie man die natiirlichen Zah-
len durch die Peano-Axiome beschreibt, kann man auch bei Verkniipfungen gewisse
Axiome betrachten. Sei o eine beliebige Abbildung M x M — M mit (x,y) — X o y;
wir nennen o eine Verkniipfung (oder Operation), und wir sagen o ist assoziativ, wenn
fiir alle x, v,z € M die Rechenregel (x o y) o z = x o (v o z) gilt. Sie ist kommutativ
(oder auch abelsch), wenn x o y = 7y o x fiir alle x, Y € M gilt. Bei assoziativen
Verkniipfungen ist das Ergebnis unabhédngig von der Reihenfolge der Auswertung, so
dass der Term x o y o z ein eindeutig bestimmtes Element aus M beschreibt. Ein
Element e € M ist neutral, falls x o e = e o x = x fiir alle x € M gilt. Insbeson-
dere gibt es héchstens ein neutrales Element, denn sind e und e’ neutral, so folgt
e’ = eoe’ = e.Wenn e ein neutrales Element ist, dann ist x € M invertierbar, falls
ein Element v € M mit x ¢ y = y o x = e existiert; man nennt dann y das Inverse
von x. Wenn die zugrunde liegende Verkniipfung klar ist, dann schreiben wir auch
oft xy anstelle von x o . Eine Halbgruppe ist eine Menge mit einer assoziativen Ver-
kniipfung. Fiir jedes n € N bilden die Zahlen {m € N | m > n} mit der Addition als
Verkniipfung eine kommutative Halbgruppe. Ein Monoid ist eine Halbgruppe mit ei-
nem neutralen Element. Ein typisches Beispiel fiir ein kommutatives Monoid sind die
natiirlichen Zahlen N mit der Addition, und das neutrale Element ist 0. Eine Grup-
pe ist ein Monoid, bei dem jedes Element invertierbar ist. Die ganzen Zahlen Z mit
der Addition bilden eine kommutative Gruppe. Hierbei ist —x das Inverse von x. Vor
allem in der Gruppentheorie spricht man anstatt von kommutativen Gruppen hau-
fig von abelschen Gruppen nach Niels Henrik Abel (1802-1829). Bei kommutativen
Operationen benutzt man hdufig + als Zeichen fiir die Verkniipfung und O fiir das
neutrale Element.
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Wenn nun M mit zwei Verkniipfungen + und - ausgestattet ist, dann kann man
durch Rechengesetze das Verhiltnis der beiden Operationen zueinander beschreiben.
Die wichtigsten Axiome sind hier die Distributivgesetze; das heif3t, es gilt x - (y +z) =
x-y+x-zund(x+y)-z=x-z+y-zfiirallex,y,z € M. Wir sagen, dass M
ein Ring ist, wenn die Distributivgesetze gelten, wenn M mit der Verkniipfung + eine
kommutative Gruppe ist, und wenn M mit - ein Monoid bildet. Ein Ring ist kommuta-
tiv, wenn - eine kommutative Verkniipfung ist. Die ganzen Zahlen Z mit Addition und
Multiplikation bilden einen kommutativen Ring. Sei M ein kommutativer Ring mit O
als neutralem Element fiir die Verkniipfung +; dann ist M ein Kérper, wenn M \ {0}
beziiglich der Multiplikation eine Gruppe ist. Die Zahlenbereiche Q, R und C sind
Korper.

Fiir eine algebraische Struktur X sagen wir, Y < X ist eine Unterstruktur, wenn Y
selbst auch wieder dieselben Struktureigenschaften erfiillt, wie sie bei X gefordert
werden. Beispielsweise bilden die geraden Zahlen mit der Addition eine Untergrup-
pe der ganzen Zahlen. Ein anderes Beispiel ist die Halbgruppe M = {1, 0} mit der
Multiplikation; hier sind {1} und {0} Unterhalbgruppen. Die Halbgruppe M ist auch
ein Monoid, aber nur {1} ist ein Untermonoid, da {0} zwar ein Monoid bildet, aber
nicht die 1von M enthélt. Dievon Y < X erzeugte Unterstruktur von X ist die kleinste
Unterstruktur, welche die Menge Y enthalt.

Eine Abbildung zwischen algebraischen Strukturen, die mit den jeweiligen Ope-
rationen vertraglich ist (wie + und -) sowie neutrale Elemente aufeinander abbildet,
heif3t Homomorphismus. Ein Gruppenhomomorphismus ist eine Abbildung @ : G —
G’ zwischen Gruppen mit @ (x - y) = @ (x) - @ () fiiralle x, y € G. Denn durch die
Gruppeneigenschaft wird das neutrale Element 1 von G automatisch auf das neutra-
le Element 15 von G’ abgebildet. Fiir Monoide ist dies eine zusitzliche Forderung.
Daher ist ein Ringhomomorphismus eine Abbildung @ : R — R’ zwischen Ringen
mit (x +v) = px) + ), (x-y) = (x) - p(y) fiiralle x,y € R und
@ (1gr) = 1g . Eine Bijektion @ besitzt stets eine Umkehrabbildung ¢ ~!. Sind beide
Abbildungen @ und @ ~! Homomorphismen, so nennt man @ einen Isomorphismus.
In vielen Fillen ist ein bijektiver Homomorphismus bereits ein Isomorphismus.

1.2 Der euklidische Algorithmus

Eine ganze Zahl k teilt £, geschrieben k | £, falls m € Z existiert mit km = . Den
grofSten gemeinsamen Teiler von zwei ganzen Zahlen k und ¥ bezeichnen wir mit
ggT(k,{); es ist die grofite natiirliche Zahl, die sowohl k als auch ¥ teilt. Den gréfiten
gemeinsamen Teiler von k und O definieren wir als die Zahl |k|. Zwei Zahlen heifen
teilerfremd, wenn ihr grofiter gemeinsamer Teiler 1 ist. Der euklidische Algorithmus
(Euklid von Alexandria, Wirken um 300 v. Chr.) ist ein effizientes Verfahren zur Be-
rechnung des gréften gemeinsamen Teilers. Da ggT(k, ¥) = ggT(—k,¥) = ggT (£, k)
gilt, geniigt es k,¥ € N zu betrachten. Sei 0 < k < ¥ und schreibe £ = gk + v,
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wobei O < ¥ < k der Rest ist. Fiir diesen Rest v schreiben wir auch ,,# mod k. Hier-
auf gehen wir im ndachsten Abschnitt ndher ein. Jede Zahl, die k und den Rest 7 teilt,
teilt auch die Summe ¥ = gk + r. Jede Zahl, die k und ¥ teilt, teilt auch die Differenz
r = L — qk. Dies liefert uns die folgende rekursive Version des euklidischen Algorith-
mus:

/% Voraussetzungistk > 0, € = 0 %/
function ggT(k, {)
begin

if k = O then return ¢

else return ggT (£ mod k, k) fi
end

Beispiel 1.1. Wir wollen ggT(21, 59) bestimmen. Links geben wir im Folgenden den
Rechenweg fiir das obige Programm an; rechts befindet sich eine kiirzere Rechnung
unter der Zuhilfenahme von negativen Zahlen.

50=2-21+17 50=3-21-4
21=1-17+4 21 =5-4+1
17=4-4+1
Damit ist ggT(21,59) = 1. O

Satz 1.2 wird hiufig Etienne Bézout (1730-1783) zugeschrieben, der eine entspre-
chende Aussage fiir Polynome gezeigt hat. Die Aussage des Satzes war schon friiher
durch Arbeiten von Claude Gaspard Bachet de Méziriac (1581-1638) bekannt.

Satz 1.2 (Lemma von Bézout). Seien k,{ € Z. Dann existieren a,b € Z mit:
ggT(k,¥) = ak + bl

Beweis. Wir kénnen £ > k > 0 annehmen, die anderen Fille sind offensichtlich oder
kénnen auf diesen Fall reduziert werden. Setze 1y = £ und 7, = k. Der euklidische
Algorithmus berechnet nacheinander Reste v > 71 > 72... > ¥, = 41 = 0, die
die Beziehungen

Yi-1 = qiVi t Vig1

fiir geeignete ¢q; € N erfiillen. Es folgt ggT(k,¥) = ggT(vi 1,7:i) = ggT(0,7) = 7.
Wir zeigen nun, dass fiir alle i € {0,...,n} ganze Zahlen a; und b; derart existieren,
dass aivi+1 + bivi = r, gilt. Fiiri = nista, = Ound b,, = 1. Seinun i < n und
seien a1 und b;, 1 bereits definiert, d.h. aj 17is2 + Diz17is1 = Yn. Mit v = v —
qi+17i1 folgt (bit1—aiv14qi+1)7vis1+air17i = Yp.Damithabena; = biy1—air1qi+1
und b; = a;+1 die gewiinschte Eigenschaft. O
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Der obige Beweis liefert das folgende Verfahren. Der erweiterte euklidische Algo-
rithmus berechnet zusitzlich zu ggT (k,¥) auch Zahlen a und b mit der Eigenschaft
ak + bl = ggT(k,¥).

/* Voraussetzung istk > 0, > 0 x/
/* Berechnet wird (a, b, t) mitak + b€ =t = ggT(k, L) */
function erw-ggT(k,¥)
begin
if k = 0 then return (0,1, )
else
(a,b,t):= erw-ggT (£ mod k, k);
return (b —a - [%J ,a,t)
fi
end

Beispiel 1.3. Wir fiihren Beispiel 1.1 fort. Riickwérts Einsetzen bei der ersten Rech-
nung ergibt

1=17-4-4
=17-4-(21-1-17)
=—4-21+5-17
=—-4-21+5-(59-2-21)
=-14-21+5-59

Die Darstellung der 1 als Linearkombination von 21 und 59 ist nicht eindeutig. Bei-
spielsweise gilt 1 = =14 -21 + (59-21-21-59)+5-59=45-21-16-59. ¢

Das Korollar 1.4 von Satz 1.2 sagt aus, dass die zu n teilerfremden Zahlen beziig-
lich der Multiplikation ein Untermonoid von Z bilden.

Korollar 1.4. Sein € Z und seien k, ¥ € 7 zu n teilerfremde Zahlen, also ggT(n, k) =
ggT(n,¥) = 1. Dann ist n auch teilerfremd zum Produkt k.

Beweis. Schreibe 1 = an + bk = cn + d¥ fiir gewisse a, b,c,d € Z. Dann gilt
1= (an+Dbk)(cn+d¥l) = (anc + bkc + ad¥f)n + bd (k). Ein gemeinsamer Teiler
von n und k¥ teilt damit auch 1. Hieraus folgt ggT(n, k€) = 1. O

1.3 Der Fundamentalsatz der Arithmetik

Mit dem Fundamentalsatz der Arithmetik bezeichnet man die Aussage, dass jede po-
sitive natiirliche Zahl eine eindeutige Primfaktorzerlegung hat.
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Satz 1.5. Sei P = {2,3,5,7,11,...} die Menge der Primzahlen und n € N mitn > 1.
Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Produktdarstellung

n = 1_[ p"n
pePlP
Die Zahlen n, sind dabei genau dann von Null verschieden, wenn die Primzahl p ein
Teiler von n ist.

Beweis. Die Zahl 1 ermdglicht die Primfaktorzerlegung mit n, = O fiiralle p € Pund
dies ist auch die einzige Zerlegung. Gilt n > 1, so teilt eine Primzahl p die Zahl n
und wir erhalten eine Darstellung der gewiinschten Form induktiv aus der Primfak-
torzerlegung von n/p. Dariiber hinaus gibt es fiir jede Primzahl p, die n teilt, eine
Primfaktorzerlegung mit 7, > 1. Klar ist auch, dass nur diejenigen 71, ungleich Null
sein konnen, fiir die p ein Teiler von 7 ist.

Es bleibt daher nur, die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung zu zeigen. Ange-
nommen, es gadbe fiir eine Zahl zwei verschiedene Zerlegungen. Dann wiirden wir
durch Kiirzen maximaler Primzahlpotenzen zwei disjunkte endliche Teilmengen R <
Pund Q < P finden sowie eine Gleichung

m=[]p"™=]]a™
peR a€Q
Wir kénnen n, > O fiir ein g € Q annehmen. Also teilt g die Zahl m. Andererseits
kommt g in R nicht vor und g ist teilfremd zu allen Zahlen in R, da verschiedene
Primzahlen teilerfremd sind. Nach Korollar 1.4 ist dann q teilerfremd zum Produkt 7.
Dies ist ein Widerspruch, da g > 1. O

1.4 Modulare Arithmetik

Es sei n eine ganze Zahl, aber auch die Annahme n € N ist keine wirkliche Ein-
schrankung. Die Zahl n teilt die Menge der ganzen Zahlen in Restklassen ein. Die
Restklasse zu k € Z ist die Teilmenge k + nZ < Z.Es gilt £ € k + nZ genau dann,
wenn k + nZ = £ + nZ; und Restklassen sind entweder identisch oder disjunkt. Die
Menge {k + nZ | k € 7} wird als Ring der Restklassen Z/nZ bezeichnet. Es ist ein
Ring, da man Klassen wie ganze Zahlen addieren und multiplizieren kann. Wir set-
zen:

(k+nz)+ +nz)=k+L+nz

(k+nz)- € +nz) =kl +nz

Man beachte, dass die Operationen wohldefiniert sind, denn das Ergebnis der Ope-
rationen héngt nicht von den Repridsentanten ab. Wir kénnen also k durch ein k' €
k +nZ und € durchein ¥’ € £ + nZ ersetzen; dann gelten k + £ + nZ = k' + ¥’ + nz
sowie k¥ + nZ = k'’ + nZ. Fiir k € £ + nZ schreiben wir

k=¢ modn
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und sagen, k und ¢ sind kongruent modulo n. Fiirn = Qist Z = Z/nZ, und k =
£ mod 0 bedeutet k = £. Sei deshalb ab jetzt n + 0. Mit k mod »n meinen wir die
eindeutig bestimmte Zahl » € {0,..., [n| — 1} mit k = v mod n. Die Zahl v ist der
Rest beim Teilen von k durch n. Jede Klasse k + nZ wird durch den Rest k mod n
eindeutig reprdsentiert. Daher ist es manchmal niitzlich, die Menge 7Z/nZ mit der
Menge {0,...,n — 1} zu identifizieren. Wir erhalten:

(kmodn) + ({modn)=k++¥ modn
(kmodn) - modn)=k-£ modn

Beispiel 1.6. Wir wollen 11°%! mod 12 ausrechnen. Zuerst den Wert 11°6! auszu-
rechnen ist zu miihsam. Fiir die Basis gilt 11 = —1 mod 12. Daraus folgt 11°6!
(=1)°6! = —1 = 11 mod 12 und wir erhalten 11°%! mod 12 = 11.

< i

Beim Modulo-Rechnen mit Addition und Multiplikation kann man jederzeit zwi-
schen beliebigen konkreten Zahlen und ihren Restklassen hin und her wechseln. Das
Ergebnis stimmt dann ,,modulo n“. Nur bei der Division mit Teilern von 7 miissen wir
aufpassen.

Mit (Z/nZ)* bezeichnen wir die Gruppe der Einheiten des Ringes Z /nZ. Dies sind
die Restklassen, die ein multiplikatives Inverses besitzen. Die Anzahl |(Z/nZ)* | wird
mit @ (n) bezeichnet und im Abschnitt 1.10 genauer untersucht. Der Wert @ (n) ist
die Anzahl der zu n teilerfremden natiirlichen Zahlen im Bereich von 1 bis n. Fiir
eine Primzahl p ist (p) = p — 1.

Satz 1.7. Sei n € N. Dann gelten die folgenden Aussagen.
(a) (Z/n2)* = {k+nZ| ggT(k,n) =1}.
(b) Die Zahl n ist genau dann eine Primzahl, wenn Z / nZ ein Korper ist.

(c) Sei k € 7. Die Multiplikation Z/nZ — Z|/nZ, x — kx mit k ist genau dann
bijektiv, wenn ggT (k,n) = 1 gilt.

Beweis. (a) Es gilt k € (Z/nZ)* genau dann, wenn wir 1 = kf + mn schreiben
kénnen. Nach Satz 1.2 ist dies genau dann der Fall, wenn ggT(k,n) = 1.

(b) Der Ring Z/nZ ist genau dann ein Kérper, wenn alle von Null verschiedenen
Elemente invertierbar sind. Dies bedeutet nach (a), dass alle natiirlichen Zahlen von 1
bis n — 1 zu n teilerfremd sind. Dies wiederum ist gleichwertig zur Primzahleigen-
schaft.

(c) Fiir ggT(k,n) = 1ist kin (Z/nZ)* invertierbar, und die Multiplikation mit k
hat eine inverse Abbildung; sie ist damit bijektiv. Haben k und 7 einen gemeinsamen
Teilerm # 1,soistk - (n/m) € nZ und damit k - (n/m) = 0 = k - 0 mod n, aber
n/m # 0 mod n. O
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1.5 Anwendungen der modularen Arithmetik

1.5.1 Bits und Bytes

Eine der vielen Anwendungen der modularen Arithmetik (oder auch Restklassen-
arithmetik) findet sich in der internen Darstellung ganzer Zahlen im Rechner. Wir
nehmen an, dass k Bits fiir die Darstellung zur Verfiigung stehen und dass die Multi-
plikation mit Minus-Eins weitgehend mdoglich sein soll. Da bereits ein Bit fiir das Vor-
zeichen verloren geht und da aufgrund von —0 = +0 nicht genau gleich viele positive
wie negative Zahlen dargestellt werden kdnnen, ist ein maximaler Zahlenbereich:

—k-1 .. -1,0,1,...,2x1_1

2k-1 7ahlen 2k-1 7ahlen

Fiir viele Fille erweist es sich als giinstiger, statt explizit mit Vorzeichen zu rech-
nen, zur Restklassenarithmetik modulo 2 iiberzugehen. Wir rechnen im Ring 7/ 2¥Z.
Der obige Zahlenbereich ist dann ein Reprasentantensystem. Bei einem Stellenwert-
system zur Basis 2 liefert das erste (h6chstwertige) der k Bits die Information iiber
das Vorzeichen. Es ist genau dann Eins, wenn die dargestellte Zahl negativ ist. Natiir-
lich muss ein Uberschreiten des giiltigen Zahlenbereichs (ein ,,Overflow*) gesondert
verwaltet werden. Angenommen, 8 Bits stehen zur Verfiigung. Dann kénnen wir den
Bereich von —128 bis +127 darstellen. Mit k = 8 gilt ndmlich:

01111111 = 2x1_-1 = 127 = 127 mod?28
10000000 = 2k-1 = 128 = -128 mod?28
11111111 = 2k-1 = 255 = -1 mod 28
—

k Bits

Ein Vorteil dieser Arithmetik ist, dass die Subtraktion nicht schwieriger als die Addi-
tion ist, da die Multiplikation mit Minus-Eins nur die Bildung des Zweierkomplements
erfordert. Sei x = x1 - - - xx mit x; € {0,1} und definiere X = X7 - - - Xx mit der
Bezeichnung 0 = 1 und 1 = 0. Dann gilt
x+x=1---1=2Fk-1
k-mal

Unsere Rechnungen gelten stets nur modulo 2¥, liegt das Endergebnis jedoch im giil-
tigen Zahlenbereich, so ist es korrekt. Inshesondere gilt dort —x = X + 1. Sei bei-
spielsweise k = 8 und x = 01101011 = +107. Wir berechnen —x = —107 durch:

X 10010100
x+1 = 10010101 = 149 = -107 mod 256

Im Fall einer negativen Zahl x = 10010000 = —112 = 144 mod 256 ergibt sich
—x = +112 wie folgt:

X 01101111
x+1 = 01110000 = 112
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1.5.2 Fehlererkennung bei Artikelnummern

Weitere Anwendungen der modularen Arithmetik findet man bei der EAN (European
Article Number) und der ISBN (International Standard Book Number). Die EAN dient
der Kennzeichnung von Handelsartikeln, wohingegen die ISBN diese Aufgabe bei Bii-
chern erfiillt. Bei beiden Systemen ist die letzte Stelle eine Priifziffer, die aus der ge-
wichteten Quersumme der iibrigen Stellen entsteht.

Eine korrekte EAN ist eine 13-stellige Dezimalzahl x13x12 - - - x1 mit Priifziffer x;
und der Eigenschaft

X13+3-X12+x11+3-X10+---+x1=0 mod 10

Als Gewichte treten abwechselnd 1 und 3 auf. Falls nun beim Bestimmen der gewich-
teten Quersumme ein Wert ungleich 0 herauskommt, so entspricht dies einer Feh-
lermeldung. Welche Arten von Fehlern kénnen wir mit diesem Verfahren erkennen?
Die Abweichung einer Stelle um a fiihrt je nach Gewicht dieser Stelle zu einer Ab-
weichung a bzw. 3a in der Priifsumme. Wegen ggT(3,10) = 1 folgt, dass wir bei
a # 0 mod 10 eine Fehlermeldung erhalten. Diese sogenannten Einfachfehler hitten
wir schon erkennen konnen, wenn wir alle Stellen mit 1 gewichtet hitten. Die unter-
schiedlichen Gewichte benachbarter Stellen erméglichen es, die Vertauschung zweier
Stellen x;;1 und x; einer EAN zu erkennen, falls x;,1 # x; mod 5 gilt. Wir k6n-
nen aber zum Beispiel keine Vertauschung von 7 und 2 erkennen. Bei der 10-stelligen
ISBN rechnet man modulo 11, so dass hier die 10 moglichen Gewichte 10,9,8,...,1
zur Verfiigung stehen, die alle teilerfremd zu 11 sind. Eine korrekte ISBN x10Xx9 - - - X1
mit Priifziffer x, erfiillt

10-x10+9-x9+8-xg+---+1-x3=0 mod 11

Da die Differenz zweier benachbarter Gewichte stets 1 ist, lassen sich zusétzlich zu
einzelnen Tippfehlern alle Vertauschungen benachbarter Stellen erkennen. Aller-
dings bend6tigt man bei der Darstellung der Priifziffer von ISBNs wegen des Rechnens
modulo 11 ein weiteres Symbol X fiir den Wert 10.

1.6 Der chinesische Restsatz
Die Grundlage fiir diesen Abschnitt ist das Lemma 1.8.
Lemma 1.8. Fiir teilerfremde Zahlen k, £ € 7 ist die folgende Abbildung surjektiv:

w:Z - 7Z/kZx7]¥Z
x — (x +kZ, x +47)

Die Abbildung 1t induziert durch (x mod kf) — (x mod k, x mod ¥) eine Bijektion
zwischenZ | k€Z und 7 | k7 x Z | 7.
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Beweis. Betrachte (x + kZ,y + 7). Aufgrund der Teilerfremdheit von k und £ gibt
es Zahlen a, b € Z mit ak + b¥ = 1. Damit gilt bf = 1 mod k und ak = 1 mod ¥.
Fiir x, v € Z hat yak + xb¥ die folgenden Eigenschaften:

yvak+xbf=0+x-1=x modk
yak+xbl=y-1+0=7y mod¥

Es folgt 1t (yak + xb¥) = (x +kZ,y +4£Z) und 11 ist surjektiv. Es gilt 17 (x’) = 17(x)
fiir alle x’ € x + k€7, daher ist (x mod k¥) — (x mod k, x mod £) wohldefiniert.
Daher induziert 71 eine Surjektion von Z / k€Z auf 7/ kZ x Z | €Z. SchlieRlich erkennen
wir, dass es jeweils genau k€ Elemente in Z/k#Z und in Z/kZ x Z /€7 gibt. Also ist
die induzierte Abbildung bijektiv. O

Der erweiterte euklidische Algorithmus aus Abschnitt 1.2 liefert ein effektives Ver-
fahren, fiir ein Paar (7, z) € Z/kZ x Z/4Z eine Zahl x € Z mit m(x) = (y,z) zu
berechnen.

Beispiel 1.9. Sei k = 5 und £ = 7. Wir wollen eine Zahl z ausrechnen mit 17(z) =
(3 +5Z,4+ 77), d.h., wir suchen ein z mit z = 3 mod 5 und z = 4 mod 7. Der
erweiterte euklidische Algorithmus liefert uns —4 - 5 + 3 - 7 = 1. Wie im Beweis von
Lemma 1.8 setzenwirz =4 -(—-4) -5+3-3-7=—-17undesgilt —17 = 3 mod 5
und —17 = 4 mod 7. Eine andere Losung ist —17 + 5 - 7 = 18. Auch hier gilt 18 =
3mod 5und 18 =4 mod 7. o

Lemma 1.8 ergibt den sogenannten chinesischen Restsatz, der eine algebraische
Interpretation liefert. Sind R; und R, Ringe, so konnen wir auf dem kartesischen Pro-
dukt R; X R» durch komponentenweise Addition und Multiplikation eine Ringstruk-
tur erkldren. Konkret ist die Addition definiert durch (x1,y1) + (x2,»2) = (x1 +
X2,¥1 + y2). Die Null ist das Paar (0,0) € R; X R». Die Multiplikation ist analog
definiert durch (x1, y1) - (x2,>2) = (X1 - X2,¥1 - 2). Das Einselement ist (1,1).
Wir nennen diesen Ring das direkte Produkt von R; und R».

Satz 1.10 (Chinesischer Restsatz). Seien k, ¥ € 7 teilerfremd. Dann definiert folgende
Zuordnung einen Ringisomorphismus:
Z/kb7 — 7/kZ x7/47
X +klZ — (x + kZ,x + 07)

Beweis. Die Zuordnung ist mit der Addition und Multiplikation vertrdglich und ent-
spricht der bijektiven Abbildung aus Lemma 1.8. O

Beispiel 1.11. Die Ringe 7/35Z und Z/57 X Z/7Z sind isomorph. In der folgenden
Tabelle geben wir die Entsprechungen der Elemente an.
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0 1 2 3 4 5 6
(0,0) () 22 (3 G4 (05 (@6
7 8 9 10 1 12 13
20 G 42 (0,3 (1,4) 2,5 (3,6
14 15 16 17 18 19 20
40 (0D @2 23) G4 65 (0,6
21 22 23 24 25 26 27
1,0 210 G2 &3 (0,4 (1,5) (2,6)
28 29 30 31 32 33 34
(3,00 41 (0,2 1,3) 2,4) (35 (4,6) o

Der chinesische Restsatz 1.10 hat viele wichtige Konsequenzen. Die invertierbaren
Elemente von Z/kZ x 7 /47 sind genau diejenigen, die sowohl in der ersten als auch
in der zweiten Komponente invertierbar sind.

Korollar 1.12. Seien k, ¥ € Z teilerfremd. Dann ist
(Z/k7)* — (Z/kZ)* x (Z]47)*
X + k€7 — (x +kZ,x +47)

ein Gruppenisomorphismus beziiglich der Multiplikation der invertierbaren Elemente.

Eine typische Anwendung des chinesischen Restsatzes 1.10 ist, dass fiir teiler-
fremde Zahlen k und ¥ die Kongruenz x = 7y mod k¥ genau dann gilt, wenn die
beiden Kongruenzen x = y mod k und x = v mod ¥ erfiillt sind. Mit Korollar 1.12
gilt weiter, dass x modulo k¥ genau dann invertierbar ist, wenn x sowohl modulo k
invertierbar ist als auch modulo £.

Bei einem Produkt von mehr als zwei teilerfremden Zahlen ldsst sich der chinesi-
sche Restsatz 1.10 auch mehrfach anwenden.

Korollar 1.13. Seien m,...,my € Z paarweise teilerfremd und seim = my - - - My.
Folgende Zuordnung definiert einen Ringisomorphismus:
Zimiz - Z/mZ X ---XZ|/muZ
X+mZ ~ (x +miZ,...,x + myZ)

Wenn wir Korollar 1.13 nach ,,kongruent modulo n“ iibersetzen, erhalten wir die
Form des chinesischen Restsatzes von Sun Zi in Korollar 1.14 aus dem 3. Jhd. Aller-
dings wurde sein Ergebnis erst spater im Jahre 1247 durch Qin Jiushao veréffentlicht.

Korollar 1.14. Seien m,,..., m, € Z paarweise teilerfremd und sei m = m - - - My,.
Fiir alle x1,...,xn € Z existiert genau ein x € {0,...,m — 1}, das simultan die fol-
genden n Kongruenzen erfiillt:

X =x7 mod m;

X =x, mod my

Die Losungsmenge dieses Systems von Kongruenzen ist x + mZ.



12 —— Elementare Zahlentheorie

Es gibt diverse einfache Beweise fiir die Tatsache, dass es unendlich viele Prim-
zahlen gibt. Ein solcher Beweis kann etwa aus Korollar 1.14 abgeleitet werden.

Korollar 1.15. Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Angenommen, es gabe nur endlich viele Primzahlen. Dann kénnten wir ei-
ne Zahl n finden, die die Kongruenz n = p — 1 mod p fiir alle Primzahlen erfiillt.
Diese Zahl ist grof3er als 1 und wird von keiner Primzahl geteilt. Dies ist nach Satz 1.5
unmoglich. O

1.7 Ein erster Primzahltest nach Fermat

Ein sich wiederholendes Thema ist der kleine Satz von Fermat (benannt nach Pier-
re de Fermat, ca. 1607-1665). Hauptberuflich war Fermat Jurist und spéter Richter
in Toulouse. Mathematischen Einfluss gewann er vor allem durch Korrespondenzen
mit bedeutenden Mathematikern seiner Zeit. Legenddr ist seine Notiz, dass er einen
,swahrhaft wunderbaren Beweis* fiir die Unl6sbarkeit der diophantischen Gleichun-
gen a™ + b™ = c™ mit ganzen Zahlen a, b, c + 0 und n > 2 gefunden hitte. Aber der
Rand sei zu klein, den Beweis zu fassen. Diese Behauptung ging als grofier Satz von
Fermat in die Mathematikgeschichte ein und war bis Anfang der 1990er Jahre eine
der beriihmtesten zahlentheoretischen Vermutungen. Aufgrund der einfachen For-
mulierung des Problems versuchten sich diverse Hobby-Mathematiker an der Losung
und lieflen nicht nach, immer wieder falsche Losungen vorzulegen. Der grofie Satz
von Fermat wurde erst 1993 von Wiles (Sir Andrew John Wiles, geb. 1953) bewiesen.
Allerdings enthielt sein erster Beweis noch eine Liicke, die er dann 1995 in einer ge-
meinsamen Arbeit mit Taylor (Richard Lawrence Taylor, geb. 1962) schlief3en konnte.

Wir behandeln hier nur den kleinen Satz von Fermat. Auch hier gibt es keinen er-
haltenen Beweis, der aus der Feder von Fermat stammt. Der Beweis ist aber geniigend
einfach, dass kein Zweifel daran besteht, dass Fermat einen Beweis kannte.

Satz 1.16 (Kleiner Satz von Fermat). Sei p eine Primzahl und a € 7 eine ganze Zahl.
Dann gelten:
a’? =a modp
a’'=1 modp fiir ggT(a,p) =1

Beweis. Sei zunachst ggT(a, p) = 1. Nach Satz 1.7 ist die Multiplikation mit a auf
(Z/pZ)* bijektiv. Also gilt

p-D'= J]i= [T i =@p-1'-a”! modp
ie{l,..p-1} i€ia,.,a(p-1)}

Die Restklasse (p — 1)! besitztin (Z/pZ)* ein multiplikatives Inverses b, da (p — 1)!
und p teilerfremd sind. Wenn wir in der obigen Gleichung beide Seiten mit b (bzw.
mit ba) multiplizieren, erhalten wir die Aussagen des Satzes fiir ggT(a, p) = 1. Der
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verbleibende Fall ist, dass p ein Teiler von a ist. Dann ist sowohl a mod p als auch
a? mod p Null. O

Die Idee fiir einen einfachen Primzahltest, die aus Satz 1.16 abgeleitet werden
kann, fiihrt auf den Fermat-Test. Der Test geht wie folgt vor:

(1) Wahlea € {1,...,n — 1} zufillig.
(2) Berechne a™ ! mod n.

(3) Falls a”! # 1 mod n, so ist n sicher keine Primzahl, ansonsten mdglicher-
weise.

Dieser Test liegt explizit oder implizit fast allen verwendeten Primzahltests zu-
grunde. In technischen Anwendungen sind a und »n haufig Bindarzahlen mit mehre-
ren hundert oder tausend Stellen. Man kann unmdglich 21900 Rechenoperationen in
der Zeitspanne dieses Universums durchfiihren. Fiir realistische Anwendungen des
Fermat-Tests benétigen wir eine schnelle Exponentiation.

Beispiel 1.17. Wir wollen den Wert z = 142222 mod 77 ohne Rechner bestimmen.
Wir kénnen das Ergebnis z = 1 ausschlieflen, da 142222 = 0 mod 7 nicht invertierbar
ist. Aus dem kleinen Satz von Fermat 1.16 wissen wir 14'° = 1 mod 11. Daraus folgt
142222 = (1410)222 . 142 = 1222 . 142 = 142 mod 11. Mit dem chinesischen Rest-
satz erhalten wir 142222 = 142 mod 77 und damit z = 142 mod 77 = 196 mod 77
=42. ¢

1.8 Die schnelle Exponentiation

Der erste iiberlieferte Beweis fiir den kleinen Satz von Fermat stammt aus der Feder
von Leonhard Euler (1707-1783). Euler war extrem produktiv und hat im Laufe seines
Lebens die Mathematik um viele fundamentale Erkenntnisse bereichert. Im Jahr 1732
hat Euler festgestellt, dass 22° + 1 = 4294967297 keine Primzahl ist und damit eine
Vermutung von Fermat widerlegt, dass alle Zahlen der Form 22" + 1 Primzahlen sind.
Die ersten fiinf Zahlen dieser Folge sind die Primzahlen 3,5,17,257 und 65537 und
eine Primzahl der Form 22" + 1 nennt man Fermat-Primzahl. Nur, aufier den fiinf ge-
nannten ist keine weitere Fermat-Primzahl bekannt; und aus heutiger Sicht vermutet
man eher, dass auch keine weiteren existieren. Aufierdem hat Euler den Teiler 641 der
Zahl 22° + 1 finden kénnen. Tatsdchlich gilt

34294967296 110d 4294967297 = 3029026160

Die sechste Fermat-Zahl besteht also schon fiir a = 3 nicht den Fermat-Test. Hat-
te Euler damals (ohne moderne Hilfsmittel) den Wert 34294967296 mod 4294967297
iiberhaupt bestimmen konnen? Sicher hitte er nicht 4294967296 Mal die Zahl 3
multiplizieren kénnen, um danach die entstandene Zahl durch 4294967297 zu tei-
len. Dies ginge aus zwei Griinden nicht. Zum einen hétte das Ergebnis der Multipli-
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kationen viel mehr Stellen, als eine Person jemals aufschreiben kénnte, und zum
anderen hatte Euler 4294967296 Rechenschritte aus Zeitgriinden nicht ausfiihren
koénnen. Die sogenannte schnelle Exponentiation 16st beide Probleme. Dass die Zahl
zu grof3 wird, verhindert man, indem das Ergebnis jeder Multiplikation modulo der
Zahl 4294967297 gerechnet wird. Damit sind alle Zwischenergebnisse kleiner als
4294967297. Das zweite Problem 16st man dadurch, dass man 34294967296 hegtimmt,
indem man 3 lediglich 2° = 32 Mal sukzessive hintereinander quadriert. Dieser Re-
chenaufwand ware fiir Euler bereits 1732 moéglich gewesen. Ob Euler tatsdchlich so
vorgegangen ist, wissen wir nicht. Es bleibt eine Spekulation.

Untersuchen wir nun das Problem etwas allgemeiner. Wir wollen a? mod n mit
a,b,n € N berechnen und stellen uns vor, dass diese Zahlen viele hundert Stellen
haben. Betrachten wir das folgende Programm:

/* Voraussetzungista,b,n € N %/
/* Berechnet wird a” mod n */
function modexp(a, b, n)
begin
e:=1;
while b > 0 do
if b ungerade then e := ¢ - a mod n fi;
a=a’mod n;b:= [%J
od;
return e
end

Da b in jedem Schleifendurchlauf halbiert wird, wird die while-Schleife héchstens
so oft durchlaufen, wie b Bindrstellen hat; dies sind |log, b | + 1 viele. Des Weiteren
werden in jedem Schleifendurchlauf héchstens 2 (modulare) Multiplikationen ausge-
fiihrt. Einen Extremfall stellen hier Zweierpotenzen im Exponenten dar. Bei diesen
Zahlen wird bis auf den letzten Schleifendurchlauf immer nur eine Multiplikation
ausgefiihrt. Der andere Extremfall sind Zahlen von der Form 29 — 1. Die Binadrdar-
stellung von solchen Zahlen besteht aus lauter Einsen. Bei diesen Zahlen werden in
jedem Schleifendurchlauf 2 Multiplikationen ausgefiihrt. Allgemein gilt, dass bei k
Einsen und m Nullen in der Binardarstellung von b > 0 genau 2k + m Multiplikatio-
nen durchgefiihrt werden. Genau genommen wird (k + m)-mal quadriert und k-mal
multipliziert. Quadrieren ist eine spezielle Form des Multiplizierens. Wegen

_ (a+Db)%2 - (a-Db)?

ab )

kann umgekehrt Quadrieren nicht wesentlich schneller als Multiplizieren mdoglich
sein. Wir halten fest: Sind a, b, n, k € N natiirliche Zahlen mit a, b, n < 2¥, so kann
der Wert a? mod n in einer in k polynomiellen Zeit bestimmt werden.
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1.9 Verschliisselung mit dem RSA-Verfahren

Das bekannteste Verschliisselungsverfahren mit 6ffentlichen Schliisseln ist das RSA-
Verfahren von Ronald Linn Rivest (geb. 1947), Adi Shamir (geb. 1952) und Leonard
Adleman (geb. 1945). Mit nur wenigen Kenntnissen der modularen Arithmetik 1dsst
sich dieses Verfahren einfach beschreiben und als korrekt nachweisen. Wir benoti-
gen nur den kleinen Satz von Fermat 1.16 sowie den chinesischen Restsatz 1.10. Fiir
die algorithmische Umsetzung benotigen wir zuverlassige Primzahltests, schnelle Ex-
ponentation und den erweiterten euklidischen Algorithmus.

Im folgenden Protokoll m&chte eine Person A, genannt ,,Alice”, von einer Per-
son B, genannt ,,Bob“, Informationen erhalten, die iiber einen o6ffentlichen Kanal
gesendet werden und dennoch geheim bleiben miissen. Das Verfahren ist asymme-
trisch, es werden nur Nachrichten von Bob an Alice verschliisselt, es ist auch asym-
metrisch in dem Sinne, dass die Ressourcen von Bob méglicherweise beschriankter als
die von Alice sind. Dies ist durchaus realistisch, wenn Nachrichten von einer mobilen
Station aus gesendet werden sollen und schon die Energieressourcen beschrankt sein
konnen.

Das RSA-Verfahren

(1) Alice wahlt Primzahlen p,q mit3 < p < q.

(2) Sie berechnetn = pqundsetzt p(n) = (p —1)(q — 1).

(3) Sie wihlt einen Exponenten e > 1 mit ggT(e, p(n)) = 1.

(4) Sieberechnet s mites = 1 mod @ (n).

(5) Sie veroffentlicht (n, e). Alle anderen Parameter bleiben ihr Geheimnis, insbe-
sondere darf sie das ,,secret® s nicht weitergeben.

(6) Bob verschliisselt eine Nachricht 0 < x < n — 1 durch v = x° mod n und
sendet v and Alice.

(7) Alice entschliisselt iy durch y* mod n.

Betrachten wir das folgende Beispiel. Alice wahlt p = 5 und g = 11. Daraus
ergibt sichn = 55 und @(n) = 4 - 10 = 40. Als Exponenten wahlen wir e = 3.
Dann gilt ggT(3,40) = 1. Um s zu berechnen, wendet Alice den erweiterten eukli-
dischen Algorithmus auf die Zahlen e = 3 und @ (n) = 40 an, so dass sie s = 27
erhilt mit 3 - s = 1 mod 40. In diesem Beispiel veroffentlicht Alice das Paar (55, 3).
Wenn Bob die Nachricht x = 23 an Alice iibermitteln will, dann berechnet er y =
23% mod 55 = 12 und verschickt y. Alice erhilt die Nachricht v = 12 und berech-
net zum Entschliisseln 1227 mod 55 = 23. Mit Hilfe des chinesischen Restsatzes und
des kleinen Satzes von Fermat ist dies sogar von Hand moglich. Es gilt

1227 =23=8=3 mod>5
1227 =12 =1 mod 11
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Wir wissen 1 = —2 - 5 + 11, also erhalten wir den Wert 1227 mod 55 durch:
(1-(=2)-5+3-11) mod 55 =23

Der nachste Satz sagt, dass es kein Zufall ist, dass man nach dem Entschliisseln
einer verschliisselten Nachricht wieder den urspriinglichen Text bekommt.

Satz 1.18. Das RSA-Verfahren ist korrekt: Verschliisselt Bob eine Zahl x in dem Bereich
0<x <n-1durchy = x° mod n, so gilt x = y* mod n.

Beweis. Mit dem chinesischen Restsatz reicht es, x = y* mod » fiir¥ = pundr = g
zu zeigen. Ohne Einschrankung sei ¥ = p. Wegen y = x° mod p, zeigen wir x =
x% mod p fiiralle x € Z/pZ.Dies stimmt fiir x = 0 mod p. Sei nun ggT(x,p) = 1.
Esgiltes = 1 + k(p —1)(q — 1) fiirein k € Nund x?~! = 1 mod p nach dem
kleinen Satz von Fermat. Damit erhalten wir

xS = xltk(p-1@-1) _ . (X(vfl))k(qfl) =x modp 0

Die Sicherheit von RSA beruht darauf, dass kein effizientes Verfahren bekannt
ist, welches bei einer zufdlligen Wahl der Primzahlen p und q die Zahl n = pq fak-
torisiert. Nach gegenwartigem Stand der Forschungen 2012 gelten 1000 Bits fiir n
noch als sicher, und es liegen keine belastbaren Ideen vor, Zahlen mit 2000 Bits
oder mehr zu faktorisieren. Man kann zwar nicht beweisen, dass man n faktorisie-
ren muss, um RSA zu brechen, denn es wiirde beispielsweise reichen, @ (1) oder den
geheimen Exponenten s zu kennen. Allerdings sind die folgenden drei Probleme et-
wa gleich schwierig: (1) Faktorisiere n. (2) Berechne @ (n). (3) Berechne ein s mit
es = 1 mod @ (n). Wir gehen an dieser Stelle nicht genauer auf diese Tatsache ein.
Die Aussage findet sich in der Literatur und wird auch ausfiihrlich in unserem Band
Diskrete algebraische Methoden behandelt [12].

Viele Implementierungen verwenden tatsachlich kleine Exponenten wie e = 3
oder e = 17, damit die Verschliisselung moglichst schnell ist. Allerdings muss Bob
bei kleinen 6ffentlichen Exponenten gewisse Vorsichtsmafinahmen beachten, ansons-
ten kann ein moglicher Angreifer die Nachrichten entschliisseln; siehe beispielswei-
se Aufgabe 1.17. fiir die einfachste Form von Hdstad’s Broadcast Attack [24] oder den
Ubersichtsartikel von Boneh [7] aus dem Jahr 1999. Wirklich problematisch ist es, den
geheimen Entschliisselungsexponenten klein zu wahlen. Ist er sehr klein, sagen wir
kleiner als 239, so kann man s mit einer vollstéindigen Suche finden, da ja e bekannt
ist. Nach Boneh und Durfee [8] gilt sogar s < 19292 fiir den privaten Schliissel s als
unsicher. Die Situation fiir e und s ist also asymmetrisch.

In dem Projekt The RSA Challenge Numbers wurden RSA-£ Zahlen wachsender
Binirldngen € mit der Aufforderung versffentlicht, diese zu faktorisieren. Wir geben
eine kleine Ubersicht, die den Stand von Ende 2012 reflektiert.

— RSA-640 wurde am 2.11.2005 faktorisiert.
— RSA-768 wurde am 12.12.2009 faktorisiert.
— Die Faktoren von RSA-704 und von RSA-1024 sind nicht 6ffentlich bekannt.
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RSA-1024 =1350664108659952233496032162788059699388814756056670
2752448514385152651060485953383394028715057190944179
8207282164471551373680419703964191743046496589274256
2393410208643832021103729587257623585096431105640735
0150818751067659462920556368552947521350085287941637
7328533906109750544334999811150056977236890927563

Die Stromkosten, die bei der Faktorisierung der Zahl RSA-768 mit Hilfe diverser welt-
weit vernetzter Rechner anfielen, wurden nicht berechnet, aber ein Betrag zwischen
50000 und 200 000 Euro mag realistisch sein. Wenn man den Aufwand zur Faktori-
sierung von RSA-1024 als 1000 Mal hoher einschétzt, fallen aus heutiger Sicht hierfiir
(mindestens) 50 Millionen Euro Stromkosten an. Fiir die allermeisten Anwendungen
bleiben Schliissellangen von 1024 Bits daher auf absehbare Zeit vollkommen sicher.
Mit einem Kapitaleinsatz von 50 Millionen Euro sollte es ndmlich wesentlich einfa-
chere Wege geben, an fast beliebige ,,Geheimnisse“ zu gelangen.

1.10 Die Euler’sche phi-Funktion

Wir erinnern uns, dass mit Einheiten die (multiplikativ) invertierbaren Elemente ei-
nes Rings R gemeint sind. Diese bilden eine Untergruppe von (R, -, 1), welche die
Einheitengruppe R* genannt wird. In diesem Abschnitt wollen wir die Einheitengrup-
pe (Z/nZ)* des Rings Z/nZ untersuchen.

Hier stellen sich uns zwei Fragen. Die erste ist, wie erkennt man, ob ein Element
von Z/nZ eine Einheit ist. Die zweite Frage, die uns interessiert, ist, wie viele Ein-
heiten es in Z/nZ gibt. Die erste Frage wurde in Satz 1.7 beantwortet. Ein Element
k € Z/n7 ist genau dann invertierbar, wenn ggT(k,n) = 1 gilt, d.h., wenn k und n
teilerfremd sind. In diesem Fall kann man mit dem erweiterten euklidischen Algo-
rithmus effizient eine Zahl £ berechnen mit k£ = 1 mod n. Wir widmen uns nun der
zweiten Frage und betrachten die Euler’sche -Funktion:

@(n) = [(Z/nz)*|

Dies liefert uns @ (1) = 1 und die Abschidtzung 1 < @ (n) < n — 1. Da n genau
dann eine Primzahl ist, wenn alle Zahlen zwischen 1 und n — 1 teilerfremd zu » sind,
gilt

@(n) =n-1 < mnisteine Primzahl

Dies deckt sich auch mit unserer Beobachtung, dass Z/nZ genau dann ein Korper ist,
wenn 1 eine Primzahl ist. Mit Korollar 1.12 erhalten wir

ggT(m,n) =1 = @imn) =p(m)p(n)

Um den Wert der @-Funktion fiir beliebige Zahlen zu bestimmen, miissen wir nun nur
noch kldren, was der Wert bei Primzahlpotenzen ist. Sei p eine Primzahl und k > 1.
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Von den Zahlen 0, 1,..., pX —1 sind genau die p¥~! Zahlen 0, p, 2p, ..., (p* 1 - 1)p
durch p teilbar und damit nicht teilerfremd zu pX. Die iibrigen p* — p*~! Zahlen sind
alle teilerfremd zu pX. Dies liefert uns

p ist Primzahl = @(p*) = (p — 1)p*!

Wir sind nun in der Lage, den Wert @ (n) fiir beliebige Zahlen n auszurechen, falls
uns die Primfaktorzerlegung von n bekannt ist. Sein = [[; p fi die Primfaktorzerle-
eifl

gung von n. Dann gilt @ (n) = [[; @ (p{") = [1;(pi — 1)p;"" . Durch Umformung
ergibt sich daraus die Euler’sche Formel:

1
pm)=n- [] <1——) 1.1)
p Primzahl p
pln
Eine wichtige Eigenschaft der Euler’schen g-Funktion ergibt sich aus der folgen-
den Verallgemeinerung des kleinen Satzes von Fermat. Wir kdnnen den Satz 1.19 von
Euler vollkommen analog und elementar herleiten.

Satz 1.19 (Euler). Aus ggT(a,n) = 1 folgt a®™ = 1 mod n.

Beweis. Schreibe (Z/nZ)* = {g1 mod n,..., gpn) mod n} fiir gewisse g; € Z. We-
gen ggT(a,n) = 1 ist die Multiplikation mit a in (Z/nZ)* bijektiv und wir erhalten
(Z/nZ)* = {agi mod n,...,agym mod n}.Seig = [[*"" g;. Dann ist

@(n)

g= ][] agi=a®*™gmodn

i=1
Wegen g € (Z/nZ)* hat g in (Z/nZ)* ein multiplikatives Inverses g~1 € (Z/nz)*.
Damit folgt:

1=gg '=a®"gg~!=a®™ modn O

Beispiel 1.20. Wir wollen die letzten zwei Dezimalstellen von 34444 bestimmen. Hier-
zu berechnen wir 3#*** mod 100. Es gilt ¢ (100) = @ (22)@((5%) = 2 -1) -2 -
(5-1)-5 = 40.Da3und 100 teilerfremd sind, folgt aus dem Satz von Euler 1.19, dass
340 = 1 mod 100 gilt. Daraus ergibt sich folgende Rechnung: 34444 = (340)111.34 =
1 - 3* = 81 mod 100. Dies zeigt, dass die Dezimaldarstellung von 34444 mit 81 en-
det. O

In Satz 1.21 stellen wir eine weitere Eigenschaft der Euler’schen @-Funktion dar.
Mit >, |n @ (t) meinen wir hierbei, dass wir fiir alle positiven Teiler ¢ > 0 von n die
Werte @ (t) aufsummieren.

Satz 1.21.
> @) =n

tin



Die Euler'sche phi-Funktion =— 19

Beweis. Betrachten wir folgende Menge

v-{el non

von 1 verschiedenen Briichen. Durch Kiirzen lassen sich alle Briiche % darstellen
durch % = % mit teilerfremden Zahlen k und t. Auflerdem ist nach dem Kiirzen t
immer noch ein Teiler von ». Deshalb gilt

N:{é ‘ tin, 0<k<t, ggT(k,t)zl}
Gruppieren nach den verschiedenen Nennern ¢ liefert uns eine Einteilung in disjunk-
te Teilmengen von N:

N:U{%‘Osk<t,ggT(k,t):l}

tin

Aus [{k/t |0 <k <t, ggT(k,t) =1} = [{k | 0 <k <t, ggT(k,t) =1}| = @(t)
folgt die Behauptung. O

Die Ahnlichkeit der Beweise von den Sétzen von Euler und vom kleinen Satz von
Fermat ist kein Zufall und fiihrt in die elementare Gruppentheorie. Sei G eine endliche
Gruppe und a € G. Die Anzahl der Elemente in G, also |G|, nennt man die Ordnung
der Gruppe G und die kleinste positive ganze Zahl m mit a™ = 1 nennt man die
Ordnung von a. Wir formulieren den folgenden Satz von Lagrange (1736—1813) nur fiir
den Spezialfall abelscher Gruppen (obwohl er auch fiir nichtkommutative Gruppen
gilt) und geben dafiir einen direkten und einfachen Beweis an.

Satz 1.22. Sei G eine endliche abelsche Gruppe und a € G ein Element der Ord-
nung m. Dann gilt a'®! = 1. Ist aX = 1 mit k € Z, so gilt m | k. Inshesondere teilt
die Ordnung m die Gruppenordnung |G|.

Beweis. Es sei |G| = n. Wir schreiben G = {g1,...,9n}. Die Multiplikation mit a
in G ist bijektiv und wir erhalten G = {agi,...,agn}.Seig = ]_[?:1 gi. Dann ist
g = [It,ag; = a*g, da G kommutativ ist. Hieraus folgt a™ = 1 in G. Sei jetzt
ak = 1. Zu zeigen ist m | k. Wir diirfen k > 1 annehmen (fiir negative Zahlen k folgt
die Behauptung dann aus m | gm + k). Insbesondere ist 1 < m < k. Zusammen mit
a™ = 1 erhalten wir a” = 1 fiir ¥ = k mod m. Da m die kleinste positive Zahl mit
a™ = 1ist, folgt v = Ound m | k. O

Nach dieser Vorbereitung kann man den Satz von Euler in Verbindung mit dem
kleinen Satz von Fermat fiir ein exaktes Primzahlzertifikat verwenden.
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Satz 1.23. Sein > 2 eine natiirliche Zahl. Gibt es fiir jeden Primfaktor p von n — 1 eine
ganze Zahl a mit

1. a’tll = 1 mod n und

2.a? #1modn,
so ist n eine Primzahl.

Beweis. Sein > 2 eine natiirliche Zahl, die die Bedingungen des Satzes erfiillt. Um zu
zeigen, dass n eine Primzahl ist, geniigt es zu zeigen, dass @ (n) = n — 1 ist. Hierfiir
reicht es zu zeigen, dass (n — 1) | @(n) gilt, da ¢(n) < n — 1. Betrachte einen
Primfaktor p von n — 1 und einen (maximalen) Exponenten » > 1 mit p” | (n — 1).
Zu zeigen ist p” | @ (n).

Fiir die Primzahl p gibt es nach Voraussetzung nun eine ganze Zahl a, die die bei-
den obigen Bedingungen erfiillt. Sei nun m die Ordnung von a in der abelschen Grup-
pe (Z/mZ)*. Dann muss gelten m | (n — 1) nach der ersten Bedingung und Satz 1.22.
Nach der zweiten Bedingung ist aber m kein Teiler von ”771. Deshalb gilt p* | m.
Nach dem Satz von Euler und Satz 1.22 erhalten wir m | @ (n) und damit p" | @ (n).
Alsoist n — 1 = @ (n) und damit n eine Primzahl. O

Wie wir spater sehen werden, sind die Voraussetzungen in Satz 1.23 fiir alle Prim-
zahlen n erfiillt. Vaughan Pratt (geb. 1944) zeigte 1975 mit diesem Zertifikat, dass die
Primzahleigenschaft effizient verifiziert werden kann. Dies bedeutet, es gibt kurze Be-
weise, die in polynomieller Zeit iiberpriift werden konnen, die entweder belegen, dass
eine Bindrzahl eine Primzahl ist oder dass sie keine Primzahl ist.

Die Grundidee zum Beweis dieses Resultats ist wie folgt: Ist n keine Primzahl, so
ist ein kurzer Beweis hierfiir die Angabe eines nichttrivialen Teilers. Ist n eine Prim-
zahl, so gibt man die Primfaktorzerlegung von n — 1 an, und fiir jeden Primfaktor p
von n — 1 gibt man eine Zahl a wie in Satz 1.23 an. Weiter zertifiziert man die Primfak-
toren von n — 1 nach demselben Verfahren. Erst seit 2002 ist bekannt, dass die Prim-
zahleigenschaft von Bindrzahlen in polynomieller Zeit entschieden werden kann [1].

Satz 1.24 iiber endliche zyklische Gruppen ist ein Bindeglied zwischen der Grup-
pentheorie und der Euler’schen @-Funktion. Eine Gruppe heif3t dabei zyklisch, wenn
sie von einem einzigen Element erzeugt wird. Jedes Element der Gruppe kann dann
als ganzzahlige Potenz des Erzeugers geschrieben werden.

Satz 1.24. Sein € N und t ein positiver Teiler von n. Eine zyklische Gruppe der Ord-
nung n hat genau @ (t) Elemente der Ordnung t.

Beweis. Sei G eine zyklische Gruppe der Ordnung n und g € G ein erzeugendes Ele-
ment. Mit ¢/ (t) bezeichnen wir die Anzahl der Elemente der Ordnung t. Nach dem
Satz 1.22 ist die Ordnung von jedem Element aus G ein Teiler von . Deshalb gilt
Dt in W (E) = n. Wir zeigen @ (t) = @ (t) falls ¢ ein Teiler von 7 ist. Mit Satz 1.21 folgt
dann die Behauptung. Sei k € {1,...,t — 1} mit ggT(k,t) = 1. Betrachten wir das
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Element
kn

h = gT
Dann gilt ht = 1. Fiir die Ordnung d von h gilt also d | t. Da g die Ordnung » hat,
erhalten wir zusammen mit h® = 1, dass
dkn
n —
t
Wir schlieflen daraus t | dk. Aus ggT(k,t) = 1 folgt nun t | d und insgesamt t = d.
Damit hat h die Ordnung t. Insgesamt kénnen wir jedem k € (Z/tZ)* ein Gruppen-
element h mit Ordnung t zuordnen. Aufierdem ist diese Zuordnung wegen an <n
injektiv. Dies zeigt @ (t) > @ (t). Oa

1.11 Fibonacci-Zahlen

Die Fibonacci-Zahlen F,, (Leonardo Pisano Bigollo, genannt Leonardo da Pisa, ge-
nannt Fibonacci ,,Filius Bonacci®, ca. 1175-1240) sind durch die folgenden Bedingun-
gen definiert:

Fo=0, Fi=1, Fu.1=F,+Fy (1.2)

Die ersten Werte der Folge sind damit:
0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377,610,987,1597,2584,...

Diese Zahlenfolge gehort zu den beliebtesten Zahlenfolgen {iberhaupt. So darf man
nicht davon ausgehen, als einzige Person 6 Richtige im Lotto zu haben, wenn man
etwa die Zahlen 3,5,8,13, 21, 34 ankreuzt. Falls man es doch tut, sollte man sich
wenigstens nicht zu friih iiber einen hohen Auszahlungsbetrag freuen.

In Fibonaccis Buch ,,Liber Abaci“ von 1202 wird das beriihmte Kaninchenproblem
eher beildufig erwdahnt, welches wie folgt lautet: Wie viele Kaninchenpaare existieren
nach einem Jahr, wenn man mit einem erwachsenen Paar startet, Kaninchenpaare
nach einem Monat erwachsen sind, sich danach monatlich reproduzieren und alle
Kaninchen langer als ein Jahr leben? Die Losung findet sich in der folgenden Tabelle,
in dieser steht A fiir ein erwachsenes Paar und B fiir ein Kinderpaar.

Die Worter in der zweiten Spalte ergeben sich von Zeile zu Zeile indem man ein A
durch AB ersetzt und ein B durch ein A. Ein erwachsenes Paar lebt fort und bekommt
ein Kinderpaar. Ein Kinderpaar wird erwachsen. Jedes Wort ist Anfangsstiick des Wor-
tes in der Nachfolgerzeile, auf diese Weise erhalten wir ein unendliches Wort, das
Fibonacci-Wort.

Neben dem Wachstumsverhalten von Kaninchen lassen sich weitere kombinato-
rische Interpretationen der Fibonacci-Zahlen finden. Wir geben einige weitere Bei-
spiele.
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Paare Zahl der A’s B’s Gesamt
1. Jan. A 1 0 1
1. Feb. A T B 1 1 2
1. Mdrz A T B ™~ A 2 1 3
1. April ABAAB 3 2 5
1. Mai ABAABABA 5 3 8
1. Juni ABAABABAABAAB 8 5 13
1. Juli 13 8 21
1. Aug. 21 13 34
1. Sept. 34 21 55
1. Okt. 55 34 89
1. Nov. 89 55 144
1. Dez. 144 89 233
1. Jan. 233 144 377

Beispiel 1.25. Angenommen, wir haben beliebig viele Dominosteine der Langen 1
und 2. Dann ist F;;;1 die Anzahl der Moglichkeiten, Dominosteine zu einer Kette der
Lange n hintereinander zu legen. Die Zahl F,, ist die Anzahl der Worter {iber zwei
Buchstaben a und b, die die Linge n haben, mit einem a beginnen, aber in denen
keine zwei a’s benachbart sind. Die Zahl F,,,» ist die Anzahl der Worter iiber zwei
Buchstaben a und b, die die Lange n haben und in denen keine zwei a’s benachbart
sind.

Erklaren wir es fiir die Zahl der Worter, die mit einem a beginnen und keine zwei
benachbarten a’s besitzen. Die Startwerte Fp = 0 und F; = 1 geben die richtigen
Zahlen fiir die Langen 0 und 1, denn es gibt nur das leere Wort mit der Lange Null und
das Wort a als einziges Wort der Lange 1, welches mit a beginnt. Betrachte Worter
der Lange n > 2. Die Zahl derjenigen Worter der Lange n, die mit einem b aufhoren,
mit einem a beginnen, aber in denen keine zwei a’s benachbart sind, ist F;,—;. Die-
jenigen Worter der Lange n, die mit einem a aufhéren, mit einem a beginnen, aber
in denen keine zwei a’s benachbart sind, haben als vorletzten Buchstaben ein b. Ihre
Zahl ist F,,_». Verzichten wir auf die Forderung, dass Worter mit a anfangen, so ar-
gumentieren wir genauso. Der Unterschied ist nur, dass wir ein Wort der Lange Null
zahlen (das leere Wort) und zwei Worter der Linge 1 (die Worter a und b), was die
Startwerte F» = 1 und F3 = 2 festlegt. O

Die Fibonacci-Zahlen wachsen schnell. Aufgrund des Bildungsgesetzes erhalten
wir fiir n > 3 die Abschatzungen:

F,<2" < F>y
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Das Wachstum ist also irgendwie exponentiell. Dies ldsst sich sehr genau fassen. Wir
machen den folgenden Ansatz. Angenommen, es wire F,, = x" fiir ein x € R, dann
wiirde fiir alle n > 1 gelten:

n 1

XL = x4 X
Aus F, = 1 fiirn = 1 folgt x # 0. Deshalb kénnen wir durch x"™~! dividieren, und
die obige Gleichung ist dquivalent zu x2 = x + 1. Diese quadratische Gleichung hat

zwei Losungen:

_1-5

) d &=
un >

_1+.5
2
Hierbei ist & = HTﬁ der goldene Schnitt. Dies ist das Seitenverhéltnis b/a eines
Rechtecks mit den Seitenldngen a und b, wenn a/b = b/(a + b) gilt. Eine Anna-
herung dieses Verhaltnisses findet sich in einer beriihmten Zeichnung des vitruvia-
nischen Menschen von Leonardo da Vinci (1452-1519), die auf italienischen 1-Euro-
Miinzen abgebildet ist.
Eine bessere Anndherung ist:

¢ = 1,618033988749894848204586834365638117720309179- - -

Aus x2 = x+1 folgt x (x—1) = 1. Deshalbist® 1 = -1 = —&. Die beiden Zahlen ®
und & geniigen den Bildungsgesetzen ®"+! = ®" + ®"~1 ynd d+1 = d" + N1,
denn so wurden sie ja gerade bestimmt. Also gehorcht auch jede Linearkombination
F,(a,b) = ad™ + bd" dem Bildungsgesetz

Fni1(a,b) = Fu(a,b) + Fp-1(a, b)

Um Fy(a,b) = F, zu finden, reicht es, das folgende Gleichungssystem mit 2 Unbe-

kannten zu 16sen R
a®® + bd? = Fy =0

adl +bd! =F =1

Wir erhalten b = —aund a = % Insgesamt ergibt sich

Cen-9n 1 ((1+5) (1-5Y
w2 e

Nun ist —0,7 < I_Tﬁ < -0,6. Die Folge (I_Tﬁ)n fallt (alternierend) exponentiell
schnell gegen Null. Wir erhalten

[505)]
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wobei [x] die nichste ganze Zahl fiir x € R bedeutet (auf- oder abgerundet). Die
Approximation wird mit wachsendem »n immer besser. Damit konnen wir auch grofie
Fibonacci-Zahlen wie

F>34 =3577855662560905981638959513147239988861837901112

sehr schnell berechnen, wenn wir eine geniigend genaue Arithmetik zur Verfiigung
haben. Wie steht es bei einer Rechnung mit exakter Arithmetik? Auch dies ist keine
Hiirde. Wir benutzen die folgenden 2 x 2 Matrizen

0 1 Fo Fi Fn-1  Fy
All"(l 1) - <51 E}) und Ahl"( Fo  Fnul
Eine elementare Matrix-Multiplikation zeigt My, +1 = My, - M1 = M; - My,. Dies bedeu-
tet M,, = (M;)" fiir alle n € Z. Also:

(G )0
F, Fnpia 1 1

Mit schneller Exponentation lasst sich damit F;,, mit O (log |n|) Multiplikationen von
2 X 2 Matrizen iiber ganzen Zahlen berechnen. Die maximale Bitlinge der Eintrdge
bei der Rechnung ist dabei linear in n.

Der Zusammenhang zwischen dem goldenen Schnitt ® und den Fibonacci-Zah-
len ist gut verstanden: So ist ® eine irrationale Zahl, die sich in rationalen Zahlen am
besten durch die Quotienten zweier aufeinander folgender Fibonacci-Zahlen approxi-
mieren ldsst. Dies hat wiederum zur Folge, dass sich der goldene Schnitt nur schlecht
durch ein Verhiltnis zweier ganzer Zahlen anndhern ldsst. Dies sieht man daran, dass
in der Kettenbruchentwicklung von ® nur Einsen vorkommen. Durch wiederholte An-
wendung der Identitat ® = 1 + é erhalten wir:

®=1+

1
1+1 JR——

Erstaunlicher Weise scheint gerade diese ausgepragte Irrationalitdt von ® die Bedeu-
tung in Kunst und Natur zu untermauern. In der Kunst werden Bilderrahmen im Ver-
haltnis des goldenen Schnittes angefertigt, in der Natur weisen viele Pflanzen in ih-
rem Bauplan Spiralen auf, deren Anzahl durch Fibonacci-Zahlen gegeben sind. So
gibt es in Sonnenblumen Spiralen aus 34 und 55 Blattern.

Es gibt zahlreiche Identitdten fiir Fibonacci-Zahlen. Eine besonders hiibsche be-
zieht sich auf den grofiten gemeinsamen Teiler von Fy, und F,,. Es gilt:

Satz 1.26.
88T (Fm, Fn) = FggT(m,n)
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Beweis. Wir gliedern die Behauptung des Satzes in die beiden Teilaussagen Fgo(im,n) |
88T (Fin, Fn) und ggT (Fm, Fn) | FggT(m,n). Sei n = kp. Wir zeigen Fy | F,. Ohne Ein-
schrankung konnen wir annehmen, dass n > 1 gilt. Wir betrachten den Zusammen-
hang zwischen den Matrizen M,, und My:

14
Fn—l Fn kp Fk—l Fk
=Mt =MF =
( Fn Fn+1> ! ! Fk Fk+1

Rechnen wir modulo Fg, so erhalten wir

Fno1 Fo\ _(F/, O
(5 )= (5 ) moars
Insbesondere gilt F;, = 0 mod Fy und damit F | Fy,. Dies zeigt, dass FggT(m,n) SOwohl
ein Teiler von F,, als auch von F, ist. Also gilt Fggt(m,n) | 88T (Fm, Fn).

Fiir die andere Richtung bemerken wir zunachst, dass F,, und F ., teilerfremd
sind: Dies folgt unmittelbar mit Induktion aus der Rekursionsgleichung Fy, .1 = F, +
Fy—1 und wegen ggT(F1, Fo) = 1. Sei m > n. Zu zeigen ist ggT (Fin, Fn) | FggT(m,n)-
Dies ist trivial fiir n = 0 und fiir n = 1. Wir setzen g = ggT(F,,, F,) und schreiben
m =mnp + v mit0 < r < n. Esgilt My, = My,pM,. Rechnen wir modulo g so ergibt

sich ,
Fm_l 0 Fn—l 0 ) (Fy_l F‘r )
M,, = = mod
" ( 0 Fm+1> ( 0 Fo)\F Fa g

Hieraus folgt 0 = F/ ,F, mod g, und g ist ein Teiler von F}, | F,. Zusammen mit
ggT(Fy,Fni1) = 1und g | Fy, sehen wir, dass die Zahlen g und Fﬁ 1 teilerfremd sind.
Deshalb teilt g die Zahl F,. Damit teilt g auch ggT(F;, F;-) und mit Induktion folgt
9 | Fggt(n,r), denn es ist ¥ < n. Nun ist ggT(m,n) = ggT(n,r), und wir erhalten
schliefilich g | Fggr(m,n)- O

Ein weiterer Zusammenhang zwischen Fibonacci-Zahlen und dem gréfiten ge-
meinsamen Teiler ldsst die algorithmische Bedeutung der Fibonacci-Zahlen erken-
nen. Damit beschiftigen wir uns im nachsten Abschnitt.

1.12 Laufzeitanalyse des euklidischen Algorithmus

Wir beschiftigen uns hier mit der Frage, wie viele rekursive Aufrufe es beim euklidi-
schen Algorithmus maximal geben kann. Der euklidische Algorithmus berechnet den
grofiten gemeinsamen Teiler ggT(k, ). Wir wollen hier seine Funktionsweise kurz
wiederholen. Wegen ggT(k,¥) = ggT({,k) = ggT(|k|, |£|) konnen wir dabei stets
von 0 < k < £ ausgehen. Fiir k = 0 gilt ggT(0,¥) = ¥, und wir sind fertig. Sei nun
0 < k < ¥, dann berechnen wir zunichst £ = gk + v mit 0 < » < k. Jede Zahl,
die k und ¥ teilt, teilt dann auch »; und umgekehrt, jede Zahl, die k und 7 teilt, teilt
auch £. Daher gilt ggT(k,¥) = ggT(r, k), und wir kdnnen die Berechnung rekursiv
mit 0 < v < k fortsetzen.
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Beginnen wir mit einem Beispiel. Angenommen, wir setzen den euklidischen
Algorithmus auf die benachbarten Fibonacci-Zahlen Fy,_; und F,, an. Wegen F,, =
F,,_1 + F,_» erhalten wir rekursiv die Aufrufe:

88T (Fp-1,Fn) = 88T (Fpn—2,Fn-1) = --- = ggT(Fo,F1) =1

Dies lehrt uns, dass die Zahl der Aufrufe bei der Berechnung von ggT (k,¥) loga-
rithmisch in k werden kann. Benachbarte Fibonacci-Zahlen sind jedoch schon der
schlechteste Fall. Seien 0 < k < £ Zahlen mit ggT(k,¥) = g und nehmen wir an,
dass zur Berechnung von g insgesamt n rekursive Aufrufe im euklidischen Algorith-
mus fillig wurden. Dann gibt es eine Folge von Zahlen

f0=0,f1 :g----,fn—l :k,fn:‘g

mit fi+1 = qifi + fi—1 wobei gilt 0 < f;_1 < fiund gq; > 1. Hieraus folgt f; > F; fiir
alle 0 < i < n. Insbesondere ist k > F,_;. Wir halten dies in einem Satz fest.

Satz 1.27. Sei ® = # der goldene Schnitt und seien k,¥ € N\ {0}. Dann erfor-
dert die Berechnung des gréfSten gemeinsamen Teilers ggT (k,£) mit dem euklidischen
Algorithmus héchstens [logg k| rekursive Aufrufe.

Wir bemerken noch, dass logg k < % log, k fiir k > 1 gilt. Hat man es zum Bei-
spiel mit 100-stelligen Bindrzahlen zu tun, so werden hdchstens 150 rekursive Aufrufe
benotigt.

Aufgaben

1.1. Sei p eine Primzahl. Zeigen Sie, dass log;( (p) nicht rational ist.
1.2. Anwendung des euklidischen Algorithmus:
(@) Bestimmen Sie zwei Zahlen x,y € Zmitx - 35—y - 56 = ggT(35,56).

(b) Bestimmen Sie x,y € N mit obiger Eigenschaft.
1.3. Bestimmen Sie alle Lésungen der linearen Kongruenz
3x -7y =11 mod 13
1.4. Sei fiir die natiirlichen Zahlen a, b mit a > b der grofite gemeinsame Teiler
ggT(a,b) = 1.Zeigen Sie, dass ggT(a + b,a — b) € {1,2} gilt.

1.5. Teilbarkeitsregeln:

(@) Zeigen Sie, dass eine Zahl im Zehnersystem genau dann durch 3 teilbar ist,
wenn ihre Quersumme durch 3 teilbar ist.

(b) Leiten Sie eine analoge Regel fiir die Teilbarkeit durch 11 im Zehnersystem her.
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1.6. (Satz von Wilson) Fiir n > 2 gilt (n — 1)! = —1 mod n genau dann, wenn »n
eine Primzahl ist. Diese Charakterisierung ist nach John Wilson (1741-1793) benannt.
1.7. Zeigen Sie, dass fiir n > 2 die Zahl n* + 4" keine Primzahl ist.

Hinweis: Betrachten Sie das Polynom (x?2 + 2y2)2 — 4x2y2,

1.8. Sein € N. Zeigen Sie:
(@) Wenn 2" — 1 eine Primzahl ist, dann ist n eine Primzahl.
(b) Wenn 2" + 1 eine Primzahl ist, dann ist n eine Zweierpotenz.

(¢) Sei fu = 22" +1 die n-te Fermat-Zahl. Zeigen Sie ggT(fim, fn) = 1 fiirm = n.
Folgern Sie daraus, dass es unendlich viele Primzahlen gibt.

Hinweis: Betrachten Sie (fy, — 2)/.fm fiir n > m.

1.9. Bestimmen Sie das kleinste x € N mit:
x=1mod2, x=0mod3, x=1mod5, x=6mod7

1.10. Zeigen Sie, dass das Kongruenz-System x = a mod n, x = b mod m genau
dann eine Losung besitzt, wenn ggT (n, m) | (a — b) gilt. Bestatigen Sie, dass eine
Losung, vorausgesetzt dass sie existiert, eindeutig modulo kgV (n, m) ist.
1.11. Zeigen Siefiirallen € N:
(@ n°=mnmod30
(b) 3™mF2nTd Z 21 mod 60
(c) 7"*2482n+l = mod 57
1.12. Sei p eine ungerade Primzahl, und sei a € N ungerade und nicht durch p
teilbar. Zeigen Sie:
a’~'=1 mod 4p
1.13. Das RSA-Verfahren:
(@) Wieviele Elemente enthilt die multiplikative Gruppe (Z/517)*?

(b) Bestimmen Sie den geheimen Entschliisselungsexponenten, welcher zu dem
offentlichen RSA-Schliissel (n,e) = (51, 11) gehort.

(c) Der Geheimtext 7 wurde nach dem RSA-Verfahren mit dem 6ffentlichen Schliis-
sel (n,e) = (51,11) verschliisselt, d. h. 7 = x!! mod 51. Wie lautet der Klar-
text x?

(d) Wieviele Elemente der Ordnung 10 gibt esin (Z/517)*?
(e) Ist die multiplikative Gruppe (Z/51Z)* zyklisch?

1.14. Seien p und g Primzahlen, n = pq und e € N mit ggT(e,p(n)) = 1. Um
Nachrichten zu entschliisseln, welche mit dem RSA-Verfahren und dem 6ffentlichen
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Schliissel (n, e) verschliisselt sind, empfiehlt Thnen der Haushaltsausschuss den pri-
vaten Schliissel s kostengiinstiger durch die Vorschrift

es=1 mod kgV(p-1,9-1)

zu bestimmen (anstattes = 1 mod @ (n)) zu verwenden). Dies sei eine Einsparung,
da kgV(p — 1,9 — 1) definitiv kleiner ist als das Produkt @ (n) = (p — 1)(q — 1).
Bleibt das Verfahren korrekt?

1.15. Wir erweitern das RSA-Verfahren auf drei Primzahlen. Seien p, g, drei ver-
schiedene Primzahlen, sei n = pqr und sei s - ¢ = 1 mod @ (n). Nachrichten
x,y €10,...,n—1} werden mit Hilfe der Vorschrift c(x) = x¢ mod n verschliisselt
und durch d(y) = y* mod n entschliisselt.

(@) Zeigen Sie, dass das Verfahren korrekt ist, d. h., dass d(c(x)) = x gilt fiir alle
xe€{0,...,n—1}.

(b) Der Geheimtext v = 14 wurde mit dem 6ffentlichen Schliissel (n, e) = (66,27)
verschliisselt. Bestimmen Sie y* mod k fiir k = 2,3,11 sowie den Klartext
x = y* mod 66.

1.16. Wir nehmen an, zwei Benutzer A; und A» des RSA-Systems verwenden die 6f-
fentlichen Schliissel (1, e;) und (n, e»). Nun sendet Bob den Text m verschliisselt
an A; und Aj. Zeigen Sie, dass Oskar den Klartext m aus den beiden Geheimtexten
entschliisseln kann, sofern e¢; und e» teilerfremd sind.

1.17. Wir nehmen an, eine Bank sendet die gleiche Nachricht m an drei verschiede-
ne Kunden. Die Nachricht m wird jeweils mit dem RSA-Verfahren unter Verwendung
der 6ffentlichen Schliissel (n1,3), (n2,3) und (n3, 3) verschliisselt, wobei die n;
alle verschieden sind. Zeigen Sie, dass der Angreifer Oskar unter diesen Vorausset-
zungen die Nachricht m entschliisseln kann.

1.18. Zeigen Sie: Va,b € Z:ggT(a,b) =1 = a®? + p®@ =1 mod ab.

1.19. Sei F;, mit n € N die Folge der Fibonacci-Zahlen. Zeigen Sie:

@ Fi+---+Fy=Fyp—-1

() Yo F{ = FaFn

(c) Vn=>0 Vk=>1:Fyix = FxFn+1 + Fxo1Fp

d Vn=1:FpFp1—F2=(-1"

1.20. Sei M eine Menge, p eine Primzahl und f : M — M eine Abbildung mit

fP(m) = m fiir alle m € M. Hierbei bezeichnet f7 die p-fache Hintereinander-
ausfiihrung der Abbildung f.

(@) Seim € M. Zeigen Sie, dass die Werte f(m), f2(m),..., f¥ (m) alle gleich
oder alle verschieden sind.
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(b) Seijetzt M endlichund F = {m € M| f(m) = m} die Menge der Fixpunkte.
Zeigen Sie |[M| = |F| mod p.

1.21. Wir wollen auf elementarem Wege zeigen, dass Fp;1 + Fp—1 = 1 mod p gilt,
falls p eine Primzahl ist. (Fiir eine algebraische Lésung siehe Aufgabe 1.24.) Hierzu
definieren wir Ly = 1, Ly = 3und Ly+2 = Ly+1 + Ly. Zeigen Sie:

(@ Lp=Fni1+Fno1.

(b) L, istdie Michtigkeit der Menge £, wenn £,, die Menge der Teilmengen M <

{1,...,n} bezeichnet, in welchen keine zwei aufeinander folgenden Zahlen
auftauchen, wenn wir modulo n rechnen (und somit 1 ein Nachfolger von n
ist).

(c) Wenn p eine Primzahl ist, dann gilt L, = 1 mod p.

1.22. Sei F ein Korper, in dem 2 und 5 invertierbar sind und 5 ein Quadrat ist. Defi-
nieren Sie in [F die Fibonacci-Zahlen sowie einen goldenen Schnitt @ . Zeigen Sie Glei-
chung 1.3 und bestimmen Sie @ und Fy» + F1¢g in dem Korper Z/117.

1.23. Sei p eine Primzahl mit 2 # p # 5 und [, der Kérper Z/pZ.

(@) In F, sei5 kein Quadrat. Beispielsweise p = 3 oder p = 7. Es soll gezeigt
werden, dass ein Korper | mit |F| = pz existiert, der [, als Unterkérper hat
und in dem 5 ein Quadrat ist. Insbesondere ist ein Element /5 definiert, daher
wird F auch als Fp, (1/5) bezeichnet.

S

(b) SeiF = F, falls 5 ein Quadratin [, istund F = F,(/5) sonst. Setze ¢ = “2
und $ = I_Tﬁ Zeigen Sie {@?, PP} = {@, P}. Man beachte, im Gegensatz
zu der positiven reellen Zahl /5 ist ¢ € F mit g° = 5 nur bis auf Vorzeichen
definiert. Wir miissen /5 € {g, —q} wihlen und legen damit fest, welcher
Wert @ ist.

1.24. Sei p eine Primzahl. Geben Sie einen algebraischen Beweis fiir die schon aus
Aufgabe 1.21. bekannte Kongruenz Fp, .1 + Fp—1 = 1 mod p.

Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 1.23. und Aufgabe 1.22. bzw. Gleichung (1.4).

1.25. Fir p,q € Z mitp > 1 sei q rem p (fiir remainder) die ganze Zahl v mit

—% <r < % und g = ¥ mod p. Der ggT werde mit dem euklidischen Algorithmus

berechnet, allerdings mit rem anstelle von mod . Zeigen Sie, dass die Rekursionstiefe
dieses Algorithmus hochstens [logy k] ist mit ¥ = V2 + 1.

Hinweis: Betrachten Sie hierzu Gy41 = Gn + 2Gp_1.
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Zusammenfassung

Begriffe

—  Induktion Einheit

—  Primzahl Einheitengruppe

- natiirliche Zahlen N Unterstruktur

- ganze Zahlen Z erzeugen

—  rationale Zahlen Q Homomorphismus

— reelle Zahlen R Isomorphismus

—  komplexe Zahlen C teilen

—  assoziativ ggT(k,¥)

- neutrales Element teilerfremd

- Inverses, invertierbar Primfaktorzerlegung

- kommutativ Restklasse

— abelsch kongruent modulo n

—  distributiv Euler’sche @-Funktion
—  Halbgruppe Ordnung einer Gruppe
—  Monoid Ordnung eines Elements
- Gruppe zyklische Gruppe

- Ring Fibonacci-Zahlen Fj,

—  Korper goldener Schnitt

Methoden und Resultate

—  (Erweiterter) euklidischer Algorithmus

Lemma von Bézout:
Fiir alle k, £ € 7 existieren a, b € Z mit ggT(k,¥) = ak + b¥.

Fundamentalsatz der Arithmetik: Alle n € N haben eindeutige Primfaktorzerle-
guns.

ke (zZ/nz)* < ggT(k,n) =1 < die Abbildung x — kx auf Z/nZ ist bijektiv
Berechnen von Inversen modulo n

7 |n ist Kbrper < n ist Primzahl

Chinesischer Restsatz: Fiir ggT(k,¥) = 1 definiert Z/k€Z — Z/kZ x Z/¥Z mit
x mod k¥ — (x mod k, x mod ¥) einen Ringisomorphismus.

Lésen von simultanen Kongruenzen

Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Kleiner Satz von Fermat: p Primzahl = a” = a mod p. Fermat-Test
Schnelle (modulare) Exponentiation

RSA-Verfahren

Berechnung der Euler’schen @-Funktion
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Satz von Euler: ggT(a,n) =1 = a®™ =1 modn

2t m@)=n

In endlichen kommutativen Gruppen G gilt a/¢! = 1 fiiralle a € G.
In endlichen Gruppen gilt: a¥ = 1 < die Ordnung von a teilt k
Primzahlzertifizierung nach Pratt

Kombinatorische Interpretation der Fibonacci-Zahlen

Sei t | n. Eine zyklische Gruppe der Ordnung »n hat @ (t) Elemente der Ord-
nung t.

Fn=5((352)" - (58)"
ggT(Fin, Fn) = Foor(mn)

Rekursionstiefe beim euklidischen Algorithmus

. Schnelle Berechnung von F,, durch Matrizen.
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Wir wissen schon, dass die n-te Fibonacci-Zahl F,, der Rundungswert von ®"/+/5 ist.
Die Zahlen wachsen also exponentiell mit der Basis des goldenen Schnitts ®. In die-
sem Abschnitt untersuchen wir das Wachstumsverhalten der folgenden Funktionen:

nl, (277) kgV(n) sowie 11 (x)

Hierbei ist weiterhin n € Nund n! = n(n — 1) - - - 1 die Fakultdt von n. Mit (i’f)

= % betrachten wir den mittleren Binomialkoeffizienten und kgV(n) = kgV{l,

..., n} bezeichnet das kleinste gemeinsame Vielfache der ersten n positiven ganzen
Zahlen. Die Funktion 77 (x) meint fiir eine positive reelle Zahl x die Anzahl der Prim-
zahlen, die kleiner oder gleich x sind.

Das Ziel ist nicht, in allen Fallen bestmogliche Abschatzungen fiir das Wachs-
tumsverhalten der obigen Funktionen anzugeben, sondern solche, die sich leicht her-
leiten und damit auch einprdgen lassen. Die Funktion 77 (x) haben wir aufgenom-
men, da faszinierende Aussagen iiber Primzahldichten ohne weitere Schwierigkeiten
aus dem iibrigen Stoff folgen.

2.1 Das Wachstum der Fakultadt
Die Folgen n! und 2" lassen sich induktiv definieren:
00=2=1, m+1!=m+1)n! und 2"*1=2.2"

Einige Anfangswerte finden sich in der folgenden Tabelle:

n o 1 2 3 4 5 .. 10 ... 20
2" 1 2 4 8 16 32 ... 1024 ... 1048576
n! 1 1 2 6 24 120 ... 3628800 ... 2432902008176640000

Grobe, aber hiufig brauchbare Schitzwerte fiir 210 und 22° sind also 1000 und 1 Mil-
lion, wobei der Fehler bei 1 Million bei etwa 5% liegt. Die Zahlen n! fiir n < 5 sind
leicht zu merken.

Fiir n > 4 gilt stets n! > 2". Aber um wie viel schneller wachst n! als 2"?
Wichst n! schneller als 2**? Die Antwort ist nein, und dies ist wie folgt einzusehen.
Offensichtlich ist n! < n" = 2"1°8:" fiir alle n, und nlog, n ist kleiner als n? fiir
alle n > 1. Eine unmittelbare untere Schranke fiir n! erhalten wir durch die Beobach-
tung, dass in dem Produkt 1! mindestens die Halfte der Faktoren so grof3 sind wie %
Hieraus ergibt sich (%) 7 < n!; was zusammen mit der oberen Schranke n” immerhin
die wichtige Regel

logn! € ®(nlogn)
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liefert. Wir wollen jetzt genauere Schranken fiir n! herleiten. Es gilt:
Inn!'=mn2+mm3+---+Inn

Hieraus ergibt sich fiir n > 2:

n

In(n-1)!' < Jlnxdx <Inn!
1

Die Stammfunktion von In x ist x In x — x + C. Damit erhalten wir:
Inn-1)!<nlnn-n+1<Inn!

Es folgt:
n n
(n—l)!<e-<z) <n!

Wir sind am Ziel unserer Betrachtung; es gilt fiir n > 1 (mit Gleichheit nurbein = 1):

e- (%)nsn!sne- (%)n 2.1)

Tatsdchlich lassen sich durch eine genauere Untersuchung bessere Resultate erzie-
len. Insbesondere gilt die Stirling’sche Formel:

n! ~+2mn (%)n 2.2

Fiir n = 20 liefert die Stirling’sche Formel den Wert 2,42 - 10'8, was verglichen mit
dem Tabelleneintrag fiir 20! von etwas mehr als 2,43 - 10'8 ziemlich gut ist. Die Ab-
schitzung nach Gleichung (2.1) liefert 0,58 - 10'® < 20! < 11,75 - 1018,

2.2 Das Wachstum der Binomialkoeffizienten

Viele kennen Binomialkoeffizienten schon aus der Schule. Ublicherweise wird dort
(nur) fiir natiirliche Zahlen k, n mit k < n der Binomialkoeffizient (',:) durch die

folgende Gleichung definiert
ny n!
k)  kl'(n-k)

Damit ist (',:) gerade die Anzahl der k-elementigen Teilmengen in {1,...,n}; dies

ist die kombinatorische Interpretation der Zahl (',:) Spater behandeln wir Binomial-
koeffizienten ausfiihrlich in Abschnitt 4.2, aber diese einfache Tatsache begriinden
wir sofort: Eine Folge (i1,...,ix) mit k paarweise verschiedenen Zahlen zwischen 1
und n definiert die k-elementige Teilmenge {i1,..., ix}. Die Anzahl dieser Folgen ist
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n(n—1)---(m—k+ 1).Daes auf die Reihenfolge in der Mengendarstellung nicht
ankommt, diirfen wir die i ; beliebig permutieren. Also definieren je k! Folgen die glei-
che Teilmenge. Dies liefert die Behauptung, da

m-1)---(n-k+1) _ n!
k! Ckl(n—k)!
Da es insgesamt 2" Teilmengen von {1,...,n} gibt, erkennen wir auch:
":(1+1)":Z<”)
. k

Die Summendarstellung folgt auch direkt aus dem Binomialsatz 4.3. Hier geniigt uns
zundchst die unmittelbare Folgerung (',:) < 2" fiir alle 0 < k < n. Direkt aus der
Definition der Binomialkoeffizienten konnen wir auch die Gleichung

n n
() = m-ren (")

ableiten. Als Konsequenz erhalten wir:

= (o)< ()<< ()= ()= () > ()=

Die Folge steigt bis zur Mitte hin an und fillt dann wieder (siehe Abbildung 2.1). Fiir
n > 2ist (l ) also der grofite Wert unter den n folgenden Werten 2, ( ) - ( " )

n-1

Damit muss (l n J) mindestens so grof3 sein wie der Mittelwert. Wir erhalten fiir n > 2:

T ()= () e

2
Als Merkregel notieren wir noch fiir n > 1:
4n 2 2 1
(n)<<n+ )<4” 2.4)
2n =\ n n

Hierbei ist (2"> < (2” 1) eine triviale Konsequenz der Definition; und (2”“) < 4n
gilt wegen ( ”“) = (2”“) und (2"+1) + (2”“) < 22n+1 Vergleichen wir die Ab-

n+1 n+1
schatzung % < (2,11) < 4" mit einer Abschdtzung vermdége der Stirling’schen For-
mel, so liegt der wirkliche Wert in der Nahe des geometrischen Mittels, denn wir ha-

ben die folgende Asymptotik.

() )" e
n 21Tn( )2 v

o3
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(%)

1029 —

.,,Tﬂ” hhh,. v

'
50 100

Abb. 2.1. Wachstum der Binomialkoeffizienten (100) furk =0,...,100.

Der Wert (fg) sollte also bei % sein, was ungefdhr 187000 liefert. Der tatsdachliche

Wert von (7)) ist 184756.
Falls k klein und n grof3 ist, kann die folgende Abschdtzung brauchbar sein. Fiir

Die untere und obere Schranke unterscheiden sich also nur um einen Faktor eX, selbst
wenn # sehr grofy ist Dies kann man wie folgt sehen: Zunachst ist % minimal unter

den k Faktoren % k— von ( ) also gilt ( )k (',Z) Fiir die zweite Ungleichung be-
trachten wir: . Lk . '

n\ (k nck k k! X

(k) (E) ) <Z T

Hierbei haben wir die Reihendarstellung der Exponentialfunktion e¥ = >\;. 35 x T be-
nutzt.

2.3 Das Wachstum des kleinsten gemeinsamen Vielfachen

Dieser Abschnitt basiert auf einem schonen Artikel von Mohan Nair aus dem Jahre
1982 [29]. Alle Rechnungen sind elementar und auf Schulniveau. Es ist die Kunst-
fertigkeit von Nair gewesen, sie so zusammenzustellen, um die gewiinschten expo-
nentiellen Schranken fiir kgV (1) herzuleiten. Bevor wir anfangen, sollten wir uns
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klarmachen, dass wir die Primfaktorzerlegung von kgV(#) unmittelbar hinschreiben
koénnen. Beginnen wir mit einigen einfachen Beispielen:

kgV(6) =22-3-5 = 60
kgV(7) =2°-3-5-7 = 420
kgV(8) =23.3-5.7 = 840
kgv(9) =23.32.5.7 = 2520
kgV(23) =kgV(24) =2%-3%.5.7-11-13-17-19-23 = 140900760
kgV(25) = kgV(26) = kgV(23) - 5 = 704503800

kgV(27) = kgV(28) = kgV(25) - 3 2113511400

Das allgemeine Resultat ist:

kgv(n) = [] pllos-n!

p<n

Hierbei bezeichnet p eine Primzahl. Je gr6f3er das kleinste gemeinsame Vielfache der
ersten n Zahlen ist, desto mehr Primzahlen bis n muss es also geben. Wir zeigen
daher als erstes eine untere Schranke fiir das kleinste gemeinsame Vielfache der ers-
ten n Zahlen. Zunachst konstruieren wir eine Menge von Teilern von kgV(n). Wir
schreiben m | n falls m die Zahl n teilt, d. h., falls k € Z existiert, so dass mk = n
ist. Zum Beispiel gilt m | O fiir alle m € 7.

Lemma 2.1. Fiiralle m,n € Nmitl < m < n gilt

n
m (m) ‘ kgv(n)

Beweis. Wir untersuchen das Integral
1
I= Jxm‘l(l —x)"Mdx
0

Die Auswertung geschieht auf zweifache Weise. Zundchst wenden wir wieder den Bi-
nomialsatz an, um (1 — x)" " als >, (—1)k (";m) x* zu schreiben. Damit folgt:

xm—l (1- x)n—m — Z(_l)k (1’1 - m>xm—1+k
. k
Die Auswertung des Integrals ergibt also:

1

N k(- m m-1+k qo _ O k(- m) 1
I‘%( “( k )JX dx_%( D( k >m+k

0
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Multiplizieren wir I mit dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen aller Zahlen bis n,
also mit kgV(n), so wird I - kgV(n) eine alternierende Summe {iber ganze Zahlen,

d % e Nfiir 0 < k < n — m. Da der Wert von I positiv ist, muss gelten

I-kgV(n) e N (2.5)

Induktiv nach n — m zeigen wir als Nachstes

Fiir m = n gilt:
! 1

1
I= Jxm‘l(l —x)" "dx = Jxm‘l dx = [%xm] = % —
0 0 0 m(m)

Sei nun 1 < m < n. Durch Verwendung partieller Integration

Ju’-v:u-v—Ju-v’

1
mit u=—x"m v=>010-x)""
m

u/ — xm—l U, _ —(1’1— m)(l _X)n—m—l

ergibt sich wegen u (1) - v(1) = u(0) - v(0) = 0 zundchst

I=|xm11-x)""dx

1
' n-m _ _
—u-v = Jx(m+1) 1(1_x)n (m+1)dx
0

m

O O

Mit Induktion erhalten wir
n-m. 1 _
m () ()

m+1 m

I =

Mit Gleichung (2.5) folgt nun keVin) = N und damit m(;ﬁ) | kgV(n). O

m ()

Aus Lemma 2.1 folgt zusammen mit Gleichung (2.3) aus dem vorigen Abschnitt

die Abschitzung
ne n{n n n
2n-1 < E([%]) < [E] ([%—I) < kgV(n)

fiir alle n > 1. Der ndchste Satz verbessert diese Abschdtzung noch etwas fiir Zahlen
n=7.
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Satz 2.2. Fiirallen > 7 gilt:
2" < kgV(n)

Beweis. Mit Lemma 2.1 lassen sich zwei Teiler von kgV(2n + 1) herleiten:

(2n+1)<2"> - (n+ 1)(2’“r 1) ‘ keV(en + 1)
n n+1

n(i?) ‘ kgV(2n) ‘ kgv(2n + 1)
Dan und 2n + 1 teilerfremd sind, folgt

n@n + 1)(2;) ‘ keV(2n + 1)

Mit der unteren Schranke aus (2.4) fiir (Z,f) ergibt sich aus dieser Teilbarkeitseigen-
schaft folgende Gro3enabschatzung:

n-4"<n(n+1) (2;:) <kgV(2n + 1) (2.6)

Sei n > 4. Dann gilt
22MF2 = 4,22 < 4" <kgV(2n + 1) <kgV(2n + 2)

Damit gilt die Aussage
2" < kgV(n)

fiir alle n > 9. Es bleiben noch die Fdlle n = 7 und n = 8 zu untersuchen. Dies
weisen wir mit den folgenden Rechnungen direkt nach: 27 = 128 < 420 = kgV(7),
28 = 256 < 840 = kgV(8). O

Es gilt kgV(6) = 60 < 26 = 64. Die Schranke n > 7 ist also optimal. Sei n > 2,
dann gilt 22"*! < n - 4" < kgV(2n + 1). Also gilt der Satz fiir ungerade n = 5,
ohne dass wir 7 hitten extra untersuchen miissen. Aus Gleichung (2.6) folgt kgV(n)
€ w(2M).

Lemma 2.3. Fiiralle m,n € Nmitn/2 <m < ngilt:
kgV(n) | kgvim) - ("
g g m

Beweis. Es gilt
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Mit Lemma 2.1 folgt daraus fiir alle 1 < k < m, dass k(’,:) ein Teiler von kgV (m) ( ,’:L)
ist. Wegen k(’,:) =n-k+ 1)( " ) und n/2 < m lisst sich jeder Term k(’,:) fiir

n-k+1
m < k < n auch schreiben als k’ (,’:) mit k" < m. Also gilt

(&) frovim- ()

fiir alle 1 < k < n. Insbesondere ist jede Zahl k zwischen 1 und n ein Teiler von
kgV(m) ( ,’;), daraus folgt die Aussage des Lemmas. O

Wir kommen nun zu einer oberen Schranke fiir das kleinste gemeinsame Vielfa-
che der ersten n Zahlen.

Satz 2.4. Fiirallen = 1 gilt:
kgV(n) < 4"!

Beweis. Fiir n = 1 gilt die Aussage. Wir unterscheiden nun, ob n gerade oder unge-
rade ist. Fiir n = 2m gilt:

kgV(2m) < kgV(m) - (217’11) < kgV(m) - 4™ < 4m-lgm _ 42m-1

Hierbei folgt die erste Ungleichung aus Lemma 2.3, die zweite aus der Abschitzung
(2.4) und die dritte mit Induktion. Analog ergibt sich fiir n = 2m + 1:

2m + 1

kgv(2m + 1) < kgV(m + 1)( mal

) <kgV(m + 1)4™ < 4M4Mm = 42m

Daraus ergibt sich fiir alle n > 1 die obere Schranke kgV(n) < 4" 1, O

2.4 Aussagen zur Primzahldichte

In diesem Abschnitt sei p stets eine Primzahl und 7 eine positive ganze Zahl. Es sei
x € Rmit x > 1 und 1r(x) die Anzahl der Primzahlen kleiner oder gleich x. Es ist
eine der dltesten mathematischen Beobachtungen, dass 7t (x) nicht beschrankt wer-
den kann. Schon Euklid argumentierte in etwa wie folgt: Angenommen, es gdbe eine
grofite Primzahl p, dann betrachte das Produkt iiber alle Primzahlen bis einschlief3-
lich p, addiere 1 hinzu und nenne diese Zahl g. Dann ist g eine Primzahl oder es muss
zwischen p und g eine weitere Primzahl geben. Hieraus ldsst sich eine untere Schran-
ke fiir das Wachstum von 77 (x) herleiten, allerdings ist diese Schranke sehr schlecht,
denn, wie wir gleich erkennen werden, wissen wir schon viel mehr.

Der Beweis aus dem vorigen Abschnitt zur Aussage 2" < kgV(n) fiirallen > 7
war einigermaf3en miihsam. Hier kommt die Belohnung. Wir haben schon weiter oben
festgestellt, dass wenn a € N maximal ist mit p® | kgV(n), dann muss a = [log, n|
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gelten; oder anders ausgedriickt:

kgV(n) = 1_[ p[logpnj < 1_[ n= nTT(n)

p<n p<n

Aus dem Satz 2.2 erhalten wir also fiir n > 7:
21 <« T

Dies liefert uns eine untere Schranke fiir 7r(n), die fiir fast alle Anwendungen voll-
kommen ausreicht: Fiir alle n > 4 gilt n < 1m(n) log, n und damit

< 1(n) 2.7
log, n

Suchen wir also eine Primzahl mit bis zu 100 Binérstellen, so ist die grobe Idee, dass
etwa jede 100-ste Zahl eine Primzahl ist. Da wir nicht unter den geraden Zahlen su-
chen werden und mit Probedivisionen auch alle Zahlen ausschliefien konnen, die
durch 3, 5,7 oder 11 teilbar sind, stehen die Chancen gut, schnell auf eine tatsachli-
che Primzahl zu stof3en.

Wir wollen nun eine obere Schranke fiir 17 (71) herleiten. Aus Satz 2.4 erhalten wir
fiir n > 1 die Abschitzung:

[]» <kgv(n) <4n! (2.8)

p<n

Ganz analog sehen wir
tn(n)—n(t) < 1_[ p < 4n

t<p=n

fiir jedes 1 < t < m. Hieraus folgt (1t (n) — 1v(t))logt < 2n. Der Logarithmus ist
hier zur Basis 2 gemeint. Die Angabe der Basis fehlt, um die Lesbarkeit zu erleichtern.
Zusammen mit 17 (t) < t ergibt sich

m(n) < 2—+t

log
Wenn wir t = (logLn)Z setzen, liefert dies
) < 2n logn n
logn logn — 2loglogn =~ (logn)?2
Der Faktor lognl‘;% geht fiir grofles n gegen 1 und der Summand (logm F—— wird

von dominiert. Hieraus folgt fiir jedes € > 0 die Abschatzung

log n

22+é&n

m(n) <
logn
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falls n geniigend grof} ist. Zusammen mit der unteren Schranke fiir 7t (n) lasst sich
aus der obigen Rechnung fiir jedes € > 0 leicht ein 1 bestimmen mit der Eigenschaft,
dass fiir alle n > n. gilt:
2+
LN Ch i1 2.9)

<
log, n log, n

Fiir die verwendeten rein elementaren Methoden ist dies ein erstaunlich gutes Ergeb-
nis. Abschdtzungen dieser Form wurden erstmals mit anderen Methoden von Tsche-
byschev 1851 gezeigt [30] (Pafnuty Lvovich Tschebyschev, 1821-1894). Sie waren ein
Vorlaufer fiir den beriihmten Primzahlsatz, der im Jahre 1896 unabhingig von Jac-
ques Salomon Hadamard (1865-1963) und Charles-Jean Etienne Gustave Nicolas de
la Vallée Poussin (1866—1962) bewiesen [11, 23] und bereits von Carl Friedrich Gauf}
(1777-1855) um 1800 vermutet wurde. Er gibt die genaue Asymptotik der Primzahl-
dichte an:
T(Xx) ~ X

Nach einer Anekdote wurde fiir diesen Nachweis den Mathematikern Ewigkeit ver-
sprochen, und in der Tat, beide wurden mehr als 95 Jahre alt.

2.5 Das Bertrand’sche Postulat

Moderne kryptographische Verfahren wie RSA basieren auf dem Finden grofer Prim-
zahlen, z.B. mit 200 Dezimalstellen. Dies stellt uns vor das Problem, solch grofie
Primzahlen schnell zu finden. Aufierdem sollten geniigend viele 200-stellige Prim-
zahlen vorhanden sein, damit unsere gewahlte Zahl einmalig bleibt. Die Chance, dass
jemand anderes auf dieselbe Zahl verfillt, muss verschwindend gering sein. Es reicht
hier nicht, dass es bis 102°° schon mindestens 1097 Primzahlen gibt; wir benétigen
viele Primzahlen fiir eine genau festgelegte moderate Stellenzahl. Zum Gliick gibt es
wirklich eine gewaltige Zahl von Primzahlen mit genau 200 Dezimalstellen. Unsere
Herleitung liefert weit mehr als 10196 Stiick. Genauer zeigen wir fiir n > 212, dass
zwischen n und 27 mindestens @ Primzahlen vorkommen. Das primére Ziel
in diesem Abschnitt ist jedoch die Aussage in Satz 2.5. Der Beweis benutzt in unse-
rer Darstellung an einer entscheidenden Stelle eine Idee von Paul Erdds (ungarisch:
Erdds Pal, 1913-1996), die 1932 veroffentlicht wurde [18]. Erdds war damals 19 Jahre
alt.

Satz 2.5 (Bertrand’sches Postulat). Fiir alle n > 1 gibt es mindestens eine Primzahl p
mitn <p < 2n.

Beweis. Um das Bertrand’sche Postulat (benannt nach Joseph Louis Francois Bert-
rand, 1822-1900) bis n = 4048 zu iiberpriifen, reicht es, die folgende Liste von Prim-
zahlen anzugeben:

2,3,5,7,13,23,43,83,163,317,631,1259,2503,4049
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Interessant fiir uns sind daher nur die 7 ab 4048. Fiir eine Primzahl p definieren wir
ep (n) als die grofite natiirliche Zahl a, so dass p¢ die Zahl n teilt. Diese Definition
ist aufgrund der Existenz und Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung dquivalent zur

Forderung:
n= 1_[ pen(")
P

n (211) ‘ kgv(2n)
n

Da fiir alle p die Beziehung e), (kgV(2n)) = [log, (2n) | gilt, muss also auch e, ( (2"> )
< log, (2n) gelten, und wir erhalten

Aus Lemma 2.1 folgt:

pen((zy:l)) <2n

Fir Primzahlen p > /21 kann damit e, (( )) nur 0 oder 1 sein. Hier kommt die fiir
den Beweis entscheidende Beobachtung von Erd6s:

Fiir n<p<n und n > 3 gilt ep<<2;:>)=0

In diesem Bereich teilt p den Wert n! genau einmal. Die Zahl p erscheint im Nenner

von (ﬁf) = (n,n, also zweimal. Im Zahler (2n)! gibt es genau zwei Faktoren, die p

teilen, ndmlich p und 2p. Fiigen wir dies zusammen, so sehen wir:

e ()= () #)( I,

Das erste Produkt wird durch (ZnWE’1 abgeschitzt (da 1 keine Primzahl ist), und
Gleichung (2.8) liefert eine obere Schranke fiir das zweite Produkt. Es folgt:

4n < 2n)VTain [ p

n<p<2n

Schliefdlich erhalten wir mit mm = 2n > 853 die Aussage:

1 < 25m-Vmlogym - [T » (2.10)

n<p<2n
Also existiert eine Primzahl p mitn < p < 2n. O

Tatsdchlich lasst sich aus der letzten Ungleichung eine bessere Abschatzung her-
leiten:

Satz 2.6. Fiir alle n > 212 gilt:

[{p In<p=<2n}| = > 113

3log, n
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Beweis. Aus Gleichung (2.10) folgt mit m = 2n die Beziehung:

(21’1)‘{” |n<p<2n}| > 1_[ p = Zimf\/ﬁlogzm

n<p<2n
Dies liefert die Abschatzung
m
<p <2 > — — > > 113
[pIn<p | 3log, m vm 3log, n
was die Behauptung zeigt. O

Ubrigens gibt es schon 461 Primzahlen zwischen 4048 und 8096.

Aufgaben

2.1. Zeigen Sie:
(@) Bernoulli-Ungleichung: (1 + x)" > 1 +nx fiirx > —1undn > 0.

(b) e¥=>1+xfiirx € R sowie Inx < x — 1 fiirx > 0.

() e¥=(1+%)"firx>-lundn > 1odern > |x|.

(d In(x+1) =27 firx>-1.

2.2. Seiena; < --- < apund by < --- < by zwei Folgen reeller Zahlen, und sei
m: {1,...,n} — {1,...,n} eine Permutation. Zeigen Sie, dass die Summe S (17) =

Z?:l aibn ) maximal ist, wenn 11 die Identitat ist. Die Summe S (77) ist minimal,
wenn 11(i) = n + 1 — i gilt (d. h., wenn 77 die Reihenfolge umkehrt).

2.3. Seienai,...,ay, positive reelle Zahlen und sei

- H=n/ (al1 4o+ ain) das harmonische Mittel,

- G = Ya;---aydas geometrische Mittel,

- A= (aj +---+ ay)/ndas arithmetische Mittel und

- Q= \/(af +---+a2)/ndas quadratische Mittel.

Zeigen Sie: min(ai,...,an) < H <G < A < Q <max(ai,...,an).

2.4. Sei s eine reelle Zahl. Zeigen Sie, dass die Reihe > ;5 l% genau dann konver-
giert, wenn s > 1 gilt.

2.5. Fiirn > 1 sei t(n) die Anzahl der positiven Teiler von n. Wir definieren die
durchschnittliche Teilerzahl durch f(n) = %Z?:l t(i). Zeigen Sie |t(n) —Inn|
<1.

2.6. Zeigen Sie, dass es beliebig grofie Liicken zwischen zwei aufeinander folgenden
Primzahlen gibt. Das heif3t, fiir jedes n € N existiert ein Index i mit p;+1 — p; = n.
Hierbei ist p1, p2, ... die aufsteigende Folge der Primzahlen.
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2.7. Seipi,p2,...die aufsteigende Folge der Primzahlen. Zeigen Sie:
(@ pn<2nlogn
(b) Fiir jede geniigend grof3e Zahl n gilt p,, > %n logn.

(c) Zeigen Sie, dass die Reihe >;. i divergiert.

Zusammenfassung

Begriffe

—  Fakultat n! kgV(n) = kgV({1,...,n})
—  Binomialkoeffizient (Z) —  Primzahlfunktion 17 (x)

- Kkleinstes gemeinsames Vielfaches - kteiltf, k| ¥
Methoden und Resultate

- e (PM<=nl<mne-(H" firn=1

- (l w2 J> ist der grofte Binomialkoeffizient aus (’f) . (Z)
- < (zr’f) < (Z"n“) < 4" fiirn =1

- k= (1)< () fro<k=n

- kgv(n) =[l,<n ptosr ! fiirn > 1 (p Primzahl)
- m(;:L) | kgV(n) fiirl <m<n

- 2" <kgV(n) <4" ! firm=7

- @sn(n) firn > 4

- [lp<np <4™! fiirn > 1 (p Primzahl)

(2+&)n

Tog 1 fiir alle n = ng gilt.

—  Fiir jedes € > 0 existiert ng, so dass 1m(n) <
- Bertrand’sches Postulat: Vn > 1 existiert Primzahl p mitn < p < 2n.

- Fiirallen > 2!2 gibt es mindestens % Primzahlen p mitn < p < 2n.
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Viele Abschatzungen deuten zundchst einmal auf das Verhalten im schlechtesten Fall
hin. Haufig interessiert man sich jedoch mebhr fiir ein Verhalten im ,,Normalfall®“. Im
schlechtesten Fall gewinnt man beim Roulette niemals. Im Mittel gewinnt man we-
nigstens ab und zu, aber viel zu selten, um den Bestand der Spielbank zu gefiahrden.
Um solches Verhalten praziser beschreiben zu kénnen, entwickeln wir hier einige ele-
mentare Begriffe aus der diskreten Wahrscheinlichkeitstheorie, wie wir sie fiir die An-
wendungen spadter brauchen werden.

3.1 Wahrscheinlichkeitsraume und Erwartungswerte

Ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum ist eine endliche oder abzdhlbare Menge Q zu-
sammen mit einer Abbildung Pr : Q — [0, 1] in das reelle O-1-Intervall, welche die
folgende Bedingung erfiillt:
Z Prlw] =1
we
Ist Q endlich und Pr[w] ein konstanter Wert, also Pr[w] = ﬁ fiir alle w € Q, so
sprechen wir von einer Gleichverteilung. Ein Ereignis ist eine Teilmenge A < Q. Die
Wahrscheinlichkeit von A ist

Pr[A] = > Prlw]

weA
Wenn Q endlich ist, dann gilt im Falle eine Gleichverteilung:

Pr[A] |A| »Anzahl der giinstigen Fille*
T = — =
|©2]  ,,Anzahl der moglichen Fille“

Dies ist eine der Motivationen fiir das nachste Kapitel, wo wir Techniken lernen wol-
len, die jeweiligen Anzahlen zu bestimmen. Bei einer Runde des Roulettespiels ist der
Wahrscheinlichkeitsraum die Menge {0, ..., 36} und die Ereignisse rot und schwarz
haben die gleiche Wahrscheinlichkeit, ndmlich 18/37. Im Prinzip ist es diese Diffe-
renz 1 — 36/37 = 1/37, die gegen die Spieler spricht.

Eine Zufallsvariable X ist hier stets eine reellwertige Funktion

X:Q—-R
Der Erwartungswert von X wird wie folgt definiert:

E[X]= D> X(w)Prlw]

we

Falls die Menge Q unendlich viele Elemente hat, muss die Reihe absolut konvergie-
ren, ansonsten ist der Erwartungswert nicht definiert. In den meisten betrachteten
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Fallen ist der Wahrscheinlichkeitsraum endlich, und es kann keine Probleme mit der
Konvergenz geben. In den anderen Fillen machen wir implizite Konvergenzvoraus-
setzungen, die wir haufig gar nicht extra erwdhnen. Bei einer Gleichverteilung ist der
Erwartungswert der Mittelwert iiber die Funktionswerte der Zufallsvariablen. Es gilt

dann:
1

E[X] = Ql

> X(w)

w

Der Erwartungswert einer gewiirfelten Augenzahl mit einem Wiirfel ist zum Beispiel
3,5. Man beachte, dass diese Zahl keiner beim Wiirfeln auftretenden Augenzahl ent-
spricht. Jedes Ereignis A < Q kann iiber die charakteristische Funktion x4 : Q —
{0,1} (mit xa(a) = 1fira € A und xa(a) = 0 sonst) direkt als eine Zufallsva-
riable gelesen werden. Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A ist dann der Erwar-
tungswert der charakteristischen Funktion: Pr[A] = E[x4]. Ist x € R, so bezeichnet
Pr[X = x] die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses:

{we Q| X(w) =x}

Damit gilt Pr[X = x] = Pr[X~!(x)]. Direkt aus der Definition ergibt sich auch die
folgende Aussage:

E[X]=> X(w)Prlw] = > x Pr[X = x]

Nimmt X keine negativen Werte an und ist X(w) > O fiir ein w mit Pr[w] > O,
so gilt offenbar E[X] > 0. Auflerdem erhalten wir den nach Andrei Andrejewitsch
Markov (1856—1922) benannten Zusammenhang 3.1 zwischen Wahrscheinlichkeit und
Erwartungswert.

Satz 3.1 (Markov-Ungleichung). Sei X eine Zufallsvariable mit X (w) = O fiir alle w
und E[X] > 0. Dann gilt fiir alle A > 0:

Pr[X = AE[X]] <

> =

Beweis. Es gilt:
E[X] = > X(w)Prlw] = > X(w)Prlw] = AE[X] Pr[X = AE[X]]
w we
X(w)=AE[X]
Dies zeigt die Behauptung. O
Eine wichtige Eigenschaft ist die Linearitdt des Erwartungswertes:

E[aX + bY] = aE[X] + bE[Y]

Hierbei sind a,b € Rund X,Y : Q — R Zufallsvariablen. Die Zufallsvariable aX +
bY : QO — Rist definiert durch (aX + bY)(w) = aX(w) + bY(w).Ist X : QO - R
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eine Zufallsvariable, so assoziiert man mit X ihre diskrete Dichte fx : R — [0,1] und
ihre Verteilung Fx : R — [0, 1]. Diese sind wie folgt definiert:

Sx iR = [0,1], fx(x) =Pr[X = x]
Fx:R - [0,1], Fx(x) =Pr[X < x]

Aus der Dichte ldsst sich die Verteilung berechnen, und die Verteilung bestimmt die
Dichte. Sehr verschiedene Zufallsvariablen kénnen auf die gleiche Verteilung (Dichte)
fiihren. Viele interessante Eigenschaften ergeben sich schon allein aus der Verteilung
(oder der Dichte), ohne die konkrete Zufallsvariable genau zu kennen. Daher spielt
der konkrete Wahrscheinlichkeitsraum hédufig gar keine Rolle. Insbesondere ist:

E[X]= > xfx(x)
xeR
Um moglichst nahe an einer konkreten Vorstellung zu bleiben, arbeiten wir weiterhin
meistens mit diskreten Zufallsvariablen. Wir bemerken jedoch, dass es dieser Ansatz
ist, der den Ubergang zu kontinuierlichen Zufallsvariablen erméglicht. Im Wesentli-
chen ersetzt man Summen durch ein Integral, wobei fx (x) zu einem dx wird. Dabei
muss man jedoch gewdhrleisten, dass Ausdriicke sinnvoll und wohldefiniert bleiben,
was einen erheblichen theoretischen Unterbau erfordern wiirde.
Zwei Zufallsvariablen X und Y heifien unabhdingig, wenn fiir alle x, y € R

PriX=xAY =y] = Pr[X =x]-Pr[Y = y]

gilt. Hierbei steht X = x A Y = 1y fiir den Durchschnitt der Ereignisse X = x
und Y = y. Die Intuition ist, dass sich unabhéngige Zufallsvariablen nicht gegensei-
tig beeinflussen. Beispielsweise ist die Wahrscheinlichkeit bei zwei Wiirfeln fiir einen
Wurf mit zwei Sechsen 1/36, da das Ergebnis von einem Wiirfel nicht das Ergebnis
des anderen Wurfs beeinflusst. Analog gilt, dass die Wahrscheinlichkeit fiir einen
Pasch 1/6 ist, und dass die Wahrscheinlichkeit fiir einen Kniffel (5 gleiche Augen-
zahlen) in einem einzigen Wurf mit fiinf Wiirfeln 1/6* = 1/1296 ist. Falls X und Y
unabhingig sind, so gilt:
E[XY] = E[X]E[Y]

Dies folgt aus der folgenden Betrachtung:

E[XY]= > zPr[XY = z]

=> > xyPr[X=xAY =y]

z xy=z

= (%xPr[X =x]) . (%yPr[Y :y])

= E[X]E[Y]
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Betrachtet man die Zufallsvariable X — E[X], so ist deren Erwartungswert 0. Inter-
essanter ist das Quadrat dieser Zufallsvariablen (X — E[X])2. Der Erwartungswert
kann nicht negativ sein. Er ist positiv, sowie er definiert ist und Pr[X = E[X]] > O
gilt. Der Erwartungswert von (X — E[X])? heif3t die Varianz Var[ X ] von X und misst,
wie stark X von E[ X] abweicht. Es gilt:

Var[X] = E[(X — E[X])?]
= E[X? - 2E[X]X + E[X]?]
= E[X?] - 2E[X]E[X] + E[X]?
= E[X?] - E[X]?
Die erste Gleichung gilt nach Definition. Die dritte folgt aus der Linearitat des Erwar-

tungswertes. Der Erwartungswert der Zufallsvariablen X? ist also mindestens so grof3
wie E[ X]2. Die Differenz misst die Varianz.

Beispiel 3.2. Bei einem Bernoulli-Experiment (Jacob Bernoulli, 1654-1705) misst man
Erfolg oder Misserfolg durch ein 0-1-Ereignis. Typischerweise setzt man Pr[X = 1]
=pundPr[X = 0] = g = 1-p.Damitist E[X] = pund Var[X] = p—p? = pq. ©

Mit ox wird die Standardabweichung von X bezeichnet, sie ist definiert durch
ox = +/Var[X]. Der Name ergibt sich aus der Beziehung 3.3.

Satz 3.3 (Tschebyschev-Ungleichung). Sei A > 0. Dann gilt:

1
Pr[|X - E[X]| = Aox] < 2

Beweis. Nach der Markov-Ungleichung und der Definition von ox und Var[ X] gilt:

Pr|X - E[X]| = Aox] =Pr[(X — E[X])? = A? Var[X]] O

=X

Die Abschdtzung aus Satz 3.3 liefert erst fiir Abweichungen oberhalb der Stan-
dardabweichung (also fiir A > 1) eine sinnvolle Aussage.

Satz 3.4. Fiir unabhdingige Zufallsvariablen X und Y gilt:
Var[X + Y] = Var[X] + Var[Y]
Beweis. Mit E[ XY ]| = E[X]E[Y] erhalten wir:

Var[X + Y] = E[(X + Y)?] - E[X + Y]?
= E[X?] + 2E[XY] + E[Y?] — E[X]?> - 2E[X]E[Y] — E[Y]?
= E[X?] - E[X]? + E[Y?] - E[Y]?
= Var[X] + Var[Y] O
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3.2 DieJensen’sche Ungleichung

Eine Funktion f : R — R heif3t konvex, wenn fiir alle A € [0,1] und x,y € R
folgende Ungleichung gilt:

S =D)x+Ay) =1 -A)f(x)+Af(y)

Konvexitit bedeutet, dass, wenn man in der Ebene R? die Strecke von dem Punkt
(x, f(x)) zum Punkt (y, f(»)) zieht, diese oberhalb des Graphen von f liegt. Das
Schaubild einer konvexen Funktion f sieht etwa wie folgt aus:

Af(x) + (1 =2 f(»)

X Ax+(1-2A)y y

Eine zweimal differenzierbare Funktion f ist genau dann konvex, wenn die zweite
Ableitung f”’ nirgends negativ ist. Die Funktionen f(x) = x2 und g(x) = 2* sind
jeweils konvex. Die zweiten Ableitungen sind f”/(x) = 2 und g”’ (x) = (In2)2 - 2%
und damit nirgends negativ.

Die Beziehung 3.5 ist nach Johan Ludwig William Valdemar Jensen (1859-1925)
benannt.

Satz 3.5 (Jensen’sche Ungleichung). Sei f: R — R eine konvexe Funktion und k > 1.
Seien A1, ...,Ax € [0,1] € R mit % | A; = 1. Dann gilt:

k k
S (izl/\ixi) < l; Aif(xi)

Beweis. Ohne Einschrankung gilt A; > O fiiralle 1 < i < k. Wir fithren eine Induktion
nach k. Fiir k = 1 ist A; = 1, und die Aussage ist erfiillt. Seialso k > 1 und A; < 1.
Damit gilt jetzt:

Aj
f <A1X1 +(1- Al)izzz 7 —?\1xi)

S (lil ?\ixi)

IA

Aj
A 1-A i da f k
1f(x1) + ( 1)f<l%1_/\1x) a f konvex
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k
ALf(x) + (1=21) >

i=2

Aj
1-A;

NS

f(xi)

k
= > Aif(xi) a
i=1
Ist X : Q — R eine Zufallsvariable und f : R — R eine Funktion, so bezeichnet
f(X): Q — R die Zufallsvariable mit f(X)(w) = f(X(w)). Es gilt:

E(f(X)) = 2. ¥ Prlf(X) = ¥]
¥

=>y > Pr[X=x]

X y=fx)

= > f(x)Pr[X = x]

Dies ermdglicht die Bestimmung des Erwartungswertes von f(X), ohne die Dichte
von f(X) explizit zu bestimmen. Wir wenden das Korollar 3.6 in Abschnitt 4.10 mit
der konvexen Funktion 2* an, um die mittlere Hohe bindrer Suchbaume zu berech-
nen.

Korollar 3.6. Sei f : R — R eine konvexe Funktion und X eine Zufallsvariable auf
einem endlichen Wahrscheinlichkeitsraum. Dann gilt:

SEIX]) <E[f(X)]

Beweis. Es sei X : Q — R die Zufallsvariable. Wir konnen annehmen, dass X(Q) =
{x1,...,xk} mit Pr[X = x;] = A; gilt. Nach der Jensen’schen Ungleichung gilt:

k k
fwmpzf(ZMm)sZAan=ﬂﬂXﬂ 0
i-1 i1

Bemerkung 3.7. Die Erfahrung lehrt, dass man sich zwar gut merken kann, dass fiir
konvexe Funktionen f eine Ungleichung zwischen den Werten f(E[X]) und E[ f (X)]
besteht, aber dass man sich weniger gut die Richtung der Ungleichung merken kann.
Gilt f(E[X]) < E[f(X)] oder f(E[X]) = E[f(X)]? Hier hilft die Erinnerung an die
Varianz; diese ist durch E[X?2] — E[X]? definiert, sie ist positiv und x — x? ist eine
konvexe Funktion. Also gilt f(E[X]) < E[f(X)]. O

3.3 Das Geburtstagsparadoxon

Eine Kurvendiskussion der Funktion (1 + x) — e* ergibt, dass (1 + x) < e* fiir alle x
mit Gleichheit nur bei x = 0 gilt (siehe Ubungsaufgabe 2.1. (b)). Falls x nahe bei
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Null ist, erhalten wir eine durchaus brauchbare Abschitzung. Diese wichtige Technik
erklart das Geburtstagsparadoxon:

Sind mehr als 23 Personen auf einer Party, so ist die Wahrscheinlichkeit grofler als 1/2, dass
zwei Gdste am gleichen Tag Geburtstag haben.

Das Beiwort Paradoxon kommt daher, dass die Zahl 23 bei maximal 366 moglichen
Geburtstagen pro Jahr auf den ersten Blick viel zu klein erscheint, um diese Wahr-
scheinlichkeit vorherzusagen. Aber schauen wir es uns genauer an. Angenommen,
wir haben n mogliche Geburtstage und m Gaste. Stellen wir die Géste in eine Reihe
und jeder nennt seinen Geburtstag, so erhalten wir eine Zufallsfolge (na ja, wenigs-
tens so halbwegs). Die Wahrscheinlichkeit, dass die ersten i + 1 Folgenglieder alle
verschieden sind, ist dann:

E.n__l...n_lzl.(1_1)...(1_l)
n n n n n

Die Wahrscheinlichkeit, dass alle m Geburtstage verschieden sind, ist daher:

-4

i=0

Haben wir bisher einen Fehler gemacht? Nun, die Annahme einer Zufallsfolge bedeu-
tet eine Gleichverteilung, von der die Realitdt womoglich abweicht. Es ist jedoch in-
tuitiv klar, dass wir auf der sicheren Seite sind (wenn sich die Wahrscheinlichkeit bei
gewissen Tagen hiuft, dann wird es leichter, eine Ubereinstimmung zu erreichen).
Aufierdem werden wir den Ausdruck jetzt noch vergréf3ern. Im nachsten Schritt ver-
wenden wir die oben erwdhnte Ungleichung (1 + x) < e*. Damit ergibt sich fiir die
Wahrscheinlichkeit, dass alle Geburtstage verschieden sind, folgende Abschitzung

m—1 . -1

i -1 i (m-1)
1_[ (1_i)5 e’i:e*Z::O i:e*mﬁ
n

Der Grenzwert 1/2 wird also spatestens im Bereich von m = +/2n1n 2 unterschrit-
ten. Fiir n = 365 (oder 366) ist dies 23. Experimente auf Geburtstagsfeiern und in
Vorlesungen bestédtigen diesen Wert sehr gut.

Aufgaben

3.1. EinJager hat die Treffsicherheit 1/2. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass
er bei 10 Schiissen mindestens 3 Treffer landet?
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3.2. Eine Familie hat vier Kinder. Gehen Sie davon aus, dass die Wahrscheinlich-
keit, ein Mdadchen zu bekommen bei 0,5 liegt, und berechnen Sie die Wahrschein-
lichkeit, dass

(@) die Familie genau ein Mddchen hat,

(b) das erste und zweite Kind ein Junge ist,

(c) mindestens zwei Kinder mannlich sind,

(d) alle Kinder weiblich sind.

3.3. Seien m,n € N mit n < m. Alice und Bob denken sich jeweils unabhédn-
gig voneinander eine Zahl aus der Menge M = {1,2,...,m} aus. Wie grof8 ist die

Wahrscheinlichkeit, dass sich die beiden Zahlen hdchstens um » unterscheiden? Be-
stimmen Sie hierzu die Machtigkeit der Menge

{(a,b) la,beM und |a-b|l<n}

3.4. Wir wollen eine Folge von unterschiedlichen Zahlen a = (aq,...,ay,) mittels
Quicksort sortieren. Hierfiir wahlen wir ein zufilliges Pivotelement a; und bilden die
Teilsequenzen a’ = (a;,,...,a;)unda” = (a;,,...,a;,) mit

- ai <ai<ajfirallel <s <kundallel <t <4,
- q1<---<igundji <---<jpundk+¥€+1=mn.

Dies ist mit n—1 Vergleichen moglich (,,pivotieren). Danach werden a’ und a’’ rekur-
siv sortiert zu b’ und b’’. Hieraus ergibt sich durch (b’, a;, b"’) die Sortierung von a.
Die Rekursion bricht ab, wenn n = 0 gilt. Wieviele Vergleiche benétigt Quicksort im
Durchschnitt?

3.5. Sei wieder a = (ai,...,an) eine Folge unterschiedlicher Zahlen. Wir wollen
das k-t grofite Element bestimmen, ohne vorher die Folge zu sortieren. Wir gehen
dafiir ahnlich wie bei Quicksort aus Aufgabe 3.4. vor. Wir wahlen zufdllig ein Pivot-
element p und bilden damit erneut die beiden Teilsequenzen der Elemente, die klei-
ner bzw. grofler als p sind. Wir kdnnen gleichzeitig die Anzahl der Elemente in der
vorderen Teilsequenz festhalten und dann entscheiden, ob wir das gesuchte Element
bereits mit p gefunden haben oder in welcher der beiden Listen das gesuchte Element
zu bestimmen ist. Die Prozedur nennt man Quickselect. Zeigen Sie, dass die mittlere
Zahl der Vergleiche Q (n) bei Quickselect durch 2(1 + In 2)n begrenzt werden kann.
Hinweis: Nehmen Sie an, dass die Folge a aus den Zahlen 1,..., n besteht und dass
die Position des Elements k bestimmt werden soll. Bezeichnet 7t eine Reihenfolge der
Pivotelemente, so benutzen Sie die 0-1-wertigen Zufallsvariablen X;;(1r) = ,,i wird
mit j verglichen®. Unterscheiden Sie drei Falle, je nachdem wie k zu i und j steht.

36. Sein > 1und H, = Z’,le % Gegeben sei eine Zufallsvariable X : Q — {1,
..., n} mit der Zipf-Verteilung Pr[X = k] = (H,, - k) 1. Sie ist nach George Kingsley
Zipf (1902-1950) benannt, der empirisch feststellte, dass in natiirlichsprachlichen
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Texten das k-t hdufigste Wort mit einer Wahrscheinlichkeit proportional zu 1/k auf-
tritt. Berechnen Sie die Asymptotik des Erwartungswerts und der Standardabwei-
chung von X.

Zusammenfassung

Begriffe

—  (diskreter) Wahrscheinlichkeitsraum -  Verteilung Fx

—  Gleichverteilung —  unabhingige Zufallsvariablen
—  Wahrscheinlichkeit Pr[ A] —  Varianz Var[ X]

—  Zufallsvariable X —  Bernoulli-Experiment

—  Erwartungswert E[X] —  Standardabweichung ox

—  diskrete Dichte f —  konvexe Funktion

Methoden und Resultate

—  Qendlich, gleichverteilt = Pr[A] = %

- E[X]=2pecaX(w)Prlw]

- Qendlich, gleichverteilt = E[X] = (>, X(w))/|Q]

- Markov-Ungleichung: X > 0, E[X] > 0,A > 0 = Pr[X = AE[X]] < }

—  Linearitat des Erwartungswertes: E[aX + bY] = aE[X] + bE[Y]

- E[X] =23, xPr[X=x]=2,x fx(x)

- X, Y unabhingig = E[XY] = E[X]E[Y]

- Var[X]=E[(X - E[X])?] = E[X?] - E[X]> >0

- ox =+Var[X]

—  Tschebyschev-Ungleichung: Fiir A > 0 gilt Pr[|X — E[X]| = Aox] < %

—  X,Y unabhidngig = Var[X + Y] = Var[X] + Var[Y]

- Jensen’sche Ungleichung: f : R — R konvex, A; € [0,1], Z’i‘zl Ai=1
= (S Aixa) = S Aaf (x0)

—  Qendlich, f konvex = f(E[X]) < E[f(X)]

—  Geburtstagsparadoxon: Fiir zufallige Folgen von m Ereignissen aus Q mit m >
\/21Q]1n 2 ist Pr[zwei gleiche Folgenglieder] > 1/2.



4 Kombinatorik

Wir beginnen diesen Abschnitt mit einer kurzen Einfiihrung in die abzdhlende Kom-
binatorik. Danach lernen wir anhand der Binomialkoeffizienten das kombinatorische
Prinzip eines bijektiven Beweises kennen. Die Idee ist, eine Identitdt der Form f(n) =
g(n) dadurch zu beweisen, dass man einerseits Mengen F und G findet mit |F| =
f(m)und |G| = g(n), und andererseits eine Bijektion zwischen F und G nachweist.
Den Schritt von einer Funktion f(71) zu einer Menge F mit |F| = f(n) bezeichnet
man als kombinatorische Interpretation. Zwei Mengen sind disjunkt, falls ihr Durch-
schnitt leer ist. Der folgende Zusammenhang zwischen den Mengen F und G ist ty-
pisch. Man zerlegt die Menge F in Klassen, also schreibt man F als eine Vereinigung
paarweise disjunkter Teilmengen Gy mit |G| = gk (n). Die Bijektion zwischen F und
Uk Gk ist die Identitdt. Aus F = |J; Gk folgt dann f(n) = >, gk (n).

Eine weit verbreitete kombinatorische Interpretation ist das Urnenmodell von P6-
lya (George Pdlya, 1887-1985). In diesem Modell werden Kugeln aus einem Gefaf3 (der
Urne) gezogen und man z&hlt, auf wie viele Weisen dies geschehen kann. Bei der Me-
thode des Ziehens von Kugeln kann man unter verschiedenen Modi unterscheiden,
was zu verschiedenen Zahlfunktionen fiihrt. Ein Vorteil dieses Modells ist, dass sich
dadurch verschiedene Zahlfunktionen einheitlich interpretieren lassen. Nun lassen
sich zum einen nicht alle fiir uns interessanten Funktionen in diesem Modell darstel-
len, und zum anderen gibt es hdufig bessere und naheliegendere Interpretationen,
daher verfolgen wir einen allgemeineren Ansatz.

4,1 Abzdhlende Kombinatorik

Wir schreiben |A| = |B|, falls eine Bijektion zwischen A und B existiert; wir sagen
dann, A und B sind gleichmdichtig. Wir konnen |A| als Anzahl der Elemente in A
interpretieren. Ist A endlich und enthilt A genau n Elemente, so schreiben wir |A| =
n. Natiirlich bleibt |A| = |n| richtig, denn der Betrag |n| ist die Anzahl der Elemente
von n, wenn man die Zahl n € N z. B. durch die Menge {0, ...,n — 1} definiert.

Die Menge aller Abbildungen von A nach B bezeichnen wir mit B4. Dies ist sinn-
voll, denn eine Abbildung f : A — B kann mit einem A-Tupel (b;)ac4 identifiziert
werden, indem man b, = f(a) fiir alle a € A setzt. Sind A und B endliche Mengen
mit |A| = nund |B| = m, dann gibt es genau m™ Abbildungen von A nach B; fiir
jedes der n Elemente a € A gibt es 1 mogliche Bilder f(a) € B. Wir halten fest:

|{f:A—B | fist Abbildung } | = |[B*| = |B|!Al = m"

Was passiert, wenn sowohl A als auch B leer ist? Dann steht links die Zahl 1, da fiir
A = B = @ die Identitédt die einzige Abbildung von A nach B ist, und rechts der Aus-
druck 0°. Es ergibt sich also auf natiirliche Weise, dass 0° = 1 gesetzt wird. Damit
gilt x© = 1 fiir jede Zahl x. Dies gehort zu einer ganzen Palette sinnvoller Konventio-
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nen. So ist ein leeres Produkt stets 1, eine leere Summe stets 0, also [[rcg akx = 1
und > yepar = 0. Das Analogon aus der Pradikatenlogik ist, dass eine fiir-alle-
quantifizierte Aussage Vx € @: @(x) iiber der leeren Menge stets wahr ist, und
dx € @: @ (x) ist stets falsch.

Angenommen, es gilt |A| = |B| = n. Wie viele Bijektionen zwischen A und B gibt
es dann? Die Antwort ist n! (gesprochen: ,,n-Fakultdt*), wobei die Fakultit definiert
istdurchn! =n - (n —1) - - - 1. Mit unserer Konvention, dass leere Produkte 1 sind,
ergibt sich 0! = 1. Die Behauptung ist also:

|{f € BA | fistbijektiv }| = n!

Fiir n = 0 ist dies richtig. Allgemein miissen wir fiir beliebiges n die Tupel (b;)1<i<n
mit paarweise verschiedenen b; € B zidhlen. Fiir b, gibt es n Moglichkeiten, fiir b»
gibt es noch n — 1 Méglichkeiten und so fort. Auf diese Weise erhalten wir n! Mog-
lichkeiten.

Dieser Ansatz lasst sich auf beliebige endliche Mengen mit |[A| = kund |B| = n
verallgemeinern:

|{feB” | fistinjektiv}| =nn—-1)---(m-k+1) (4.1)

= (1’1%',()' firk <n
Dies ist erneut leicht einzusehen. Wieder miissen wir die Tupel (b;)1<i<» mit paar-
weise verschiedenen b; € B zdhlen. Fiir b; gibt es n Moglichkeiten, fiir b, gibt es
noch n — 1 Méglichkeiten und so fort, bis fiir by noch (n — k + 1) Moglichkeiten
verbleiben.
Der Anteil der Bijektionen unter allen Abbildungen von {1,...,n} nach {1,...,
n} nimmt exponentiell ab, wenn n wichst: Mit Gleichung (2.1) sehen wir

1 n! n
<— <

en* 1 nn enfl

und mit der Stirling’schen Formel (2.2) erhalten wir sogar nl:l ~ e " /21rn. Hier und
an vielen anderen Stellen ist 17 die Kreiszahl und e die Euler’sche Zahl:
T = 3,141592653589793 2384626433 8327950288419716939937510 - - -
e =2,71828182845904523536028747135266249775724709369995 - - -

Die Menge aller Teilmengen von A heifit die Potenzmenge von A und wird mit 24
bezeichnet. Die Bezeichnung verdeutlicht, dass eine Teilmenge B < A mit ihrer cha-
rakteristischen Abbildung xp : A — {0,1} = 2 identifiziert werden kann. Dabei gilt
xp(a) =1, fallsa € Bund xg(a) = 0 sonst. Wir erkennen

24] = 24
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Enthalt die Menge A also n Elemente, so gibt es 2" Teilmengen von A. Es gilt n < 2"
fiir alle n € N. Diese Beobachtung ist ein Spezialfall der mengentheoretischen Aussa-
ge, dass keine Surjektion einer Menge auf ihre Potenzmenge existiert (siehe Ubungs-
aufgabe 4.1. (c)); die Potenzmenge ist also immer ,,gréf3er®. Daher kann es auch nicht
die Menge aller Mengen geben, denn, salopp gesagt, dies ware die grofite aller Men-
gen, aber ihre Potenzmenge wire noch grofier.

4.2 Binomialkoeffizienten

In Abschnitt 2.2 hatten wir schon erwdhnt, dass der Binomialkoeffizient (',:) = k,(%k)l

die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer Menge von n Elementen wiedergibt
und dies seine kombinatorische Interpretation ist. Als Nachstes erweitern wir diese
kombinatorische Interpretation auf k € Z und beliebige Mengen A. Wir bezeichnen
mit (2‘) die Menge der k-elementigen Teilmengen von A:

(2)={BgA|B=k}

Offensichtlich ist (?) = @, falls k < 0 oder k > |A]| gilt. Andererseits gilt stets
(6‘) = {J}. Sei jetzt A endlich mit |A| = n. Es gilt |(?>\ = n, da wir die einelemen-
tigen Teilmengen von A mit den Elementen von A identifizieren konnen. Zwischen

den Mengen A und (?) gibt es also eine Bijektion. Auflerdem gibt es auch fiir die

Mengen (ﬁ) und (nf‘ k) eine Bijektion: Wir miissen nur jeder Teilmenge B € (2‘) ihr

Komplement A \ B € (né k) zuordnen.

A A\Be (1)

Hieraus folgt: |(£>| = \(nf k)\ fiir alle k € Z. Die Potenzmenge von A enthdlt 2"

Elemente, gleichzeitig ist sie die disjunkte Vereinigung aller (2) Daher ergibt sich
unmittelbar und ohne eine weitere Rechnung:

»-3|()]

k
Da (7{‘) und (;{‘ ) beides Standardbezeichnungen sind, bleibt eigentlich gar nichts an-
deres iibrig, als dass Satz 4.1 gilt, den wir jetzt formal beweisen.
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Satz 4.1. Sei A eine Menge mit n Elementen. Dann gilt:

@1-6

Beweis. Der Satz ist richtig fiir k < 0 oder k > 1, dann sind namlich beide Terme 0.
FiirO0 < k < ngibtesn(n—-1) - - - (n—k+1) Folgen (a, ..., ax) mit paarweise ver-
schiedenen a;. Man beachte die Konventionn(n—-1) - - - (n—-k+1) = 1,fallsk =0
ist. Zwei solcher Folgen reprasentieren genau dann dieselbe Menge, wenn die Folgen
bis auf eine Permutation (d. h. Vertauschung) der Indizes iibereinstimmen. Es gibt k!
solcher Permutationen, also ist der Satz bewiesen. O

Wir erweitern den Definitionsbereich von Binomialkoeffizienten (’,ﬁ ) auf komple-

xe Zahlen x und ganze Zahlen k wie folgt:

(x):x(x—l)---(x—k+1)

K X firx e Cundk € N

Das Produkt im Zahler der oberen Zeile nennt man die fallende Faktorielle; es wird
mit x* bezeichnet. Also gilt stets:

k
R Coak 1) (e —
(k) =0 wobei x x(x—-1) (x—-k+1)
Wir beachten, dass dies fiir x = n € N die iibliche Definition (2) = ﬁlk)l liefert.
Fiir k > 0 stehen im Zdhler und Nenner von (’,2 ) jeweils k Faktoren. Fiir k = O steht

in xX das leere Produkt; dies ist nach der obigen Konvention 1, also x2 = (’0‘ ) =1.
Sind k, x natiirliche Zahlen mit x < k, so durchlauft das Produkt x(x — 1) - - - (x —
k + 1) die Null, also gilt xk = (’,ﬁ) = 0 fiir x € Nmit 0 < x < k. Fiir alle anderen x

und k > 0 wird die Null nicht getroffen, also gilt x* = 0 = (’,ﬁ) flirx ¢ Nund O < k.

So gilt zum Beispiel (1/ 410) < Ound (1/510> > 0; insbesondere sind beide Werte nicht
Null.

Als Nachstes erweitern wir den Definitionsbereich fiir alle k € Zund x € Cdurch
(’,ﬁ) = 0, falls k negativ ist. Insbesondere gilt:

n n ..
(k)_(n—k) firmeNundk €7

Fiir k > 0 gilt die hiibsche Beziehung:
(—1) _ (=D (=2)- - (k)

k k! = (-DF

Wir kénnen den Binomialkoeffizienten (’,ﬁ ) als ein Polynom in x vom Grad k auffas-

sen mit den Nullstellen O, ..., k — 1. Dabei ist (’0‘ ) das konstante Polynom mit Wert 1.
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Dies fiihrt direkt zur Polynommethode. Wenn wir eine Identitat fiir Binomialkoef-
fizienten beweisen mochten, bei denen nur ( ,’;) mit m < k auftreten, so ist dies eine
Identitét fiir Polynome in x (mit Koeffizienten in C) vom Grad kleiner oder gleich k.
Ein Satz der Algebra besagt, dass zwei verschiedene Polynome (mit Koeffizienten
aus C) vom Grad kleiner oder gleich k schon dann gleich sind, wenn sie an k + 1
verschiedenen Stellen iibereinstimmen. Kann man die Identitdt dann fiir mindes-
tens k + 1 natiirliche Zahlen x zeigen, so gilt sie automatisch fiir alle x € C. Dies
ist Leitmotiv fiir dieses Kapitel:

Beweise (sofern maéglich) Identitdten mit Hilfe einer kombinatorischen Inter-

pretation und versuche dann die Polynommethode.

Der Ansatz ist extrem hilfreich, denn er vermittelt ein Verstdndnis fiir Identitaten. Au-
Berdem erspart er einige Induktionsbeweise. Diese eignen sich zwar vielfach sehr gut
zum Nachvollziehen von Identitdten, sind aber kaum geeignet, Identitdaten zu finden
oder im Kopf zu behalten.

Dadurch, dass Binomialkoeffizienten auf3erdem fiir alle k € Z definiert sind, kon-
nen wir uns oft Summationsgrenzen ersparen, was die Formeln iibersichtlicher macht
und Induktionsbeweise vereinfacht. Fiir den Rest dieses Abschnittes sind x, y stets
komplexe Zahlen (oder Unbekannte) und k, ¥, m, n stets ganze Zahlen.

Binomialkoeffizienten (2) sind fiir n, k € N selbst natiirliche Zahlen, aber dies

ist der Darstellung (2) = ﬁlkv nicht sofort anzusehen. Mit Satz 4.1 wird diese Aus-
sage trivial. Die folgende Identitét ist die Grundlage fiir das Pascal’sche Dreieck (Blaise
Pascal, 1623-1662) und die vielleicht wichtigste Eigenschaft von Binomialkoeffizien-
ten (siehe Abbildung 4.1). Hieraus ldsst sich ebenfalls die Ganzzahligkeit der Werte
(’Z) fiir n, k € Z ableiten.

Satz 4.2 (Additionstheorem).

(0)- () ()

k k k-1

Beweis. Mit Hilfe der kombinatorischen Interpretation (Satz 4.1) ist die Identitit direkt
zu verstehen, wenn x = m eine natiirliche Zahl ist: Wir kénnen annehmen, dass
A = {1,...,n} gilt. Die Menge der k-elementigen Teilmengen von A zerlegt sich in
zwei Klassen. Diejenigen, die das Element n enthalten und diejenigen, die es nicht

tun. Wir wenden jetzt Satz 4.1 an: Von der ersten Sorte gibt es so viele, wiees (k — 1)-
elementige Teilmengen von A \ {n} gibt, dies sind (',::}) Von der zweiten Sorte gibt

es so viele, wie es k-elementige Teilmengen von A \ {n} gibt, dies sind (”,Zl> Die

Summe muss (’,:) sein. Daraus ergibt sich die Identitdt zundchst fiir alle x € N. Die
behauptete Identitit gilt also fiir unendlich viele Werte. Da links und rechts Polynome
vom Grad k stehen, gilt sie fiir alle x € C nach der Polynommethode. O
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Abb. 4.1. Pascal’sches Dreieck.

Eine unmittelbare Konsequenz des Addititionstheorems ist die Ganzzahligkeit
der Binomialkoeffizienten (',:) fiir n € Z, die dem Bruch %fk“) nicht direkt an-
zusehen ist. Eine weitere einfache Folgerung aus Satz 4.2 ist der Binomialsatz. Hierbei
bedeutet >, dass wir {iber alle k € Z summieren. Dies ist erlaubt, da in den betrach-

teten Summen fast alle Terme O sind.
Satz 4.3 (Binomialsatz).
(x+y)=> (:)ﬂ‘y"k
k

Beweis. Wir betrachten das Produkt in Unbestimmten x und y

(x+y)"—(x+y)(x+y)---(x+y)l

«

n Faktoren

Den Term x* y"’k konnen wir erzeugen, indem wir in k der n Faktoren den Summan-
den x wahlen und in den {ibrigen n — k Faktoren den Summanden 7. Damit liefert
jede k-elementige Teilmenge der n Faktoren den Term x*y"~¥, Nach Satz 4.1 gibt es
(’,Z) solcher Teilmengen. Also ist (’,:) der Koeffizient von x* "=k, O

Eine weitere wichtige Identitédt ist die trinomiale Revision. Die Namensgebung
wurde entsprechend in Anlehnung an das Buch von Graham, Knuth und Patashnik
gewihlt [22]. Sie beruht darauf, dass fiir x = k + £ + nund m = k + £ das Produkt

7 7
( x ) (T) - (kﬁ}") (kz€> zum Trinomialkoeffizienten (kkﬁ)rn"!)! wird. Die trinomiale
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Revision erlaubt es, Produkte von Binomialkoeffizienten zu vereinfachen:

Satz 4.4 (Trinomiale Revision).

(:1) (T;:) = (;i) (;:i) fiirx e Cund m,k € 7

Beweis. Fiir m < 0 oder m < k steht auf beiden Seiten 0. Nach der Polynommethode
reicht es daher, die Aussage fiir 0 < k < m < n = x € N zu zeigen. Stellen wir uns
vor, dass wir n Kugeln haben und hiervon k rot, m — k griin und die restlichen n — m
blau firben méchten. Dann kdnnen wir uns zundchst fiir die Teilmenge der rot oder
griin gefarbten entscheiden und danach unter diesen die roten wahlen. Oder wir ent-
scheiden uns erst nur fiir die Teilmenge der roten Kugeln und wahlen danach unter
den restlichen n — k Kugeln die griinen. O

Wenn man eine Identitédt von der Form f;, = >j (@gk nach gx umformen will,
dann kann man sich des folgenden Tricks bedienen. Betrachte die (n + 1) X (n + 1)

Matrizen P und Q mit Eintrdgen P;; = (;) und Qij = (-1)¥J (;) Die Indizes sind

aus {0,...,n}. Beide Matrizen P und Q sind untere Dreiecksmatrizen. Die Matrix P
ist ein Ausschnitt des Pascal’schen Dreiecks. Fiir das Produkt R = PQ gilt

Rij = ZPikaj = Z (;) (—1)kJ (k)
K K J

Insbesondere ist R;; = O fiir i < j. Fiir i > j ergibt sich mit der trinomialen Revision:

D\ (19 s - () s (E-9) o
Rij=|" ki = (0 -1
Y e O G
(-]l
j 0 fiiri>j

Also ist R die Einheitsmatrix. Dies liefert Satz 4.5.

Satz 4.5 (Binomialinversion). Seien fy,..., fn und go,...,gn Zahlen, so dass f; =
Dk (,l()gkfilralleo <i<mngilt Dannist g, = > (-1)"* (Z)fk.

Beweis. Mit den obigen Matrizen gilt (f, ..., fn) = (go,...,gn)-Pt.Esfolgt (go, ...,
gn) = (fo,..., fn) - Qt und damit die Behauptung. Hierbei bezeichnet P! die zu P
transponierte Matrix mit dem Eintrag P;; an der Stelle (7, 1). O

Im néchsten Beispiel fassen wir einige wichtige kombinatorische Interpretatio-
nen zusammen.
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Beispiel 4.6. Eine Urne enthalte n Kugeln, die von 1 bis n nummeriert sind. Wir zie-
hen k Kugeln. Insbesondere gilt k < n, wenn wir keine Kugel zuriicklegen. Dann gibt
es

(@) nk= (n%'k), Ziehungen ohne Zuriicklegen und mit Reihenfolge,

(b) (',:) Ziehungen ohne Zuriicklegen und ohne Reihenfolge,

(c) n* Ziehungen mit Zuriicklegen und mit Reihenfolge, und

(d) ("*k 1) Ziehungen mit Zuriicklegen und ohne Reihenfolge.

Zuriicklegen bedeutet hierbei, dass jede Kugel nach dem Ziehen vermerkt und wie-
der zu den Kugeln in der Urne zuriick gelegt wird. Mit Reihenfolge bedeutet, dass
man zwischen den verschiedenen Reihenfolgen unterscheidet, in denen die Kugeln
gezogen werden. Aus der ersten Formel sehen wir zum Beispiel, dass es 336 mogliche
Verteilungen der ersten 3 Pldtze bei einem Rennen mit 8 Teilnehmern gibt, denn es
ist8 -7 -6 =336.

Die ersten drei Formeln haben wir bereits unter den Stichworten Injektionen, k-
elementige Teilmengen und beliebige Abbildungen behandelt. Die Formel in Situa-
tion (d) kann man wie folgt einsehen. Ein Auswahl von Elementen mit Zuriickle-
gen und ohne Reihenfolge kann man durch Werte by,...,b,, € N darstellen. Die
Zahl b; gibt an, wie oft die Kugel i gezogen wurde. Wenn wir k Kugeln ziehen, dann
ist >; b; = k. Wir setzen ap = Ound aj+, = a; + bj+1 + 1 fiir 0 < i < n. Dann gilt

l<a;<---<an-1<ay=mn+ k.Insbesondere ist {aq,...,an_1} eine Auswahl
von 1 — 1 Elementen aus {1,...,7n + k — 1}. Aus den a;’s kann man auch wieder die
b;’s berechnen. Mit ("*,’:71> = (”*k 1) folgt daraus die Behauptung. ¢

Die Herleitung in Beispiel 4.6 (d) enthilt eine hiufig anzutreffende Methode, und
zwar dass man die a;’s nach einer vorgegebenen Ordnung anordnet (hier ist dies die
natiirliche Ordnung auf Zahlen), obwohl sie in einer beliebigen Reihenfolge gezogen
wurden. Wir werden diese Technik im ndchsten Teil weiter verfeinern.

Nach einer Anekdote sollten die Schiiler in der Klasse von Gauf einige Zeit still
beschiftigt werden. Der Lehrer verlangte daher, die Zahlen von 1 bis 100 aufzusum-
mieren. Gauf3 16ste diese Aufgabe sofort, indem er auf einen Zettel schrieb:

(1+100)+(2+99) +---4+(49+52) +(50+51) =50-101 = 5050

Wieso gehort dies hierher? Nun, die bekannte Formel, die aufgrund der obigen Anek-
dote hdufig nach Gauf3 benannt wird, lautet:

n(n+1) n+1
S k= (n)

O<k<n
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Ein einfacher Induktionsbeweis ist moglich, aber langweilig. Versuchen wir eine kom-

binatorische Interpretation und betrachten die Menge A = {1,...,n + 1}. Es gilt
A . .
(D))= = nknsicki= S oeen- S
1<k=<n+1 1<k=<n+1 O<k<n

Gauf in Reinform! Wie steht es mit der Summe der Quadrate? Kennt man das Ergeb-
nis, so ist es erneut eine leichte Ubung, es mit Induktion zu zeigen. Aber was tun,
wenn man diese Formel vergessen hat? Besser wir lernen sie herzuleiten. Wie eben
iiberzeugen wir uns von der folgenden Identitit:

C*l): > Higk | 1=l<j<k}

3 1<k<n+1

> gt |1=st<j<k}]

1<k<n+1

222 0)

Da?2 - (’2‘) = k? — k gilt, erhalten wir im néchsten Schritt:

()= ( 2 k) (2

Zusammen mit dem Wissen iiber die Gauf3-Summe ergibt sich:

2 _ o (n+1 n+1\ 2n®+3n%+n
P L B e e

1<k<n

Diese Idee ldsst sich verallgemeinern. Die (m + 1)-elementigen Teilmengen von A =
{1,...,n + 1} lassen sich in Klassen nach ihrem maximalen Element k einteilen.

Hieraus folgt:
{1,...,k—1}>‘_ 5 (k—l)_ 5 <k>
( m 1<k<n+1 m 0<k=<n m

n+1
(m + 1) = 2
Wir konnen also Satz 4.7 festhalten.

1<k<n+1

Satz 4.7 (Obere Summation). Fiir m,n € N gilt:

(i) =2 ()

Ganz dhnlich erhalten wir die Identitat 4.8. Sie gilt fiir n € Z und x beliebig.

Satz 4.8 (Parallele Summation).

<X+Z+1) :k§n<xzk)
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Beweis. Seien zundachst x € N und n € N. Die n-elementigen Teilmengen von A =
{1,...,x + n + 1} lassen sich in Klassen nach dem gréfiten Element aus A einteilen,
welches nicht (!) in der Teilmenge enthalten ist. Es sei B € (ﬁ) und x + k + 1 das
grofite Element von A \ B.Esgiltalsox + k +1 ¢ Bundx + k + 2,...,x + n +
1 € B. Hieraus folgt 0 < k < nund |Bn {1,...,x + k}| = k. Die Menge B ist
also eindeutig durch den Wert k und eine k-elementige Teilmenge von {1,...,x + k}

bestimmt. Damit erhalten wir:
{1,...,x + k} _ x +k
(" 00

()]-=Z

Mit Hilfe der Polynommethode folgt die Identitét fiir alle x € C und n € N. Die
Erweiterung auf n € 7 ist trivial, da alle Terme O werden. O

Die Gleichung in Satz 4.9 ist nach dem franzodsischen Mathematiker, Chemiker
und Musiker Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796) benannt.

Satz 4.9 (Vandermonde’sche Identitat).

()= 067

Beweis. Wir beweisen die Identitdt zundachst durch kombinatorische Interpretation
fiir x, ¥ € N und wenden dann die Polynommethode an. Seien X und Y disjunkte
Mengen mit | X| = x und |Y| = y. Auf der linken Seite steht die Anzahl der Mog-
lichkeiten, n Elemente aus X U Y auszuwéahlen. Auf der rechten Seite zahlen wir die
Moglichkeiten zundchst k Elemente aus X auszuwdhlen und dann n — k Elemente
aus Y auszuwdhlen. Insgesamt wahlen wir auch hier wieder n Elemente aus X U Y
aus. Die Summation iiber k hat zur Folge, dass wir alle Aufteilungen der n Elemente
in Teilmengen von X und in Teilmengen von Y genau einmal zdhlen.

XuY X Y

Fiir n < 0 und beliebige x,y € C sind die Terme auf beiden Seiten 0. Betrachten
wir den Fall n € N. Als Nachstes folgt die Polynommethode fiir zwei Variablen. Fiir
ein festes y € N steht sowohl links als auch rechts ein Polynom in x vom Grad n.
Die kombinatorische Interpretation hat gezeigt, dass diese beiden Polynome fiir alle
x € N iibereinstimmen, inshesondere stimmen die Polynome vom Grad »n an min-
destens n + 1 Stellen iiberein. Daraus folgt, dass die Polynome gleich sind und obige
Identitat fiir alle x € C und alle v € N gilt. Sei nun x € C fest, dann stehen links
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und rechts zwei Polynome in 5 vom Grad n, die an mindestens n + 1 Stellen {iber-
einstimmen. Dies zeigt, dass die Vandermondesche Identitét fiir alle n € Z und alle
x,y € Cgilt. O

Als Spezialfall erhalten wir die folgende Aussage. Fiir m,n € N ist:

(") =2 ()

Wir geben noch eine direkte kombinatorische Interpretation der Aussage und be-
trachten hierfiir das Rechteckgitter mit den Endpunkten (0,0) und (7, m) und die
Gesamtheit M aller kiirzesten Wege im Gitter von (0,0) nach (n, m). Jeder dieser
Wege besteht aus m senkrechten Einheitswegstrecken und n waagerechten Einheits-
wegstrecken in beliebiger Reihenfolge. Wenn wir in der Reihenfolge des Weges je-
de senkrechte Strecke durch ,,0 und jede waagerechte Strecke durch ,,1“ kennzeich-
nen, so wird jeder kiirzeste Weg eindeutig dargestellt durch eine 0-1-Sequenz der Lan-
ge m + n mit genau n Einsen. Durch Auswihlen der n Positionen der Einsen sehen

wir:
m+n
n

Zum anderen benutzt jeder Weg aus M genau einen der Punkte x; = (m — k, k) mit
0<k=<m.

Xm (n,m)

Xk

(0,0)

X0

Es gibt genau m=k+k) (M) Kiirzeste Wege von (0,0) nach xx und genau
k k

(n7m+k+m7k

m—k

Mk ) = ( " ) kiirzeste Wege von xx nach (n,m). Das ergibt die Behaup-

tung.

Fiir x,y € N wollen wir die Vandermonde’sche Identitédt alternativ noch mit
Hilfe einer anderen sehr lehrreichen Technik beweisen. Wir interpretieren hierzu den
Binomialsatz 4.3 als Gleichheit zwischen zwei Polynomen. Sei Z eine Unbestimmte.
Dann gilt

Z<x+y>z"=(z+1)x+y:(z+1)><-(z+1)y

U () (50

S (2(0)70)7
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Hierbei haben wir bei der letzten Gleichheit alle Koeffizienten von Z" zusammenge-
fasst. Aus obiger Gleichheit von Polynomen folgt nun durch Koeffizientenvergleich
bei Z" die Vandermonde’sche Identitat.

Angenommen, wir mdchten bis zu t identische Objekte in £ Behilter aufteilen.
Wie viele Moglichkeiten gibt es hierfiir? Die Antwort liefert der ndchste Satz, welchen
wir in Beispiel 4.6 (d) bereits in anderer Form kennen gelernt haben.

£ astf]=()
1<k<?

Beweis. Wir stellen uns t + £ Punkte vor, die waagerecht in einer Reihe liegen. Aus
diesen Punkten wihlen wir £ Punkte aus und ersetzen diese durch Striche. Hierfiir
gibt es (tf) Moglichkeiten. Jede solche Auswahl entspricht genau einem £-Tupel

Satz 4.10.
H(el,...,eg) e NY

(e1,...,ep) € NV mit Zﬁzl e <t.
..---..‘..--'..‘"'|.."'..|.."'..
e; Punkte e Punkte ep Punkte  (Jberschuss

t Punkte und £ Striche

Zunichst werden e; Punkte bis zum ersten Strich abgetragen. Nach dem ersten Strich
werden e, Punkte abgetragen, so fahren wir fort. Nach dem £-ten Strich kann noch
ein Uberschuss an Punkten folgen, um insgesamt ¢ Punkte zu erhalten. So lassen
sich die Losungen der Ungleichung und Auswahlen an Punkten und Strichen bijektiv
aufeinander abbilden. O

Kehren wir zum Binomialsatz 4.3 zuriick. Wir geben einen leicht modifizierten
kombinatorischen Beweis und formulieren den Satz in voller Allgemeinheit.

Satz 4.11 (Allgemeiner Binomialsatz). Seienv,x,y € C. Dann gilt

(x+y) => (Z)xkyr"‘ fiir |x| < || oder fiirv € N
k

Beweis. Seien 7,x,y € N und seien R, X,Y Mengen mit |[R| = 7, |X| = x, |Y]|

=yund X NY = &. Aufder linken Seite des Binomialsatzes steht die Anzahl der Ab-

bildungen von R in die disjunkte Vereinigung von X und Y. Jede Teilmenge K von R

definiert eine Klasse von Abbildungen:

Fx={f:R-XUY | f100) =K}

Jede Abbildung f € F setzt sich zusammen aus einer Abbildung fx : K — X und
einer Abbildung fy : R\ K — Y. Sei |K| = k. Fiir fx gibt es x¥ Moglichkeiten
und fiir fy gibt es "~k Méglichkeiten. Deshalb gilt |Fx| = x*y" k. Die Anzahl der
Teilmengen K mit |K| = k ist (Z) und die Behauptung folgt fiir , x, ¥ € N.
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Als néchster Schritt folgt die Polynommethode. Es gibt hier wie in Satz 4.9 zwei
Variablen, also machen wir wiederum zwei Schritte. Aus 7, x,y € Nwirdr,x € N,
v € Cmit Hilfe der Polynommethode im ersten Schritt. Dasselbe Argument fiihrt von
ryxeN yeCzur e N,x,y e C.

Hier sind wir mit unserem Standardansatz am Ende. Fiir v € C\ Nist > (Z)xk .
y”k eine unendliche Reihe. Wir betrachten daher den Fall |[x| < |y| mitr € C
gesondert. Wir setzen z = % und f(z) = (1 + z)".Dann gilt |z| < 1 und es reicht,

f(z) = (T)k
4 %kz

zu zeigen. Betrachte die k-te Ableitung von f*:
fR(z) =vk1 + )7k

Damit ist %) (0) = 7. Die Taylorreihe von f ist folglich:
f(k)(O) K (7,) X
> 2 =21,z
k=0 k! k k

Diese Reihe konvergiert fiir |z| < 1 absolut, da |<Z) | als Funktion von k durch ein
Polynom in k vom Grad | |7 |] begrenzt ist. Dies kann man direkt aus der Definition
der Binomialkoeffizienten ableiten, indem man Faktoren kleiner als 1 herausstreicht.
Die absolute Konvergenz impliziert die Gleichheit f(z) = > (Z)zk. O

In dem Spezialfall = —1, x = —z und v = 1 liefert Satz 4.11 den Grenzwert der
geometrischen Reihe:

szz% fiir|z| <1
k=0 -z
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Eine Integralabschitzung zeigt, dass (kzz ) k== fiir k — oo gegen eine Konstante

konvergiert (die iibrigens % fiir alle komplexen Zahlen z definiert). Hieraus folgt, dass
(;) in O(k~17) liegt. Aufgrund des Leibniz-Kriteriums (Gottfried Wilhelm Leibniz,
1646-1716) iiber alternierende Reihen, konvergiert damit die Reihe > (;) fiir reelle
Zahlen r > —1. Insbesondere gilt (1 + 1)% =2 =>4 (1,£2>.

Haben wir eine 7-te Potenz aus mehr als zwei Summanden zu bilden, so konnen
wir den ndchsten Satz verwenden.

Satz 4.12 (Multinomialsatz). Sei d > 1. Dann gilt:

n!
(14 -+ x)" = > X Xy

e
ki=0,k1+---+kg=n kl' kd
Beweis. Die kombinatorische Interpretation ist wie beim Binomialsatz 4.11 moglich,
wir miissen nur beachten:

n! nkm kR kgl (n\(n-k (ka
kil---kq! kil- - kg! \k k> ka

Eine Induktion nach n ist auch mdoglich, aber das kennen wir schon aus dem Beweis
von Satz 4.3. Diesmal machen wir eine Induktion nach d. Fiir d = 1 ist der Satz rich-
tig. Fiird > 1 schreiben wir y = x»+- - - +x4 und erhalten aus dem Binomialsatz 4.3:

n
X1+ x)" = (a+ )" =) <kl)xlfly”k1
k1

Mit Induktion nach d sehen wir:

n n 1 (n —kp)! )
(X1+"'+Xd) :Z<k1>x]1<< Z mxlglxsd)

k1 ki=0,ko+---+kg=n—ky
_ n! k1 (n —kp)! ko ka
= X kl(n_k)lxl kol ka2 T Xd
O<ki=<n 1: 1 ki=0,ko+---+kg=n—ky Z: d:
n! k. ka
= kllkdlxl ...Xd O

ki=0,k1+---+kg=n

Sind d, ki, n € Nmit k; + - - - + kg = n so definiert man den Multinomialkoeffi-

zienten durch:
n B n!
ki,....ka)  ki'---kg

Er gibt an, wie viele Moglichkeiten es gibt, eine n-elementige Menge so in d disjunk-
te Klassen zu zerlegen, dass die i-te Klasse C; genau k; Elemente enthdlt. Um dies
einzusehen, sei s die Zahl solcher Zerlegungen. Wir schreiben jede Zerlegung als Se-
quenz (Cy,...,Cg4). Es gibt jeweils k;! Moglichkeiten, die Elemente aus C; anzuord-
nen. Wenn wir alle Klassen angeordnet haben, erhalten wir eine beliebige Permutati-
on der n Elemente. Umgekehrt konnen wir aus einer Permutation 7t wieder die Zer-
legung zuriickgewinnen, indem wir in (7r(1),..., (1)) jeweils nacheinander von
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links nach rechts d Blocke bilden, so dass der i-te Block genau k; Elemente enthdlt.
Wenn wir nun die Reihenfolge bei den Elementen des Blocks i ignorieren, liefert das
die Klasse Cj. Dies zeigt s - k1! - - - kq! = n!und damit s = (kh-,-q:,kd)'

Beispiel 4.13. Sein = 4,d = 3 und (k1, kp,k3) = (1,1, 2). Wenn wir die n-elemen-
tige Menge {1, 2, 3,4} als Positionen eines Worts interpretieren und Positionen der
Klasse 1 mit a beschriften, Positionen der Klasse 2 mit b und Positionen der Klasse 3

mit ¢, dann z&dhlt (112> = 12 die folgenden Worter

abcc bacc cabc cbca
acbc bcac cacbhb ccab
accb bcca cbhac ccbha

so dass wir auf diese Weise eine weitere Interpretation von Multinomialkoeffizienten
erhalten. ©

4.3 Durchschnittsanalyse von Bubble-Sort

Mit dem Begriff Bubble-Sort verbindet sich ein einfaches Sortierverfahren, welches
auf lokalen Vertauschungen basiert. Sei m = (711,..., T, ) eine Folge von Zahlen.
Diese konnen wir dadurch sortieren, dass wir immer wieder von links nach rechts
die Folge durchgehen und die Elemente 11; und 7741 vertauschen, sofern die Bedin-
gung T11; > 1T+ vorliegt. Jede Vertauschung verdndert natiirlich 7. Dieses Verfahren
bricht ab, sobald ein Durchgang ohne Vertauschung méglich ist. Dies ist ein Vorteil
von Bubble-Sort: Der letzte Durchlauf verifiziert, dass die Folge tatsdchlich sortiert
wurde. Es ist auch klar, dass Bubble-Sort gut fiir fast vorsortierte Folgen geeignet ist.

Wir wollen die Zeit betrachten, die dieses Sortierverfahren benétigt. Nach dem
ersten Durchlauf steht die grofite Zahl ganz hinten, nach dem zweiten stimmen die
letzten beiden Positionen und so weiter. Nach n Durchldufen sind wir fertig, und je-
der Durchlauf kostet uns hochstens n Schritte. Es ist also ein quadratisches Verfah-
ren, und man muss sich schon anstrengen, es nicht mit einer Laufzeit von O (n?) zu
implementieren.

Es gibt diverse Vorschldge, Bubble-Sort zu optimieren, aber kommen diese mit
einer Zeit in 0(n?) aus? Die Antwort ist ein sehr deutliches Nein. Selbst beliebig op-
timierte Bubble-Sort Varianten sind im Mittel immer noch quadratische Sortierver-
fahren: Nehmen wir als Maf} die Zahl der Fehlstellungen einer Permutation m =

(171,. .., Ty). Dies ist definiert durch die Zahl der Paare (i, j) miti < j und 17; < T1;.
Satz 4.14. Die Anzahl der Fehlstellungen einer Permutation 1t = (111, ..., TTy,) betrdgt
im Mittel

: (2)
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Beweis. Fiir n < 1 ist die Behauptung erfiillt. Sei also n > 2. Fiir t = (111,...,TTy)
definieren wir eine Permutation 7T durch 7 = (71,,...,711). Die Zuordnung ™ — 7T
definiert eine Involution (es gilt T = 77) ohne Fixpunkte. Dadurch wird die Menge der
Permutationen so in Klassen eingeteilt, dass jede Klasse von der Form {7, 7T} ist und
aus genau zwei Elementen besteht. Die Summe der Fehlstellungen fiir eine Klasse
{7r, 7T} ist genau (’;) O

Was immer wir auch Bubble-Sort nennen, gehen wir davon aus, dass pro Zeitein-
heit hochstens eine Fehlstellung beseitigt wird. Die mittlere Zahl der Fehlstellungen
unterschitzt daher den Zeitverbrauch jeder realistischen Bubble-Sort-Implementie-
rung.

Korollar 4.15. Bubble-Sort bendtigt im Mittel und im schlechtesten Fall © (n?) Verglei-
che, um eine Folge mit n Elementen zu sortieren.

Die Aussage in Korollar 4.15 gilt fiir jede Verteilung der Eingaben, sofern die Fol-
gen 11 und TT jeweils gleich wahrscheinlich sind oder jeweils zufallig entschieden
wird, ob die Folge von links nach rechts oder in umgekehrter Richtung sortiert wer-
den soll.

4.4 Das Prinzip von Inklusion und Exklusion

Sind A und B disjunkte Mengen, so gilt |A U B| = |A| + |B|. Allgemeiner gilt fiir
beliebige, nicht nowendigerweise disjunkte Mengen A und B die Formel |[A U B| =
|A| + |B| — |A n B|, denn durch Aufzidhlen der Elemente aus A und der Elemente
aus B werden diejenigen Elemente doppelt gezahlt, die im Schnitt der beiden Mengen
liegen. Diese miissen deswegen einmal abgezogen werden. Fiir drei endliche Mengen
A, B, C gilt

[AUBUC|=|Al+|B|+|C|-|AnB|—|BNnC|-|AnC|+|AnBnC(C|

Dies erkennt man aus dem folgenden Venn-Diagramm (John Venn, 1834-1923) dreier
Mengen A, B, C:

5/
\/
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Beispiel 4.16. Wie viele Zahlen zwischen 1 und 1000 sind durch 3 oder 5 oder 8 teil-
bar? Sei A bzw. B bzw. C die Menge der durch 3 bzw. 5 bzw. 8 teilbaren Zahlen zwi-
schen 1 und 1000. Es gilt:

1000 1000
|A‘—[TJ—333 ‘AﬂB‘—[l—SJ—GG
1000 1000
|B|—[TJ—200 ‘Bﬂc‘—[TJ—ZS
1000 1000
1000
AnBnc=| 5] -
Daraus folgt |A UB U C| = 333 + 200 + 125 — 66 — 25 — 41 + 8 = 534. O

Das Prinzip von Inklusion und Exklusion verallgemeinert diese Formel und er-
laubt das genaue Zidhlen der Elemente einer Vereinigung von Mengen. Die Bezie-
hung 4.17 ist nach James Joseph Sylvester (1814-1897) benannt.

Satz 4.17 (Siebformel von Sylvester). Fiir endliche Mengen A, ..., A, gilt:

AU - UApl = D (=D Y A, 00 Ay

k>1 1< <---<71y<n

Beweis. Sei x € A = A; U --- U A, und x komme in genau m Mengen A; vor,
1 < m < n. Das Element x wird auf der linken Seite genau einmal gezahlt. Wir
zahlen jetzt, wie oft x auf der rechten Seite vorkommt. Hierfiir kbnnen wir x € A; fiir
1 <i<mundx ¢ A; flirm < i < nvoraussetzen. Ein Summand [A,, N - - - N Ay, |
liefert also keinen Beitrag fiir x, wenn ¥ > m. Die Gleichung ldsst sich daher fiir
dieses x wie folgt umschreiben:

1 = Z(_l)k+1 Z 1 = Z(_l)kJrl(nkq')

k>1 IE(“"',;,’m}) k>1

Dies ist dquivalent zur folgenden Identitdt, welche aus der Anwendung des Binomi-
alsatzes auf (—1 + 1)™ folgt:

Z(—l)k<7:> =0 firm=1
k

Insgesamt erhalten wir die Gleichheit fiir jedes x € A und damit die Siebformel von
Sylvester. O

Eine Anwendung der Siebformel von Sylvester wird hdufig als (das Prinzip von)
Inklusion und Exklusion bezeichnet. Wir betrachten nun zwei Beispiele. Als erstes er-
halten wir einen weiteren Beweis fiir die Euler’sche Formel (1.1). Sein = p'' - - - py*"
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die Primfaktorzerlegung von n € N mit n; > 0 und p; paarweise verschiedenen
Primzahlen. Dann gilt fiir die Anzahl @ (n) der zu n teilerfremden Zahlen zwischen 1
und n die Beziehung:

o i-£)1-2) )

Fiir n < 1 ist dies klar. Sei nun n > 2. Fiir jeden Teiler d € N von n gibt es % unter
den Zahlen zwischen 1 und n, die durch d teilbar sind. Sei A = {1,...,n}, und fiir
i=1,...,vrseid;j = {x € A| piteilt x}.Firp(n) = |[A\ (A1 U---UA,)| gilt:

JAV(ALU - - UA) = A+ X (DX D 1A, 0 N Ay

k=1 1< <---<¥k<r

r
S N G D LI S —— :n<1—i)---<1—i>
k=1 1<r) <+ <VR<T Pr - Pry P1 Pr

Als Nachstes wollen wir die Beweistechnik aus der Siebformel von Sylvester auf
ein dhnliches Problem anwenden. Seien Ay, ..., A, Teilmengen einer endlichen Men-
ge A. Die Anzahl der Elemente aus A, die zu genau m der Teilmengen A; gehoren, ist
gegeben durch

< k
Z(_l)k+m<m) Z ‘Ahn"'mAVk‘

k=m 1< <--- <1<V

Fiir den Beweis der Formel sei x € A ein Element, das zu genau s der Teilmengen
gehort. Wir zdhlen, wieviel x zur obigen Summe beitrdgt. Das Element x gehort ge-
nau zu den k-fachen Durchschnitten derjenigen s Mengen, in denen x liegt. Deren
Anzahl ist (i) Also ist der Beitrag von x in der Summe genau

S G)

Im Falle von s < m ist die Summe O und x kommt auch in keinem Durchschnitt
von m Mengen vor. Fiir s = m hat die Summe den Wert 1. Sei jetzt s > m. Wir zeigen,
dass die Summe den Wert O hat, womit die Behauptung bewiesen ist. Mittels der tri-
nomialen Revision in Satz 4.4 ergibt sich dies aus dem Binomialsatz, angewendet auf
(1-1)s"m=0:

£ (8) o)
(o)) o
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4.5 Rencontres-Zahlen

Es sei S, die Gruppe der Permutationen iiber der Menge {1,...,n} und R, die Teil-
menge der fixpunktfreien Permutationen. Also ist | Sy | die Anzahl der Bijektionen ei-
ner n-elementigen Menge und R,, = | R, | zahlt die Bijektionen, die kein Element auf
sich selbst abbilden. Die Zahlen R;, heif3en Rencontres-Zahlen nach dem ,,Probléme
des rencontres (Treffen) nach Pierre Rémond de Montmort (1678-1719). Treffen sich n
Ehepaare zu einem Tanzabend, so gibt es R,; Moglichkeiten, n Tanzpaare zu bilden,
ohne dass Ehepaare zusammen tanzen.

Satz 4.18. Fiirn = 1 gilt:

n
(=D*
Rp=n!) 7
k=0

Beweis. Sei P, die Menge aller Permutationen aus S;,, die das Element m fest lassen.

lassen, ist (n — k)!. Es folgt:

Ry =ISp\ (PrU---UPy)=nl+ Y (-D¥ > (n—k)

k=1 1<i)<---<ig<n
=nl+ > (—1)k<k>(n— k)l =nl> (—1)’<H
k=1 k=0 :
Hierbei verwendet die zweite Gleichheit die Siebformel von Sylvester. O

Wir konnen den Rencontres-Zahlen eine weitere Interpretation geben: Wenn je-
mand n Briefe und die zugehorigen Umschlédge schreibt und dann die Briefe willkiir-
lich in die Umschldge steckt, wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit p,,, dass keiner der
Adressaten den ihm zugedachten Brief erhalt? Diese Wahrscheinlichkeit ist gegeben
durch:

Ry < (=K
—m=X

Pr= =&k

Fiir n — oo strebt diese Wahrscheinlichkeit gegen % ~ 0,37. Insbesondere erhalten
wir mit der Stirling’schen Formel 2.2 das folgende Wachstumsverhalten:

V2mtn (n\"
Rn ~ e (Z)

Als Néchstes betrachten wir eine Verallgemeinerung der Rencontres-Zahlen. Sei
Ry, m die Anzahl der Permutationen in S, mit genau m Fixpunkten. Insbesondere ist
Ru,0 = Ry. Dann gilt:

n "< 1
Rn,m = % go (_1) E
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Dies sieht man wie folgt. Fiir die Auswahl der m Fixpunkte hat man ( ) Moglichkei-
ten. Die restlichen Elemente sind dann fixpunktfrei abzubilden. Dafiir gibt es Ry,
Moglichkeiten. Also ist Ry,m = ( ﬁ)Rn,m, und hieraus folgt die Behauptung.

Wir geben noch eine alternative Herleitung fiir den Wert der Rencontres-Zahlen.
Setze Qn = Di_o (’Z)Rk. Wie eben bemerkt, gilt Ry, x = (’Z)Rn_k. Daraus folgt

n= i (Z)Rk = i (:)Rn—k = iRn,k =n!

k=0 k=0 k=0

Die Binomialinversion in Satz 4.5 liefert nun die gewiinschte Beziehung:
n
Z 1" k( )Qk— Z( 1) (k)an
; 1
Z( 1)’<< )(n k)'—n'Z( DES

k=0

4.6 Stirling-Zahlen

Mit Hinweis auf eine 1730 veroffentlichte Arbeit von James Stirling (1692-1770) fiihrte
Niels Nielsen (1865-1931) in seinem Handbuch der Theorie der Gammafunktion (Teub-
ner Verlag, Leipzig 1906) die Bezeichnung ,,Stirling-Zahlen der ersten und zweiten
Art“ ein. Wir benutzen hier die Karamata-Notation fiir die Stirling-Zahlen, die auf Jo-

van Karamata (1902-1967) zuriickgeht. Damit bezeichnet [ ] die Stirling-Zahlen ers-

ter Art und { } diejenigen der zweiten Art. In der kombinatorischen Interpretation
ist [ ] die Anzahl der Permutationen iiber M = {1,...,n}, die sich in k Zykel zerle-
gen lassen, und {k} ist die Anzahl der Partitionen von M in k Klassen. Die Karamata-
Notation wurde insbesondere durch die Arbeiten von Donald Ervin Knuth (geb. 1938)
zu einem anerkannten Standard. Sie betont die Analogie der Bildungsgesetze zu den

Binomialkoeffizienten.
0} 1 fiirk =0
k 0 sonst

Wir untersuchen zunachst die Stirling-Zahlen der zweiten Art.
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4.6.1 Die Stirling-Zahlen zweiter Art

Die Zahlen {’IZ} geben die Anzahl der Partitionen einer Menge von n Elementen in k
Klassen an. Eine Partition einer Menge A ist eine Menge P = {P1,..., Py} mit U; <;<x
Pi=AmitP; # Jfiiralle]l <i<kundmitP; NP; = Qfiirallel <i<j<k.

A

: : i
| | |
i i i
P i P; i .. i Py
| | |
| | |
| | |
i i i
| | |

Die Mengen P; sind die Klassen der Partition P. Die Menge P definiert also eine dis-
junkte Zerlegung von A in k nichtleere Klassen. Formal definieren wir fiir n € N und
k € 7 die Zahlen

{Z} = |[{P | P isteine Partition von {1,...,n} in k Klassen }|

Beispiel 4.19.

{"}:1 fiirn > 0
n

{:}:0 firn <0 < k {’;
{:}>1 firm>k>1 {T

n| _ on-1 .. n _(n ..
{2}—2 1 firn=1 {n—l} (2) firn>1 %

Satz 4.20 (Additionstheorem fiir Stirling-Zahlen zweiter Art).

- e

Beweis. Wir beweisen die Identitdt zundchst nur fiir den Falln > 1 und k € 7, da
sonst rechts noch nicht alle Terme definiert sind. Der allgemeine Fall wird sich spa-
ter aus Gleichung (4.3) ergeben und wird bis dahin nicht benutzt. Sei also n > 1.
Wir teilen die Menge der Partitionen in zwei Typen ein. Der erste Typ enthdlt {n} als
eine Klasse. Dies ergibt den Summanden {2:”», da jede solche Partition mit einer
Partition von {1,...,n — 1} in k — 1 Klassen identifiziert werden kann. Der zweite
Typ von Partitionen entsteht dadurch, dass wir bei einer Partition {Py,..., Pk} von
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{1,...,n — 1} das Element n zu einer der k Klassen hinzufiigen. Es gibt {”I;l} Parti-
tionen von {1,...,n — 1}, und es gibt k moégliche Klassen, zu denen wir n hinzufii-
gen kénnen. Damit gibt es genau k{ ”;1} Partitionen vom zweiten Typ. Jede Partition
gehort entweder zu Typ eins oder zu Typ zwei. O

Satz 4.21. Seien A und B endliche Mengen mit |A| = n und |B| = m. Dann gibt es
m! {;:l} Surjektionen von A auf B.

Beweis. Ohne Einschrankung konnen wir A = {1,...,n} und B = {1,...,m} an-
nehmen. Sei P = {Py,...,P,,} eine Partition von A in m Klassen und sei 1T eine
Permutation von B. Es gibt m! {::l} Paare (P, 17). Jedem dieser Paare konnen wir eine
Surjektion f : A — B zuordnen, indem wir f(i) = 1(j) fiir i € P; definieren. Dies
zeigt, dass es mindestens m! { ,’:1} Surjektionen von A auf B gibt. Umgekehrt konnen
wir jeder Surjektion f : A — B eine Partition P zuordnen:

P={r"0) |ieB]

Fiir jede Permutation 11 : B — B fiihrt 71 o f zur selben Partition wie f. Dies zeigt,
dass es hochstens m! { ::l} Surjektionen von A auf B gibt. O

Der letzte Satz liefert eine untere Schranke fiir {2# } Hierfiir betrachten wir nur
gewisse Surjektionen von {1,...,2n} auf {1,..., n}. Wir wiahlen eine Permutation 7t
von {1,...,n} und eine Abbildung f von {n + 1,...,2n} nach {1,...,n}.Jedes sol-
che Paar (1, f) liefert eine Surjektion der Menge {1,...,2n} auf {1,...,n} und es
gibt n! - n" solche Paare. Mit Satz 4.21 erhalten wir jetzt:

{Zn} >n" 4.2)
n

Mit Satz 4.221assen sich Potenzen in Summen von fallenden Faktoriellen umrech-
nen.

Satz 4.22.

-3l

k

Beweis. Sei zundchst x € N und seien A und X Mengen mit |A| = n und | X| = x.
Auf der linken Seite der Gleichung zdhlen wir alle Abbildungen von A nach X. Als
Néchstes untersuchen wir die rechte Seite der Gleichung. Nach der Formel (4.1) gibt es
xX Injektionen von {1, ..., k} nach X. Nun lisst sich jeder Partition P = {Pi, ..., Py}
von A in k Klassen und jeder injektiven Abbildung g : {1,...,k} — X eindeutig eine
Abbildung f : A — X zuordnen:

f@)=g(j) firiep;

Damit bildet f alle Elemente aus der Klasse Pj auf g(j) ab. Jede Abbildung kann ein-
deutig auf diese Weise erzeugt werden. Mit der Polynommethode folgt die Behaup-
tung fiir x € C. O
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Nach der Umformung >, {Z} cxk =3 k!{’,:} (’,ﬁ) kénnte man Satz 4.22 auch
mit Hilfe von Surjektionen beweisen. Die Idee hierbei ist, bei jeder Abbildung zuerst
den Wertebereich festzulegen und dann in diesen Wertebereich surjektiv abzubilden.

Als Anwendung des Prinzips von Inklusion und Exklusion beweisen wir noch
die Formel 4.23 iiber die Stirling-Zahlen, die wir spéter fiir eine Darstellung der Bell-
Zahlen in Satz 4.34 benutzen werden.

Satz 4.23.
n m
| — _1\ym-k no g
m.{m} %( 1) <k>k fiir n,m =0
Beweis. Sei A = {1,...,n} und B = {1,...,m}. Fiir i € B definieren wir F; =

[f:A—B|i¢ f(A)}.Mit|B*| = m" gilt nach Satz 4.21 die Gleichung m!{ | =
— | Ufﬁl F;|. Mit der Siebformel 4.17 14sst sich dies schreiben als

m!{"} Z( DS | Fy 0.0 By

m
l<r<---<ry<m

—Z( 1)’< > |{fest | faynr=a}

Ie({l ..... m})
=> DR > m-on 2(1 ( )(m k)™
k Ie({l ..... m})

_ _1\ym-k m n
T (1)

In der zweiten Zeile ist der Term mit k = 0 genau m™. Fiir |I| = k enthilt die Men-
ge {f €BA| f(A) NI = O} genau (m — k)" Abbildungen; dies erklirt die dritte
Gleichung. Von der vorletzten zur letzten Zeile wurde die Symmetrie (T) = (m"f k)
benutzt.

Korollar 4.24. Fiir0 < n < m gilt:

vmek (MY, 0 fallsn=m
yem (e

0 fallsn<m

Beweis. Fiir 0 < n < m gilt {:fl} =0, und fiir 0 < n = m gilt {::l} = {Z} = 1. Die
Aussage folgt nun aus dem vorigen Satz. O

Das Korollar 4.24 ist iiberraschend. Als Ubung priife man etwa direkt:

()-GO (e ()=
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(- (e (-
(-G (- e-o-s

Das Ziel der folgenden Uberlegungen ist die Erweiterung der Stirling-Zahlen {Z}
auf alle k, n € Z, so dass das Additionstheorem 4.20 allgemein gilt:

n n-1 n-1
{k}_{k—l}JrkSL r }EN (4.3)
Bisher ist {Z} definiert fiir n > 0 und k € Z. Hierfiir liegt bereits eine kombinatori-

sche Interpretation vor, und die obige Formel gilt fiir alle n > 1. Fiir n < 0 definieren
wir zunéchst {3} = 0. Damit gilt dann

{n} B SLO} |1 fallsn=0

0 n 0 sonst

Dies erweitert die Definition auf alle n € Z und k = 0. Sei jetzt k < 0 und { kﬁl} fiir
alle n € Z schon definiert. Wir setzen fiir n € 7Z und k < 0 induktiv

(S R aE R

Dies definiert die Erweiterung auf n € Z und k < 0. Sei schliefilichn < Ound k > 0.

G -e(et-emd) e {5}-12) -0

{:}zo falls nk < 0

notwendig und hinreichend, um die Identitidt auf ganz 7 x Z fortzusetzen. Das Additi-
onstheorem 4.20 ist also vollstandig bewiesen. Aufgrund dieser Tatsache kénnen wir
die Identitat aus (4.3) wie folgt umschreiben:

k) (-(k-1) —k
{_n}_{_(n_l)}+<n_1>{_(n_l)} (44

Dies sieht zwar etwas seltsam aus, wird aber im ndchsten Abschnitt zur Dualitat
zwischen den Stirling-Zahlen erster Art und zweiter Art fithren. Das folgende Schau-
bild des Stirling’schen Schmetterlings gibt ein paar der Werte {’Z} an.

ist
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Stirling’scher Schmetterling

4.6.2 Die Stirling-Zahlen erster Art

Die Stirling-Zahlen [2] der ersten Art geben die Anzahl der Moglichkeiten an, n Ob-
jekte in k Zykel zu arrangieren. In der Sprache der Permutationen ist dies die Anzahl
der Permutationen mit k Zykeln iiber n Elementen. Sei 7t eine Permutation der Ele-
mente A = {1,...,n} und seii € A. Dannist (i, 1w (i), w2 (i),..., ne’l(i)) der Zykel
von i, falls 7T€(i) = i und die Elemente i, v (i), w2 (i),. .., ng’l(i) paarweise ver-
schieden sind. Hierbei bezeichnet 17/ die j-fache Hintereinanderausfiihrung der Per-
mutation 7. Jede Permutation ldsst sich als Menge von disjunkten Zykeln beschrei-
ben. Die mathematische Sprechweise verwendet hier tatsachlich den Term ,,Zykel“
und nicht ,,Zyklus“ oder ,,Zyklen“. Fiir n € N und k € Z definieren wir

k

Beispiel 4.25. Sei A = {1,2,3,4,5,6}. Dann entspricht T = (1,2,4)(3)(5,6) fol-
gender Permutation:

n
[ } = |{mr | 7T ist Permutation von {1,...,n} mit k Zykeln}|
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Diese Permutation besteht aus drei Zykeln. Weitere Schreibweisen der selben Zykeldar-
stellungen sind z.B. (2,4,1)(5,6)(3) oder (3)(6,5) (4, 1, 2). Diese Darstellung lasst
sich graphisch folgendermaf3en veranschaulichen:

SRR

Da jede Permutation eine Darstellung durch disjunkte Zykel besitzt, folgt direkt
aus der Definition der Stirling-Zahlen erster Art der Satz 4.26.

"3

Jede Zerlegung in k Zykel definiert eine Partition in k Klassen und jede Partition
in k Klassen wird auch durch eine Zerlegung in k Zykel getroffen. Damit konnen wir

festhalten:
Geb=[i] we S{ifen @

Satz 4.26.

Beispiel 4.27.

[8_:1 _’g_:o fiirn > 1

n =1 firm=0 n =0 fir0<n<k

_n_ _k_

: 0 firn<0<k ’f —(m-1) firn=1

EA . n| (n ] (n\ .

_k_>1 firm>k>1 [n—l__{n—l}_<2> firn=>=1 %

Satz 4.28 (Additionstheorem fiir Stirling-Zahlen erster Art).

=[]

Beweis. Wir zeigen das Additionstheorem fiir n > 1 und k € Z. Auf der linken Seite
zdhlen wir alle Permutationen von {1, ..., n} mit k Zykeln. Diese lassen sich in zwei
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Typen einteilen: Der erste Typ enthdlt (1) als Zykel und der zweite Typ nicht. Die Per-
mutationen des ersten Typs entstehen, indem man den Zykel (1) zu einer Permutati-
onvon {1,...,n — 1} mit k — 1 Zykeln hinzunimmt. Hierfiir gibt es [’IZ:H Moglichkei-
ten. Als Nédchstes iiberzeugen wir uns davon, dass der zweite Summand den Permuta-
tionen des zweiten Typs entspricht. Alle diese Permutationen erhdlt man, indem man
bei einer Permutation von {1,...,n — 1} mit k Zykeln das Element » einfiigt. Es gibt
[";1] solche Permutationen, und bei jeder davon kénnen wir das Element n direkt
hinter einem der n — 1 iibrigen Elemente in einen Zykel einzufiigen. O

Aus Satz 4.28 und der Gleichung [’11] = (n — 1)!in Beispiel 4.27 erhalten wir mit
Induktion nach n die Abschatzung

[’Z] >m—k) firn=k=1 (4.6)

Die steigende Faktorielle x™ bezeichnet das Polynom x™ = x(x +1) - - - (x +n—
1). Das Korollar 4.29 zum Additionstheorem sagt, dass die Werte [’,:] als Koeffizienten
vor xk fiir k, n € N erscheinen, wenn wir dieses Polynom x™ ausmultiplizieren.

Korollar 4.29.

xT=> [:]xk

k

Beweis. Die Aussage ist richtig fiir n = 0, da x° = 1 und [8] = 1 gilt. Fiir k # 0O ist
[2] = 0. Wir betrachten jetzt n > 1:

St RTS8

- [::i]xk + %(n— 1)[”; 1}&

=x-x"lam-Dx"T=(x+n-Dx"1=x"

=X
Die letzte Zeile folgt mit Induktion nach n. O

Betrachten wir nun das Polynom der fallenden Faktoriellen:

x = > s(n, k)x*
K

Die Zahlen s (n, k) erfiillen fiir n, k € N wegen (—1)"x" = (—x)%nach Korollar 4.29
die Beziehung:

s(n, k) = (—1)“[2}
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Die Werte s (n, k) sind also Stirling-Zahlen der ersten Art ,,mit Vorzeichen®. Das Poly-
nom x2 hat die Nullstellen O,...,7n — 1 und nimmt bei x = n den Wert n! an. Also
gilt:

Korollar 4.30. Fiir0 < m < n gilt:

! =
Z(_l)n_k[Z]mk _ {n fallsn = m
k

0 falsm<n

Aus den Additionstheoremen 4.20 und 4.28 und aus den Startwerten in den Bei-
spielen 4.19 und 4.27 folgt zusammen mit der Erweiterung der Stirling-Zahlen zweiter
Art auf ganze Zahlen auch Satz 4.31.

Satz 4.31.

Dies zeigt insbesondere, dass das Additionstheorem 4.28 fiir die Stirling-Zahlen
erster Art fiir ganze Zahlen gilt. Als Abschluss dieses Abschnitts {iber die Stirling-
Zahlen geben wir noch eine Formel zur Berechnung von [’21] an. Hierzu bendotigen wir
die n-te harmonische Zahl H,,

n
Hp =)
k

Qx| =

1
Die harmonischen Zahlen H,, liegen aufgrund der Integralabschatzung

~ | =

<1+ dt

t

&=

n+1 1 n
J —dt < >
21 b k=1

J—=

nahe bei In n. Bekanntermafien konvergiert die Differenz H,, — Inn gegen die Eu-
ler’sche Konstante

y = 0,577721566490153286060651209008240243104215933 - - -

Satz 4.32. Fiirn > 1 gilt:
H — (n - 1)!Hp1

2
Beweis. Wir geben eine ,,Bauanleitung” fiir Permutationen von {1,...,n} mit 2 Zy-
keln an. Im ersten Schritt schreiben wir die Elemente aus {1,...,n — 1} in einer be-

liebigen Reihenfolge hintereinander. Hierfiir gibt es (n — 1)! Moglichkeiten. Am Ende
dieser Folge fiigen wir n hinzu. Im zweiten Schritt teilen wir die entstandene Folge in
zwei nichtleere Folgen auf. Die erste Folge hat die Lange k > 1, die zweite Folge hat
die Lange n — k > 1 und endet mit dem Element n.
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ai az Tt ak | Ak+1 Tt an-1 n

Dies liefert uns Zf;ll (n — 1)! verschiedene ,,Baupldane“. Die beiden Folgen reprasen-
tieren zwei Zykel. Die Darstellung des zweiten Zykel ist durch das Element n am Ende
eindeutig festgelegt. Bei dem ersten Zykel hingegen gibt es k gleichwertige zyklische
Vertauschungen (wir kénnten mit jedem der k Elemente beginnen). Dies fiihrt dazu,
dass wir fiir jede Permutation mit 2 Zykeln k verschiedene ,,Baupldne“ angegeben
haben, falls der Zykel ohne das Element n die Lange k hat.

n-1
n| (-1
[Z]—I;—k =(n-1)Hy

Umgekehrt findet man fiir jede Permutation mit 2 Zykeln auch k Bauplédne, wenn der
Zykel ohne das Element 7 die Lange k hat. O

4.7 Bell-Zahlen

Die n-te Bell-Zahl By, gibt die Anzahl aller Partitionen einer n-elementigen Menge an.
Die Bell-Zahlen sind nach Eric Temple Bell (1883-1960) benannt, der auch unter dem
Pseudonym John Taine Science-Fiction Romane schrieb. Da die Stirling-Zahl { ',:} die
Anzahl aller Partitionen in k Klassen angibt, erhalten wir die folgende Identitat:

3

Mit Hilfe der beiden Ungleichungen in (4.2) und (4.5) erhalten wir eine grobe Abschit-
zung:
n

(5)3 < B, <n! 4.7)

Diese Abschitzung reicht insbesondere fiir eine untere Schranke B,, € 2™,

Satz 4.33. Esgilt By = 1 und

Buir=> (’Z)Bk

k

Beweis. SeiM = {1,...,n + 1}. Fiirjedes k € {0,...,n} hat man (’,:) Moglichkeiten
fiir die Auswahl einer Teilmenge A von M mit |A| = k+ 1 und n + 1 € A. Weiter gibt
es B, _x Moglichkeiten fiir die Partitionierung der Restmenge M \ A. Hieraus folgt die
Behauptung. O
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Mit Hilfe des Additionstheorems 4.20 erhalten wir eine weitere Summendarstel-
lung der Bell-Zahlen durch

Buat = 3 (k + 1){’;}
k

L A (R AL )
o ndil el

Die Formel 4.34 wurde von G. Dobinski im Jahre 1877 gefunden.

denn es gilt

Satz 4.34 (Dobinski-Formel).

n

1
Bu=1 3 1

e k>0
Beweis. Fiir alle N > n gilt nach Satz 4.23:

Bn=2m}= . (%Z(—l)mk(’:)k’@)

m 0<m<N
=Z( Sk )
O0<m=<N 0<k<m kl(m - k)!
k™ 1
= (_ Z (—1)m*k7)
0<k<N k! k<mx<N (m - k)!
(E s (—1)‘))
0<k=<N k! 0<l<N-k 4
Wegene ™ =3, % ergibt sich mit N — o die Behauptung. O

4.8 Partitionszahlen

Eine Partition einer Menge A = A; U - - - U Ag mit n Elementen in k nichtleere dis-
junkte Teilmengen bewirkt eine Zerlegung von n in k positive Summanden, ndmlich

n=I[Al+---+ Al

Die Anzahl dieser Partitionen wird durch die Stirling-Zahlen {',:} der zweiten Art be-
schrieben, jedoch konnen verschiedene Partitionen dieselbe Summenzerlegung er-
zeugen. Da es auf die Reihenfolge nicht ankommt, kénnen wir die Summanden der
Grof3e nach ordnen. Unter einer Partition (oder Zerlegung) einer Zahl n in k positive
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Summanden verstehen wir eine Folge (n1,...,1ng) € N¥mitn; > --- >ng > 1
sowie

K
n=>n;
i-1

Wir bezeichnen mit P(n, k) die Menge dieser Folgen, und P(n,k) = |P(n,k)| ist
deren Anzahl. Die Zahlen P(n, k) € N heiflen (arithmetische) Partitionszahlen. Sie
driicken die Anzahl der Zerlegungen von 7 in genau k positive Summanden ohne Be-
riicksichtigung der Reihenfolge aus. Die summatorischen Partitionszahlen P (n) sind
erklart durch die Anzahl der Zerlegungen von 7 in positive Summanden, also

P(n) => P(nk)
k

Beispiel 4.35. Es gilt (5,3,3,2,1,1) € P(15,6),denn 15 =5+3+3+2+ 1+ 1.
Wegen 4 = 3 +1 = 2 + 2 ergibt sich P(4,2) = 2. Und es ist P(7,3) = 4, weil
7=5+1+1=4+2+1=3+3+1=3+ 2+ 2.Etwas allgemeiner gilt fiir n > 0:
Pn,n) =1 Pn,1)=1 firn=1
P(n,Z):[%J Pmn—1) =1 fiirn =2 o

Es gilt P(0,0) = 1, denn es gibt genau eine, ndmlich die leere Summe, deren
Summanden alle positiv sind und addiert O ergeben. Ferner gilt P(n,0) = O fiir alle
n + 0und P(n,k) = 0fiirallen < 0.

Einer Partition (n4,...,ng) € P(n, k) ordnen wir ihr Ferrers-Diagramm zu. Dies
ist ein Punkteschema, das im kartesischen Koordinatensystem durch die Punkte (i, j)
miti € {1,...,k},j € {1,...,n;} gegeben wird. Dies bedeutet, dass wir in Spalte i
genau 1; viele Punkte zeichnen. Diese Diagramme wurden von Norman Macleod Fer-
rers (1829-1903) eingefiihrt, um die Partitionszahlen zu visualisieren. Die Spiegelung
an der Hauptdiagonalen fiihrt Ferrers-Diagramme in Ferrers-Diagramme zur selben
Zahl n iiber, siehe Abbildung 4.2. Man erhalt so eine Bijektion zwischen der Menge
der Zerlegungen von 7 in genau k positive Summanden und der Menge der Zerlegun-
gen von 71 in positive Summanden mit k als grofitem Summanden. Also ist P(n, k)
gleich der Anzahl aller Zerlegungen von # in positive Summanden, in denen k als
grofiter Summand auftritt.

Bisher haben wir die Zahlen P(n, k) fiir n € Z und k € N definiert, fiir die eine
kombinatorische Interpretation vorliegt. Wir erweitern den Bereich jetzt auf alle Paare
(n,k) € Z x Z,indem wir P(n, k) = 0 fiir k < 0 setzen.

Satz 4.36 (Rekursionsformeln fiir Partitionszahlen).
P(n,k) =P(n—-1,k—-1)+P(n—-k,k)

= > P(n—k,j)
j<k

= > P(n—jk,k—1)
Jj=0
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[}
[ ]
® | Spiegelung |
o0 o —_— o oo
° o oo AR
ol oo 0|00 o o000
- > 1 > 1
Ferrers-Diagramm zu Ferrers-Diagramm zu
(4,3,3,2,1,1) (6,4,3,1)

Abb. 4.2, Ferrers-Spiegelung.

Insbesondere gilt P (n, k) = stn_kP(n —k,j)=Pn—-k)firk=n/2.

Beweis. Wir zeigen zundchst die erste Gleichung. Diese gilt fiir k < 0 oder n < 0.
Seien also 1, k > 0. Die Zerlegungen von 7 in genau k positive Summanden zerfallen
in zwei Klassen, ndmlich in solche, bei denen 1 als Summand auftritt und in solche,
bei denen sdmtliche Summanden grof3er als 1 sind. Lassen wir bei den Zerlegungen
des ersten Typs einen Summanden 1 weg, so bleibt eine Zerlegung von n — 1 in ge-
nau k — 1 positive Summanden, und dafiir gibt es P(n — 1,k — 1) Moglichkeiten.
Bei den Zerlegungen des zweiten Typs kénnen wir von jedem Summanden 1 abziehen
und erhalten eine Zerlegung von n — k in genau k positive Summanden, wofiir es
P (n — k, k) Moglichkeiten gibt. Die anderen Gleichungen ergeben sich aus der ersten
durch Induktion. O

Beispiel 4.37. Ist n > 4, so folgt P(n,n — 2) = Z?ZOP(Z,J') =P(2,0) + P(2,1) +
P(2,2) = 0+1+1 = 2.Istn > 2k,sohdngt P(n,n—-k) = > ;.,,_P(k,j) = P(2k, k)
nur von k ab. %

Wir haben gesehen, dass P (1, k) auch die Zahl der Zerlegungen von n in positive
Summanden mit k als gr6f3tem Summanden ist. Entsprechend kann man die unteren
Partitionszahlen p (n, k) wie folgt definieren. Es sei p (n, k) die Zahl der Zerlegun-
gen von 7 in positive Summanden, die alle mindestens den Wert k haben. Also gilt
pn,n) =1fiirn e Nund p(n, k) = 0fiir n < 0 oder k > n. Ferner gilt

P(n) =pn,k) firk<l1
Satz 4.38 (Rekursionsformel fiir untere Partitionszahlen). Fiir k > 1 gilt

p(n,k) =pmn,n) + > pn-jj
j=k
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Beweis. Die Gleichung gilt fiir n < 0. Seien also n,k > 1. Es gibt eine Zerlegung
mit genau einem Summanden. Entfernen wir aus den anderen den kleinsten Sum-
manden, so hat dieser einen Wert j mit k < j < |n/2]. Dies liefert die Beitrage

Aus Satz 4.38 folgt fiir n € N und k > 1 die Gleichung p(n,k) = 1 + Zgﬁfj

pm—j,j),dennesgilt p(n,n) = lund p(n — j,j) = 0 fiir j > |n/2]. Im Ka-
pitel {iber erzeugende Funktionen zeigen wir log P(n) € ©(,/n). Das Wachstum der
Partitionszahlen P(n) kann also durch kein Polynom begrenzt werden, es ist aber
deutlich langsamer als etwa 2".

4.9 Catalan-Zahlen

Die Catalan-Zahlen (Eugéne Charles Catalan, 1814-1894) tauchen bei einer Vielzahl
kombinatorischer Probleme auf. Hiervon werden wir in diesem Abschnitt Klammer-
ausdriicke, Dyck-Worter und Bindrbdume behandeln. Die n-te Catalan-Zahl C,, ist

wie folgt definiert:
1 2n
=i ( n )

1 2n+1
2n+1 n

mialkoeffizienten (2; ) haben wir in Abschnitt 2.2 untersucht. Nach Gleichung (2.4)

Durch Umformung sieht man C,, = ) Das Wachstum des mittleren Bino-

gilt Wnﬂ) < Cp, < 4" und mit Hilfe der Stirling’schen Formel sehen wir
41’!,
C ~—_—
" n.ymn

In der nachsten Tabelle geben wir einige Werte der Catalan-Zahlen an:

n o 1 2 3 4 5 6 s 10 s 20
Ch, 1 1 2 5 14 42 132 --- 16796 --- 6564120420

4.9.1 Dyck-Worter und Catalan-Zahlen

Dyck-Worter! beschreiben korrekte Klammerungen. So ist () ((())) () korrekt geklam-
mert, wahrend es ()) () ((()) nicht ist. Der besseren Lesbarkeit halber verwenden wir
den Buchstaben a fiir ,,Klammer auf* und b fiir ,,Klammer zu®. Also ist abaaabbbab
ein Dyck-Wort und abbabaaabb ist keins.

1 Ritter Walther Franz Anton von Dyck (1856—1934) war der erste Rektor der heutigen Technischen
Universitat Miinchen, als diese 1903 die Rektoratsverfassung erhielt.
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Die Menge der Zeichenketten oder Worter iiber a, b sei {a, b}*. Fiir ein Wort w €
{a, b}* bezeichne |w| die Lange, |w|, die Anzahl der a in w und |w |, die Anzahl
der b. Insbesondere gilt |w| = |w|, + |w|p. Wir schreiben ©u < w, falls u ein Prdfix
von w ist, also wenn uv = w fiir ein Wort v € {a, b}* gilt. Hierbei ist uv das Wort,
das entsteht, wenn man die Worter ©u und v hintereinander schreibt. Wir kénnen ein
Dyck-Wort w € {a, b}* durch die folgenden beiden Bedingungen definieren.
@ lwla = lwlp,

(b) |ulg = |ulp fiir alle Prafixe u von w.

Mit D, bezeichnen wir in diesem Abschnitt die Menge der Dyck-Worter der Lange 2n.
Also gilt:

Dy = {we (@b} | lwlg=n, Vu<w: |uly> |u\b}

Satz 4.39. Die Anzahl der Dyck-Worter der Linge n ist Cy, also:

1 (2n
Dyl =
IDn| n+1<n>

Beweis. Sei E,, = Dy b die Menge der Worter w b, wobei w ein Dyck-Wort der Lange n
ist. Klar ist |E} | = |Dy|. Schlief3lich sei W,, die Menge der Worter der Lange 2n + 1,
die an genau n + 1 Positionen ein b enthalten. Dann gilt

Wl = <2n+ 1) _2n+1 <2n>
n+1 n+l\n
Zu zeigen ist also noch (2n + 1)|E,| = |Wy|. Ein Wort aus W,, kann durch ein
Klammergebirge visualisiert werden: Bei einem a gehen wir nach oben und bei ei-
nem b nach unten. Beginnen wir auf dem Niveau Null, so enden wir auf dem Ni-
veau —1. Die Worter aus E;, erkennen wir daran, dass wir bis auf den letzten Schritt

oberhalb der Null-Linie bleiben. Allgemein gilt dies nicht, so entspricht dem Wort
w = abbabaaabbb € W5 das folgende Klammergebirge:

Niveau
2

1 /N
N\ /N,
\N/"\/ N\

a b b a b a a a b b b

u v

Betrachten wir jetzt fiir ein Wort w aus W), den kiirzesten Prafix u, der eine
tiefste Position erreicht und zerlegen das Wort w in uv, so ist die zyklische Vertau-
schung vu ein Wort aus E;,. In dem Beispiel ist u = abb und vu = abaaabbbabb
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€ Es. Man iiberzeugt sich leicht, dass abb der einzige Prifix ist, der auf diese Wei-
se zu einem Wort aus Ej5 fiihrt. Diese Beobachtung lasst sich auf jedes Wort in W,
anwenden.

Zundchst ist klar, dass u nicht leer ist und mit einem b enden muss. Angenom-
men, es existieren zwei Prafixe u; und ujur» von w = uju2v € W, mit0 < |[u| <
luiuz| < |wl, sodass u>vuq und vuiu» beides Worter aus E;, sind. Betrachten wir
das Niveau £ am Ende von 1, wenn wir bei Niveau 0 beginnen. Aus uvu; € E,
folgt £ > 0, da das Niveau von Wortern aus E,, bis vor dem letzten Zeichen nie negativ
ist. Aus vu u, € E, folgt £ < 0, da das Niveau von vu,u, mit dem letzten Zei-
chen aus u» negativ wird und vorher nie negativ war. Dies ist ein Widerspruch. Da-
mit entsprechen jedem Wort aus E; genau 27 + 1 zyklische Vertauschungen in Wy,
und jedes Wort aus W, lasst sich durch zyklische Vertauschung eindeutig einem Wort
aus E;,; zuordnen. Wir erhalten wie gewiinscht (2n + 1) |Ey| = [Wy|. O

4.9.2 Bindrbdaume und Catalan-Zahlen

Sucht man einen Namen in einem Telefonbuch, so sieht ein typisches Vorgehen etwa
wie folgt aus. Das Buch wird irgendwo aufgeschlagen und anhand des oben stehen-
den Buchstabens entscheidet sich, ob man weiter vorne oder weiter hinten sucht. Dies
ist der erste Schritt eines allgemeinen Prinzips — der bindren Suche. Die Idee ist, einer
linear geordneten Menge eine Datenstruktur zuzuordnen, die schnelles Aufsuchen,
Einfligen und Loschen erlaubt. Die Basisstruktur hierfiir sind Bindrbaume.

Wir definieren zunachst saturierte Bindrbdume induktiv. Ein einzelner Knoten v
definiert einen saturierten Bindrbaum mit der Knotenmenge {v}. Der Knoten von v
ist zugleich Wurzel und Blatt. Die H6he des Baumes ist 0, und die Menge der inneren
Knoten ist leer. Seien jetzt B; und B> saturierte Bindrbdaume mit Knotenmengen V;
und Vo, wobei wir V1 N V> = & annehmen. Sei v ein neuer Knoten, v ¢ V; U V.
Dann definieren wir einen saturierten Binarbaum B mit Knotenmenge {v} U V] U V>
wie folgt. Die Wurzel ist v, diese hat als linkes Kind die Wurzel von B; und als rechtes
Kind die Wurzel von B,. Die Menge der Blatter ist die Vereinigung der Blatter von B;
und B>. Damit ist v also kein Blatt. Die Menge der inneren Knoten besteht jetzt aus v
und den inneren Knoten von B; und B». Hat B; die Hohe h; fiir i = 1,2, so erhilt B
die Hohe max{hi, h»} + 1.

In einem saturierten Bindrbaum gibt es also genau eine Wurzel, die inneren Kno-
ten haben genau zwei Kinder, wahrend die Blatter die Knoten ohne Kinder sind. Gibt
es n Blatter, so gibt es genau n — 1 innere Knoten. Dies folgt mit Induktion und der
Beobachtung 1 + (n — 1) + (m — 1) = (n + m) — 1. Die Knotenzahl bei n inneren
Knoten ist also 27 + 1 und damit insbesondere ungerade.

Einen allgemeinen Bindarbaum erhalten wir, indem wir bei einem saturierten Bi-
ndrbaum alle Blatter entfernen. Dies verringert die Hohe um 1 und die Knoten haben
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nun 0, 1 oder 2 Kinder. Neu ist also, dass der Baum leer sein kann und dass es Knoten
mit nur einem Kind geben kann. Wir {ibernehmen die alte Wurzel (sofern sie tiber-
lebt hat) und teilen die Knoten wieder in innere Knoten (Knoten mit einem oder zwei
Kindern) sowie Blitter (Knoten ohne Kinder) ein.

saturierter Bindrbaum allgemeiner Bindrbaum

Ausgehend von einem Bindrbaum kénnen wir den saturierten Bindrbaum rekonstru-
ieren, indem wir Blatter anfiigen. Zwischen der Menge der Bindrbdume mit n Knoten
und der Menge der saturierten Bindrbaume mit 27 + 1 Knoten gibt es also eine natiir-
liche Bijektion. Deren Anzahl wird genau wie die Anzahl der Dyck-Worter durch die
Catalan-Zahlen beschrieben.

Satz 4.40. Die Anzahl der Bindrbdume mit n Knoten (bzw. die Anzahl der saturierten

1

Bindrbdume mit n inneren Knoten) ist C;, = =1 (2; )

Beweis. Nach den Vorbemerkungen reicht es, die Anzahl der saturierten Bindrbaume
mit 2n + 1 Knoten zu bestimmen. Diese codieren wir durch Worter der Lange 2n + 1
iiber einem Alphabet mit zwei Buchstaben. Die informelle Beschreibung ist eine Tie-
fensuche von links nach rechts: Besuchen wir in dieser Tiefensuche das erste Mal
einen inneren Knoten, so schreiben wir ein a, bei einem Blatt schreiben wir ein b.
Insgesamt schreiben wir also n mal ein a und n + 1 mal ein b. Bis wir das letzte Blatt
besucht haben, haben wir zu jedem Zeitpunkt mindestens so viele innere Knoten wie
Blatter besucht. In den Bezeichnungen aus dem letzten Abschnitt ist das geschriebe-
ne Wort eine Zeichenkette aus E;; = Dy b. Dem saturierten Bindrbaum aus der obigen
Skizze entspricht das Wort abaaabbbabb.

Aufgrund von Satz 4.39 miissen wir daher nur die Menge B, der saturierten Bi-
narbaume mit n inneren Knoten in Bijektion mit E,, setzen. Hierfiir formalisieren wir
die Tiefensuche durch eine Abbildung code : B,, — {a, b}?"**1. Diese wird induktiv
definiert:

Fiir n = 0 setzen wir code(B) = b fiir den einzigen Baum B € Bj. Sei jetzt
B € B, mit n > 0 und v die Wurzel von B. Sei L der linke Teilbaum unterhalb von v
und R der rechte. Dann setzen wir

code(B) = a - code(L) - code(R)

Mit Induktion sind code(L) und code(R) Dyck-Worter gefolgt von einem b, also ist
auch code(B) ein solches Wort; und damit gilt code(B) € E,. Da code(B) mit ei-
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nem a beginnt, ist a - code(L) der kiirzeste nichtleere Prifix, der ein Dyck-Wort ist.
Damit konnen wir B rekonstruieren, wenn wir code (B) kennen. Die Abbildung code
ist also injektiv.

Betrachten wir ein beliebiges Wort w € E,, so gibt es genau eine Zerlegung w =
aubvb fiir die u und v Dyck-Worter sind. Mit Induktion gilt ub = code(L) und
vb = code(R) fiir saturierte Bindrbdume, also ist w = code(B) fiir ein B € B,,. Die
Abbildung ist damit auch surjektiv und insgesamt bijektiv. O

Aus der Bildungsvorschrift fiir Bindrbaume ergibt sich Korollar 4.41.

Korollar 4.41. Die Catalan-Zahlen erfiillen das folgende Bildungsgesetz:

Co=1, Cpi1= CkCnok fiirnenN
k

4,10 Die mittlere Hohe bindrer Suchbaume

Wir setzen in diesem Abschnitt die Untersuchung der bindren Suche fort. Wir un-
tersuchen folgende Fragestellung: Wie lange miissen wir in einem zufallig erzeugten
Bindrbaum suchen, um einen Eintrag zu finden? ,,Zufillig erzeugt* bedeutet fiir uns,
dass die Elemente in einer beliebigen Reihenfolge in den Suchbaum eingefiigt wer-
den und dass dabei jede mégliche Reihenfolge gleich wahrscheinlich ist. Die Dauer
einer Suche entspricht der Lange des Suchpfades. Es wird sich herausstellen, dass
wir durchschnittlich nur logarithmisch lange (in der Anzahl der Elemente) suchen
miissen.

Es existieren verschiedene Ansdtze, bei denen die Elemente nicht ganz naiv in
den Suchbaum eingefiigt werden, und die diese Komplexitat auch im schlechtesten
Fall erreichen. Tatsachlich zeigt die folgende Abschdtzung, dass man sich den zu-
satzlichen Aufwand beim Einfiigen ersparen kann, wenn die Reihenfolge der Daten
zufallig ist.

Sei 1T eine Permutation der Elemente {1,...,n}, dann schreiben wir auch 1T =
(rr(1),1(2),...,m(N)). Diese Schreibweise ist nicht zu verwechseln mit der Zykel-
schreibweise aus Abschnitt 4.6.2. Fiir I < {1,...,n} sei B;(1r) der bindre Suchbaum,
der durch Einfiigen der Elemente i € I in den zunachst leeren Baum entsteht, wenn
die Reihenfolge durch 7 (von links nach rechts) gegeben wird. Fiir I = {1,...,n}
schreiben wir B(77) statt By, n} (17).

Betrachten wir ein Beispiel: Firn = 7, m = (3,2,6,1,5,7,4) und I = {2, 3,4,
5,7} ist B{23,4,5,7; (177) der Baum, der entsteht, wenn in den anfanglich leeren Baum
der Reihe nach die Elemente 3, 2, 5, 7 und 4 eingefiigt werden. Beachte =1 (3) <
m12) < 1(5) < 1(7) < 1(4).
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N, Vay
4/ \7 1/ / N
4/
Bi2;3,455,7)(17) B()

Wir definieren folgende Zufallsvariablen:

R;(1r) = ,Wurzel von B(17) ist i*
Xj(1mr) = ,Ho6he von By (11)“
Yi(mr) = 2%

Wir wollen den Erwartungswert E[ X, ] abschétzen, wobei X;, = X{1,.. ) meint. Da-
bei gehen wir von einer Gleichverteilung aller Permutationen aus. Es stellt sich her-
aus, dass es geschickter und einfacher ist, zuerst E[ Y}, ] zu betrachten. Zunéchst zei-
gen wir, dass E[Y,,] = E[2%7] durch ein Polynom 3. Grades abgeschitzt werden
kann. Es gilt E[Y7] = 1. Sei jetzt n > 2. Wegen

i=1
gilt:
n
E[Yn] = 2> E[R; -max{Yy
i=1
Man beachte, dass R;(1r) = 1, falls r(1) = iist, und R;(1r) = 0 andernfalls. Fiir
i ¢ I sind die Zufallsvariablen R; und Y; unabhingig. Also gilt:

..... i—1}s Y{Hl,...,n} }]

E[Yn] = 2> E[R;] - E[max{Yy
i=1

Esgilt E[R;] = % und max{Ys, Y;} < Y7 + Y; und damit
E[Y,] <

Aufgrund der Linearitdt der Erwartungswerte sowie der Eigenschaft
E[Y1] = E[Yq, 3] =E[Y)]
erhalten wir

4 2 4"
EM1SE§[WM=E§EML
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da jeder Term zweimal gezdhlt wird. Wir zeigen nun, dass E[Y;,] < %(";3) gilt.
Firn =1gilt E[Y1] =1 = %(g).Sei abjetzt n > 2. Dann gilt mit E[Yy] = O:

4 "l v 4" 1(i+3
E[Yn]sﬁgE[Yi]sﬁgZ 3
i=0 i=0
_l"f i+3) _1 (n+3)_1 (n+3
nz 3 ) n 4 ) 4 3

Die vorletzte Gleichung folgt mit Satz 4.7 zur oberen Summation. Jetzt haben wir also
eine Abschitzung fiir E[ Y}, ]. Um daraus E[ X}, ] ableiten zu kénnen, wenden wir die
Jensen’sche Ungleichung nach Korollar 3.6 mit der konvexen Funktion f : x — 2%
an. Wir erhalten

2EXnl < E[2%0] = E[Yy] < %(n ;r 3) <cnd+c
fiir eine geeignete Konstante ¢ € R. Daraus erhalten wir den Satz 4.42 iiber die durch-
schnittliche Héhe X, bindrer Suchbidume mit » Knoten.

Satz 4.42.
E[X,] <3log,n+ O(1) € O(logn)

Aufgaben

4.1. Seien A, B und C beliebige Mengen und sei A? die Menge der Abbildungen

von B nach A.

(@) Zeigen Sie, dass die Mengen C“*B) und (C5)4 bijektiv aufeinander abgebildet
werden kénnen.

(b) Zeigen Sie, dass die Mengen CAYE und C# x C® bijektiv aufeinander abgebildet
werden konnen, falls A N B = & gilt.

(c) Zeigen Sie, dass die Mengen A und 24 nicht bijektiv aufeinander abgebildet
werden kénnen, da es keine Surjektion von A auf 24 gibt.

4.2, Wie viele 9-stellige Zahlen gibt es, in welchen jede Ziffer zwischen 0 und 9
hochstens einmal vorkommt, die O aber mindestens einmal vorkommt?

4.3. Aus einer Menge von 15 Frauen und 12 Médnnern soll eine Kommission mit 8
Mitgliedern gewahlt werden.

(@) Wie viele Wahlmdglichkeiten gibt es, wenn die Kommission gleich viele Min-
ner wie Frauen enthalten soll?

(b) Wie viele Wahlmoéglichkeiten gibt es, wenn die Kommission mindestens 2 Méan-
ner enthalten soll?
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(c) Wie viele Wahlmdglichkeiten gibt es, wenn die Kommission mehr Manner als
Frauen enthalten soll?

4.4, In dem Spiel Carcassone sind die Karten quadratisch. Die vier Seiten entspre-
chen einer Strafie (s), einer befestigten Stadt (b) oder einer Wiese (w). Wie viele Mus-
ter gibt es? Mit einem Muster meinen wir etwa, dass sich zwei Straf3en- und zwei Wie-
senseiten gegeniiber liegen.

4.5. Zeigen Sie, dass jede nichtleere endliche Menge gleich viele Teilmengen mit
einer geraden Anzahl von Elementen wie Teilmengen mit einer ungeraden Anzahl
von Elementen enthalt.

4.6. Zeigen Sie:

w 2 () ()=

k=m

® Y (’Z) (’;)e .3t

(0 Z% (n)
o 302

@ > ((mljl) Zik) —m+ D)™ - (n+1)
i=1

k=1

4.7. Die Fibonacci-Zahlen sind Fp = 0, F; = 1und F,;, = Fy—1 + Fy» flirn > 2.
Zeigen Sie fiir n € N:

@ Fur=Y (”;")

k<n

() Fop = <:.1>Fi

i

(© Fzn=) <?>2iFi

i
n .
@ o0=> (l.)(—l)lﬂm
i
4.8. Sein = 3.Mit G (n) bezeichnen wir die Anzahl aller Teilmengen A < {1,

...,m} mit |A| = 3 und sum(A) gerade. Dabei ist sum(A) = > ;4 a. Geben Sie eine
Formel fiir G®) (n) an.



94 — Kombinatorik

4.9. Zeigen Sie:

@ (i) )

o 3[ip[

k

2Ll -

4.10. Die hundert Schliimpfe wurden vom Kénig gefangen genommen, da er neidisch
auf ihre Klugheit war. Der K6nig hat einen Schrank mit 100 Schubladen, die die Num-
mern 1 bis 100 tragen und in welche er die Ausweise der Schliimpfe so legt, dass
jede Schublade genau einen Ausweis enthilt. Die Schliimpfe bekommen noch eine
letzte Chance, aus der Gefangenschaft entlassen zu werden. Der Konig erklart ihnen
sein Spiel: In einer zufilligen Reihenfolge werden die Schliimpfe nacheinander in das
Zimmer mit dem Schubladenschrank gelassen. Sie werden nicht wissen, wie viele vor
ihnen an der Reihe waren. In dem Zimmer diirfen Sie 50 Schubladen eine nach der an-
deren 6ffnen und hinein schauen, aber nicht die Ausweise beriihren. Danach werden
die Schubladen wieder verschlossen. Am Ende sieht alles vollkommen unverdndert
aus. Wenn ein Schlumpf dabei seinen Ausweis sah, darf er zuriick in die Zelle und
dort warten. Ansonsten bricht das Spiel ab und der Konig erklart, dass er schon bei
einem Versagen eines Einzelnen alle Schliimpfe auf ewige Zeit in ihren Zellen festhal-
ten wird. Der Konig verpflichtet sich jedoch die Schliimpfe freizulassen, wenn jeder
der hundert Schliimpfe seinen Ausweis wahrend des Besuches im Zimmer gesehen
hat. Er rechnet sich aus, dass ein Schlumpf nur mit Wahrscheinlichkeit 1/2 seinen
Ausweis finden kann, egal welche Strategie er im Kopf hat. Dies ist richtig! Sein Irr-
tum ist zu glauben, dass er sie nur mit der Wahrscheinlichkeit 2199 entlassen muss.
Daher diirfen sich die Schliimpfe kurz zum letzten Mal besprechen. Danach kommt
jeder Schlumpf in Einzelhaft und jegliche Kommunikation unter ihnen wird verhin-
dert. Das Spiel beginnt.

(c

-

(@) Zeigen Sie, dass die schlauen Schliimpfe eine Strategie haben, mit einer Wahr-
scheinlichkeit von mehr als 31% frei zu kommen.

(b) Zeigen Sie, dass es keine Strategie gibt, bei der die Schliimpfe mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 32% oder mehr frei kommen.

Hinweis: Betrachten Sie das folgende Spiel, welches fiir die Schliimpfe nicht
schwieriger ist. Ohne Einschrankung seien die Schliimpfe durchnummeriert
von 1 bis 100. Am Anfang befinden sich alle Schliimpfe im Raum und Schlumpf
Nummer 1 beginnt, Schubladen zu 6ffnen. Dies tut er so lange, bis er seinen
Ausweis gefunden hat. Die Schubladen, welche er 6ffnet, werden nicht wieder
verschlossen. Als Nachstes kommt der Schlumpf mit der kleinsten Nummer an
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die Reihe, welcher seinen Ausweis noch in keiner gedffneten Schublade vor-
findet. Auch er 6ffnet wieder Schubladen (ohne diese wieder zu verschlieen),
bis er seinen Ausweis findet. Dies wird solange wiederholt, bis alle Schubladen
gedffnet sind. Jeder kann jederzeit in die offenen Schubladen hineinsehen. Am
Ende kommen die Schliimpfe frei, wenn kein Schlumpf mehr als 50 Schubla-
den geodffnet hat.

Wir betrachten folgendes Ratespiel mit Spielern Alice und Bob: Zunichst eini-

gen sich Alice und Bob auf Zahlen n,r € N. Dann wahlt Alice eine beliebige Menge
R < {1,...,n}. Das Ziel von Bob ist es, R zu bestimmen. Dazu darf er bis zu ¥ Fragen
der Form

SIStRNM = O?%

fiir beliebige Mengen M < {1,...,n} stellen. Alice antwortet auf diese Fragen wahr-
heitsgemafl. Nach maximal » Fragen benennt Bob eine Menge R und hat gewonnen,
falls seine Behauptung korrekt ist.

Beispiel: Esist (n,v) = (5,4) und das Spiel verlauft wie folgt:

Bob: IstRn{1,2,3} = @? Alice:  Nein.
Bob: IstRn {4,5} = @? Alice: Ja.
Bob: IstRn {1,2} = @7 Alice: Ja.

Bob: Rist gleich {3}!

Damit hat Bob bereits nach drei Fragen gewonnen.

(a)
(b)

(c)

4.12.

(a)

(b)

(c)

4.13.

Geben Sie eine Gewinnstrategie fiir Bob an, die mit n Fragen auskommt.
Zeigen Sie, dass dies optimal ist, d. h., zu jeder Strategie gibt es eine Rate-
menge, fiir die die Strategie mehr als n — 1 Fragen benotigt.

Ist ein Spiel mit» = n — 1 fair?

Zeigen Sie:
2n 2n
o= () ()

1 n2
Cn:n+1%<k)
22n+1)

=T O

Zeigen Sie, dass es genau C,,_» viele Moglichkeiten gibt, ein regelmafiiges n-

Eck mit n > 3 Knoten in Dreiecke zu unterteilen (triangulieren). Die folgende Abbil-
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dung zeigt die C4 = 14 Moglichkeiten, um ein Hexagon zu triangulieren:

S5

4.14. Eine Familie A < 21"} heifit Antikette, falls ihre Mitglieder paarweise un-
vergleichbar sind, d. h., aus M < N folgt M = N. Zeigen Sie:

(a)

(b)

(Satz von Sperner) Jede Antikette enthilt hochstens (Ln72 J> Teilmengen.

Hinweis: Jedes Mitglied eine Antikette kommt in einer maximalen Kette (ver-
gleiche Abschnitt 7.1) vor und maximale Ketten enthalten keine zwei verschie-

denen Mitglieder der selben Antikette.

Die obige Schranke ist scharf.
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Methoden und Resultate

kombinatorische Interpretation, bijektiver Beweis, Polynommethode
_ _ A\ _ (Al
BA] = 1BIM, 124 = 2141, [ (1) ] = ('4))

Es gibt n! Permutationen auf {1,...,n}.

Es gibt nk injektive Abbildungen von {1,...,k} nach {1,...,n}.
1 n! n

T S pn S T

(#) = (") firn € Nund k € Z
Additionstheorem: (’Iz) = (X?) + (i—i)

Binomialsatz: (x + y)" = >\ ( )x yr- k fiir |x| < |v| oder fiirr € N

Trinomiale Revision: (m> (T) = (i) (Xik)

m—k

Binomialinversion: f; = > (i)gk fir0<i<n= gn=>(-1)"* (Z)fk

Urnenmodell: Ziehen mit/ohne Zuriicklegen und mit/ohne Reihenfolge

GauB-Formel: >}'_, k = (”“)

Obere Summation: (;:L:ll) = D0<k<n (71;)

Parallele Summation: (X +Z+1) = Dk<n (XZ k)

Vandermonde’sche Identitit: (X g ) =% (’,ﬁ) (n{’ k)

[{(e1,...,ep) € NY ‘ zlsksﬁek <t} = (t;ﬂ)

L n
Multinomialsatz: (x1 + - - - + xg)" = > <k r )xi<1 .
ki=0,ky+---+kg=n Ly-eosid

Bubble-Sort benétigt im Durchschnitt ® (n?) Vergleiche.

Siebformel von Sylvester: [A; U - - - U Ay| = > (=D*1 > A, n

k>1 1< <---<1<n

K _
Ry = n! Zk 0 B 1) » Rum = %Z?:Sn(—l)k%

ka
"X

) mATk‘

Addltlonstheorem fiir Stirling-Zahlen zweiter Art: {’IZ} = {TIZ %} + k{" 1}

Es gibt m!{::l} Surjektionen von {1,...,n} auf {1,...,m}.
{2;} >nh

x" =23 {n} - xk

w3} = S (e

Stirling’scher Schmetterling

= Xe[i] i = [&] Zedif = m

Additionstheorem fiir Stirling-Zahlen erster Art: [TIZ] = [TIZ:” +(n-1) [";1]



98 —— Kombinatorik

ek, = S

— Fiir0 = m <ngilt S (- D" (k™ = S (- K[ mk = |
n| _ -k

- )= 5

- [3]=m-11H. firn =1

- (BHE<By=5 {1} =n!

- Bo=1undBp1 = 3 (})Bk

~  Dobifski-Formel: By = £ 3.0 5%

- Pn) =2 Pnk)

—  Ferrers-Spiegelung

- P,k =Pn-1,k-1)+Pm-kk) =35 Pn—kj) =3.0Pn-
jkk—1)

- pmk)=pm,n)+Xipn—j,j firk=1

n, n=m
0, m<n

n+l
Knoten = Anzahl saturierter Binarbaume mit »n inneren Knoten

- Co=1und Cyy41 = Zk CkCn—k
—  Die mittlere H6he von bindren Suchbdaumen mit n Knoten ist in O (log n).

- Cp= 1 (21?) = Anzahl Dyck-Worter der Lange 2n = Anzahl Bindrbdume mit n



5 Erzeugende Funktionen

Haufig untersucht man Folgen a, von reellen oder komplexen Zahlen mit |a,| €
29 Dies bedeutet, die Absolutbetrige wachsen héchstens einfach exponentiell;
und es gibt eine positive reelle Zahl » mit |a,| < v" fiir alle n € N. In diesem Fall
konnen wir die unendliche Reihe a(z) = >,5¢ anz" bilden, die fiir |z| < 1/7 ab-
solut konvergiert. Dies liegt daran, dass die geometrische Reihe >, z" genau dann
konvergiert, wenn |z| < 1 ist. Insbesondere sehen wir, dass es zwischen dem Wachs-
tum der Folge (ay)n>0 und dem Konvergenzradius von >, d, 2" einen engen Zu-
sammenhang gibt. Ein typisches Beispiel ist f(z) = >.,,.0 Fnz". Da die Fibonacci-
Zahlen F,, das Wachstum F,, ~ ®"/+/5 mit ® = (1 + +/5)/2 aufweisen, ist der Kon-
vergenzradius von f(z) gerade 1/®.

Wir konnen a(z) in dem Konvergenzbereich unendlich oft gliedweise differen-
zieren und erhalten fiir die k-te Ableitung:

a®(z) =k > (Z) anz"k

n>k

Insbesondere gilt a,, = % und damit , kennt“ die analytische Funktion a(z)
die Folge (ay)nen. Indem man erzeugende Funktionen manipuliert, kann man dann
nach anschlief}endem Koeffizientenvergleich zu nichttrivialen Aussagen iiber die Aus-
gangsfolgen kommen. Wir wollen uns die erzeugenden Funktionen zu verschiede-
nen Zahlenfolgen ansehen, die wir im vorigen Kapitel behandelt haben. Dies sind
die Fibonacci-Zahlen, Stirling-Zahlen, Catalan-Zahlen, Partitionszahlen und die Bell-
Zahlen. Die Vielseitigkeit von erzeugenden Funktionen ist vor allem dadurch begriin-
det, dass sich hier Techniken aus verschiedenen Zweigen der Mathematik kombinie-
ren lassen. Wir illustrieren dies an Hand des Pentagonalzahlensatzes. Einige Folgen
wachsen zu schnell und dann konvergiert die Reihe Y ,,. o @, z" nicht fiir z > 0. Dies
fiihrt auf exponentielle erzeugende Funktionen, die wir fiir die Stirling-Zahlen der
ersten Art und die Bell-Zahlen heranziehen werden. Zunachst beschaftigen wir uns
mit den gewdhnlichen erzeugenden Funktionen, welche die obige Definition zugrun-
de legen.

5.1 Gewdhnliche erzeugende Funktionen

Die unendliche Reihe
a(z) = > apz"
n=0
heifdt die (gewGhnliche) erzeugende Funktion der Folge (ay)nen. Wir interpretieren
die Reihe als analytische Funktion, sofern sie einen positiven Konvergenzradius v
hat. Dies bedeutet, dass der Wert a(z) fiir alle z € C mit |z| < ¥ definiert ist. An-
sonsten lesen wir a(z) als formale Potenzreihe. In beiden Interpretationen kdnnen
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wir die Reihen addieren, multiplizieren und beliebig oft differenzieren. Die Formel
fiir die k-te Ableitung steht schon oben. Addition und Multiplikation ergeben sich
durch:

> anz"+ D bpz" = > (an +by)z"

n=0 n=0 n=0
( > anz"> - ( > bnz”> => ( > ax b{))z"
n=0 n=0 n=0 \k+f=n

Ferner gilt stets a(0) = ag. Wichtig ist, dass wir fiir ag # 0 die multiplikativ inverse
Reihe a~1(z) bilden kénnen. Dies geschieht rein formal. Wir setzen zunéchst bg = aLO
und fiir n > 1 bestimmen wir b,, induktiv durch Lésen der Gleichung

n

Z axby- =0

Esistdann (3,,.0anz") - (X =0 bnz™) = 1 und fiir |a,| € 29 gilt auch |b,| €
20 Betrachten wir die folgenden Beispiele. Wenn a,, = 1 fiiralle n € N gilt, dann
ista(z) = X,502" = ﬁ die geometrische Reihe mit Konvergenzradius 1. Falls
an = nfiiralle n € N ist, dann gilt

z):ZnZ"=Z'Z”Zn_1:Z'<ZZn) :Z'<1iz),:(1—22)2

n=0 nx=1 n=0

und der Konvergenzradius ist wieder 1. Ist a,, = n! fiiralle n € N, so hat a(z) =
> n=0 1! z" keinen positiven Konvergenzradius. Die formale Reihe a~!(z) kann den-
noch gebildet werden. Wir berechnen nun die erzeugenden Funktionen fiir einige
konkrete Beispiele.

5.1.1 Fibonacci-Zahlen

Wir haben bereits gesehen, dass erzeugende Funktionen haufig durch ihre Inversen
auf einfache Weise dargestellt werden konnen. Wir wenden dieses Vorgehen im Fol-
genden auf die Fibonacci-Zahlen F,, und andere Beispiele an. Es sei f(z) = > ;1,50 Fn-
z™ die erzeugende Funktion der Fibonacci-Zahlen F,,. Wegen F,, € ©(®") konver-
giert die Reihe f(z) = > ,,.0 Fnz" fiir |z| < ®~! und insbesondere fiir |z| < %

Satz 5.1. 2
flz) =

T 1-z-22
Beweis. Mittels der Rekursionsformel erhalten wir

f(2)=z+ D Fp1z2"+ > Fp2z" =z +2f(2) + 2°f(2)

n=2 n=2

Hieraus folgt f(z)

_ z
T 1-z-2z2
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Die erzeugende Funktion liefert nun die schon bekannte explizite Darstellung der
Fibonacci-Zahlen und den Zusammenhang zum goldenen Schnitt ® = “Tﬁ und & =

—p-1 = 1_2—J§ Fiir die Fibonacci-Zahlen gilt:

P L ((1+v5) (1-V5Y
"5 2 2
Die Nullstellen des Nenners der erzeugenden Funktion f(z) sind _71 (1 +5),
also —® und —®. Damit erhalten wir durch eine Partialbruchzerlegung

f(@) = % (1—1<1>z N 1_1&>z)

Die Summanden in der Klammer sind nun Grenzfunktionen der geometrischen Rei-
hen > ,,.0®"z" und 5 "z, Wir erhalten f(z) = % Do (@M — M) z". Ein
Koeffizientenvergleich liefert schliefilich die Behauptung.

Dieses Vorgehen liefert ein allgemeines Schema fiir das Losen von einfachen Re-
kursionsgleichungen: (1) Stelle die erzeugende Funktion als rationale Funktion dar.
(2) Zerlege die rationale Funktion mittels Partialbruchzerlegung, so dass alle Nenner
linear sind. (3) Verwende die Formel fiir die geometrische Reihe, um den Koeffizienten
von z" zu ermitteln.

5.1.2 Catalan-Zahlen

Die erzeugende Funktion fiir die Catalan-Zahlen C,, = L (2”

1% ) wird sich als Lésung
einer quadratischen Gleichung ergeben. Wir setzen c(z) = >.,,59 Cn 2. Wegen Cp,

< 4™ hat die Reihe mindestens den Konvergenzradius 1/4.

Satz 5.2.
1-v1-4z
2z
Beweis. Wir bilden c?(z) = 3,503k Ck - Cn_x)z™. Esist Co = 1 und nach Korol-
lar 4.41 gilt Cppy1 = > Ck - Cp—k. Also erhalten wir

c(z) =

z-c3z2) =D Cpuz™l=-1+ > Chz"=c(z) -1

n=0 n=0

Daher muss entweder c(z) = (1 + V1 —4z)/2z oder c(z) = (1 — /1 —-42z)/2z
gelten. Im Gegensatz zu (1 + +/1 —4z)/2z hat c(z) jedoch keinen Pol fiir z = 0, also
bleibtnurc(z) = (1 — V1 —4z)/2z. O
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5.1.3 Stirling-Zahlen zweiter Art

Als néchstes Beispiel betrachten wir die erzeugende Funktion fiir die Stirling-Zah-
len {"} der zweiten Art. Fiir ein festes k € N sei Si(t) = 2,50 {"} t" die ent-

sprechende erzeugende Funktion. Dann gilt insbesondere Sy(z) { } 1 und
S1(z) = -1+ >,502" =2z/(1 —2z).Firk > Ound n < 0ist { = 0, daher gilt

Sk(2) = Dnez { } z". Nach dem Additionstheorem 4.20 gilt { } { } { }
Fiir die erzeugenden Funktionen heif3t dies fiir k > 1:

Sk(z) = z8k-1(2) + kz Sk (2)

28k-1(2)

Wir kénnen also Sk (z) rekursiv bestimmen: So(z) = 1 und Sx(z) = == fiir
k > 1. Aufierdem erhalten wir induktiv Konvergenz fiir |z| < %
Satz 5.3. K
z z
Sv(z) = - =
k() 1H (1-iz) (1-2)---(1-k2)
<i<k
Beweis. Dies folgt sofort aus der Rekursion So(z) = 1 und Sk(z) = % fiir
k=>1. O
5.1.4 Partitionszahlen
Seien uy, ..., ux paarweise verschiedene Unbestimmte, dann gibt es ( ) Moglichkei-
ten, n dieser k Unbestimmten zu wihlen. Nehmen wir eine Unbestimmte z hinzu, so
konnen wir das Polynom (1 +wu1z) - - - (1 + uxz) bilden und nach Ausmultiplizieren
erscheint dann vor z" als Koeffizient die Summe
Z ull P uln
1<i)<---<ip<k
Dies ist die Summe aller n-Kombinationen von Zahlen aus {u1,...,uy}. Setzen wir

nun u; = 1 fiir alle i, so ergibt sich (ﬁ) als der Koeffizient vor z". Dies zeigt, wie
man manchmal die erzeugende Funktion direkt angeben und dann die Koeffizienten
bestimmen kann.

Der néachste Satz verallgemeinert dies auf Multimengen. Eine Multimenge iiber A
ist eine Abhildung M : A — N. Multimengen sind also Elemente in N, Die Idee ist,
dass jedes Element a € A genau M(a) mal in der Multimenge vorkommt. Entspre-
chend definieren wir die Gré3e von M als |M| = > ,c4 M(a). Es ist iiblich, Multi-
mengen als formale Summen zu beschreiben. Hierfiir lesen wir die Elemente a € A
als Unbestimmte und schreiben M = > ;.4 M(a) - a. Terme mit M (a) = O schreibt
man meistens gar nicht hin. Ist etwa A = {a,b,c,d} mit M(a) = 27, M(b) = 0,
M(c) =1und M(d) = 14,s0ist M = 27a + ¢ + 14d und hat die Grof3e 42. Eine
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Teilmenge von A ist der Spezialfall mit M (A) < {0, 1}. Daher gibt man manchmal die
erlaubten Vielfachheiten N; < N fiir jedes a € A vor. Wir fragen also nach der An-
zahl der Multimengen {iber A bei vorgeschriebenen Vielfachheiten, die eine gewisse
Grof3e n haben. Die Antwort kann durch ihre erzeugende Funktion beschrieben wer-
den.

Satz 5.4. Die erzeugende Funktion fiir die Anzahl der Multimengen der Grdfie n iiber
{1,...,k}, bei denen die Vielfachheit von j aus einer gegebenen Zahlenmenge N
c N stammt, ist

k

(%)

Beweis. Seien zundchst uq, ..., Uy paarweise verschiedene Unbestimmte. Beim Aus-

multiplizieren von
(Z”izl><z ki i)
ieNy i€Ng

erhalten wir eine Reihe, wobei der Koeffizient von z" die Summe iiber alle Terme der
Form ulf ce u}f istmitiy +- - - +ix = nund iy € N;. Setzen wir wieder alleu; = 1,
so gibt der so entstehende Koeffizient die Anzahl der Multimengen, wie in dem Satz
behauptet, an. O

Wir bestimmen mit diesem Ansatz die Anzahl aller Multimengen der Gr6f3e 4 mit
Elementen aus {a, b, c,d} mit N, = {0,1,2}, N, = {2}, N. = Nund N; = {0}. Wir
erhalten als erzeugende Funktion

(1+z+2%)-2%-> 2l =22 +223432* +32° + - - -
i20 !
Die Anzahl der zuldssigen Multimengen ist also 3. Als formale Summe geschrieben
sind dies 2b + 2¢, a + 2b + c und 2a + 2b.

Korollar 5.5. Die erzeugende Funktion fiir die Anzahl aller Multimengen der Grifse n
iiber einer festen Menge mit k Elementen ist

k
A 1 _ n+k-1\_,
Jl_[l(lé)z)_(l_z)k_z< k-1 )Z

n=0

Beweis. Nach Satz 5.4 ist die erzeugende Funktion gerade ]_[5: 1Cis02h = ﬁ
Beim Ausmultiplizieren von l_[§:1 (350 2Y) ergibt sich der Koeffizient vor z" als die
Anzahl der Folgen (i1, ..., ix) miti; + - - - + ix = n. Wir haben in Satz 4.10 gesehen,

dass diese Zahl der Binomialkoeffizient (”Z’ff) ist. O

Fiir eine Menge M von positiven natiirlichen Zahlen sei Zy; (1) die Anzahl aller
Zerlegungen von 7 in Summanden aus M (ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge):

Zy(n) = |{(Tm)meM | n=meMmm }|
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Satz 5.6. Die erzeugende Funktion der Zahlen Zy;(n) ist:

1
n 1-2zm

meM

Beweis. Die Menge M bestehe etwa aus den Zahlen 1 < m; < mp < m3 < ---.Es
ist ;o = Yp=0(2™)"; daher gilt

1
[T — = (L4222 (L4222 )
mem 1~ 2

Beim Ausmultiplizieren tritt z" so oft auf, wie es Sequenzen (1, 7>, ...) von Zahlen
aus N gibt mit
n=rm +r2mz+---

und dies entspricht gerade der Definition von Zy; (). O

Beispiel 5.7. Zur Zeit der D-Mark gab es Miinzen in Werten von 1, 2, 5, 10 und 50 Pfen-
nigen. Auf wie viele Weisen konnte man eine D-Mark in kleinere Miinzen wechseln?
Sei ¢, die Anzahl bei einem Betrag von n Pfennigen. Wir suchen also cygo in der
folgenden Reihe:

> cpz = 1
(1-2)(1-22)1—2°)(1-2z10)(1 - 2°9)

n=0

=(l4+z+2%+-- )1 +22+2z4+ ) (142042100 4..0)

Um c1¢p auszurechnen, kann man sukzessiv vorgehen. Ausgehend von é =1+z+
z2 + - . - dividiert man die anderen Polynome nacheinander gemaf} der Methode:

(ap+arz+azz>+---):(1-2%) =bo+ b1z + bz + - - -

. an firm=0,...,k—1
mit b, =
an + by flirn=>k

Es folgt c100 = 2498. O

Die summatorischen Partitionszahlen P (n) (bzw. P (n, k)) sind erklart durch die
Anzahl der Zerlegungen von 7 in positive Summanden (bzw. in k positive Summan-
den), siehe Abschnitt 4.8. Mit Hilfe der Ferrers-Spiegelung wie in Abbildung 4.2 hat-
ten wir gesehen, dass P(n, k) auch die Anzahl der Zerlegungen von © in positive
Summanden ist, wenn der grofite Summand k ist. Wir kénnen jetzt die erzeugenden
Funktionen fiir die Folgen (P(n)),,cy und (P(n,k)),cy angeben. Die erzeugende
Funktion der summatorischen Partitionszahlen P (1) wurde von Euler entdeckt.

Korollar 5.8. (a) Die erzeugende Funktion fiir P(n) ist:

1

m=1
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(b) Die erzeugende Funktion fiir die Anzahl der Zerlegungen von n in natiirliche Sum-
manden, die nicht gréfler als k sind, ist

k

1
n 1-2zm

m=1

(c) Die erzeugende Funktion fiir P(n, k) ist:

k
z
n'll_:[ll_zm

Beweis. Die ersten beiden Aussagen sind ein Spezialfall von Satz 5.6. Fiir die ers-

te konnen wir M = N und fiir die zweite M = {1,...,k} wahlen. Die erzeugen-

de Funktion fiir P(n, k) erhalten wir unter Beachtung, dass P(n, k) gleich der An-

zahl aller Zerlegungen von n — k in natiirliche Summanden ist, die nicht grofier

als k sind. Also erhalten wir die dritte Aussage aus der zweiten unter Beachtung von
k k 1 _ 11k z

2% = 7= = = =590 O

Wir definieren nun die Menge der Partitionen von 7, in denen die Summanden n;
ungerade (engl. odd) bzw. paarweise verschieden (engl. different) sind:

P,(n) = {(nl,...,nm) e P(n) ‘ ni ungerade}
Pi(n) = {(nl,...,nm) e P(n) ‘ n; = njfiri +j }
Wir setzen P,(n) = |Po(n)| und Pij(n) = |Pa(n)| fiir n € Z. Insbesondere ist

P,(n) =Pz(n) =0fiirn <Ound P,(0) = P;(0) = 1. Erstaunlicher Weise stimmen
P,(n) und P, (n) tiberein.

Satz 5.9. Die erzeugenden Funktionen von P;(n) und P, (n) sind beide:
[Ta+zm
m=1

Insbesondere gilt Py (n) = P,(n) fiir alle n € N.

Beweis. Die erzeugende Funktion fiir die Partitionszahlen P;(7) mit paarweise ver-
schiedenen Summanden ist durch das Produkt [ [,,,~ 1 (1 +z™) gegeben. Nach Satz 5.6
ist die erzeugende Funktionen fiir die Partitionszahlen P,(n) mit ungeraden Sum-
manden das Produkt [ [,;; yngerade ﬁ Nun gilt 1 — z2™ = (1 + z™)(1 — z™), also

ist L o .
my _ —
rrl;ll(1+z ) n'l;[l L-zm murl;gradel_zm
Vielleicht ist einem nicht ganz wohl bei der unbefangenen Art, hier in unendlichen
Produkten unendlich oft zu kiirzen. Aber wir kénnen die Rechnung rein mit Polyno-
men durchfithren. Um P;(n) und P,(n) zu berechnen reichtes, 1 < m < n zu
betrachten. Auch in den geometrischen Reihen ﬁ =1+4+2zM+2z2Mm 4 ... kénnen
wir alle Summanden ignorieren deren Exponent gréfier als n ist. O
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5.1.5 Das Wachstum der Partitionszahlen
Das asymptotische Wachstum der Partitionszahlen P (n) ist bekannt:

n

P(n) ~

1
e
4n-/3
Diese erstaunliche Formel wurde 1918 von Hardy und Ramanujan gefunden (Godfrey
Harold Hardy, 1877-1947 und Srinivasa Ramanujan, 1887-1920). Wir begniigen uns
mit der schwacheren Aussage 5.10, fiir die ein elementarer Beweis existiert.

Satz 5.10.
log, Pa4(n) = V/n firn = 32

logP(n) € ©(vn)

Beweis. Die Herleitung der unteren Schranke \/n < log, P;(n) ist einfach. Betrachte
hierfiir die Teilmengen von {1,...,[./7 ]}. Deren Anzahl ist mindestens 2V". Sum-
mieren wir die Elemente einer solchen Teilmenge I auf, so ist die Summe der Elemen-
tekleiner als (Vn + 1)(yn +2)/2 =n/2 + 3/n/2 + 1. Ist n grof3 genug (n > 32),
so kénnen wir ein weiteres Element zwischen /7 + 1 und n hinzunehmen und er-
halten eine durch die Teilmenge I eindeutig bestimmte Zerlegung von # in paarweise
verschiedene Summanden. Dies ergibt /1 < log, P;(n) fiir n geniigend grof3.

Wir zeigen jetzt die Schranke log P(n) € O(y/n) und folgen fiir diesen Teil der
Beweisfiihrung in [28]. Wir wissen [, ﬁ = Y ,enP(n) z". Da Faktoren mit
m > n auf der rechten Seite nicht zum Koeffizienten von z" beitragen, gilt fiir alle
0 < x < 1 die Abschatzung:

Pmx" < [] !

Wir erhalten
InP(n) < -nlnx - > In(1 - x™)

m=1

Wegen —In(1 — ) = X;ug yTL gilt

n xmi n mi i
In(1 —x™) = — = — < )
1 WlZZILZZl t l;mzz:l l l; (l_xl)l

|
f[\/]:

xmi

Die Summanden diirfen vertauscht werden, da die Reihe >;.; = fiir ein festes m
absolut konvergiert. Wir benutzen die geometrische Reihe und erhalten wegen 0 <
x < 1fiirallei > 1 die Abschitzung:

Q-xH=0Q=-2)Q+x+---+x"1) > 1 -x)ixt"!
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Damit ergibt sich

" x 1

— p— m —

Eﬁ In(1 -x )Sl—x,g 2
m=1 i>1

Die Reihe > ;.; %2 konvergiert, also gilt > ;. ; l% € O(1). Wir setzen jetzt y = 1,
also % =1+ % mit 0 < %, und sehen damit

1 1

InP(n) < nln(l + ;) +y Z =

2
i>1 t

Es giltIn(1 + %) < %; und wir erhalten

n 1

InP(n) < — + =

y Y lzzl i2
Wiahlen wir v = /n, so ergibt sich logP(n) € O(/n), also auch logP(n) €
0(y/n),dajaPi(n) < P(n). Dies zeigt den Satz. O

Betrachten wir nochmals die letzen Beweisschritte. Setzen wir v = ¢/ fiir eine
Konstante ¢, so erhalten wir InP(n) < n(l/c + ¢ X l%) Um die Konstante ¢
geschickt wahlen zu kénnen, miissen wir > ;- zil berechnen. Dies gelang Euler um
1735 und er fand heraus

1 m?
27"

i1

Damit kénnen wir ¢ = 1r/+/6 optimal wihlen und erhalten

InP(n) < m, /Z?n

Die untere Schranke fiir log Py (n) kdnnen wir mit den vorgestellten Techniken
ebenfalls etwas verfeinern. Unser Ansatz zeigt sogar fiir jedes ¢ < 2 die Abschit-
zung c/n < log, P;(n) fiir fast alle n. Denn fiir eine Teilmenge I < {1,...,[c/n1}
oder fiir ihr Komplement liegt die Summe {iber ihre Elemente in c?n/4 + O(/n),
denn beide Summen zusammen ergeben genau ([c /1) ([c/7] + 1)/2. Wir finden
also mindestens 2¢v#-1 Teilmengen, deren Summen {iber ihre Elemente jeweils in
c?n/4 + O(/m) liegen. Ist n geniigend grof3, dann finden wir in dem Bereich von
c/n bis n eine ganze Zahl, so dass wir jede dieser Teilmengen zu einer Partition
von 1 mit paarweise verschiedenen Summanden erganzen kdnnen.

5.1.6 Der Pentagonalzahlensatz

Pentagonalzahlen erweitern die Konstruktion der Dreiecks- und Quadratzahlen aufre-
gelméfige Fiinfecke. Die j-te Pentagonalzahl (oder Fiinfeckszahl) entspricht der An-
zahl der Kugeln, die man zum Legen eines Musters ineinandergeschachtelter regel-
mafiger Fiinfecke bendtigt, die eine gemeinsame Ecke haben.
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Die ersten Pentagonalzahlen sind

0,1,5,12,22,35,51,70,92,117,145,...

27 ] . . . o, .o
3 5 L herechnen. Wir erweitern die Definition fiir alle

Sie lassen sich nach der Formel
Jj € Z und setzen )
foy =251
Die j-te Pentagonalzahl ist in dieser Bezeichnung f(—j), was zu etwas iibersicht-
licheren Formeln weiter unten fithren wird. Wir bemerken, dass f(j) € N fiir alle
Jj € Z gilt. Als Néchstes erkennen wir f (i) = f(j) fiir alle i + j. Denn sei i # j,

dann erhalten wir die folgenden Aquivalenzen:

fi) =) & 3 -3j°=j—i & 3(i+j)=-1

Multiplizieren wir das Produkt [ [,,<n (1 —2™) aus, so ergibt sich etwas Erstaunliches.
Die Anfangsterme sehen wie folgt aus:

[Ja-z2"=1-z-22+25+27-z12 - 25+ 22 4+ 2%6 ...

m=1
Die ersten Koeffizienten beschrinken sich auf +1 und treten nur bei den Exponenten
der Form f(j) auf. Dies ist kein Zufall und wurde von Euler durch seinen Pentagonal-
zahlensatz bestatigt.

Satz 5.11 (Pentagonalzahlensatz).

1_[ (1-2z"M) = Z(_l)J'Zf(j)

m=1 jez

Beweis. In der Beweisfiihrung folgen wir [2]. Zunichst erinnern wir daran, dass f (i)
€ Nund f(i) # f(Jj) fiir alle i # j gilt; also steht rechts wirklich eine Potenzrei-
he mit Koeffizienten +1 oder 0. Nach Korollar 5.8 hat die erzeugende Funktion der
summatorischen Partitionszahlen P (n) die Produktdarstellung

1
p(z) = n 1-zm

m=1
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Wir kdnnen das Produkt 1/p (z) als eine formale Potenzreihe entwickeln

[Ta-zm= 3 cmz"

m=1 neN

Die Koeffizienten c (1) in dieser Reihe ergeben sich eindeutig durch c(0) = 1 und die
Forderung, dass fiir alle n > 1 gilt:

> c(k)P(n—k)=0
k=0

Wir miissen also zeigen, dass die Folge c (k) = O fiir k = f(j), c(k) = 1fiirk = f(j)
und j gerade, sowie c(k) = —1 fiir k = f(j) und j ungerade alle diese Gleichungen
16st. Wegen P (m) = O fiir m < 0 ist dies dquivalent mit der Forderung, dass fiir alle
n > 1 gilt:
S (-1IP(n - f(j) =0
jez
Zu zeigen ist also
D> Pn—f(j)= > Pn-f())
J gerade J ungerade

Dies ruft geradezu nach einem bijektiven Beweis! Wir suchen also eine Bijektion
zwischen den Mengen U; gerage P (11— f (j)) und U; yngerade P (1 — f(j)). Die folgende
Involution @ von Ujez P(n — f(j)) wurde von David Bressoud und Doron Zeilberger
(geb. jeweils 1950) gefunden; die gesuchte Bijektion  ist die Restriktion von @ auf
die Teilmenge U geraqge P (1 — f(j)).

Wir starten mit einer Partition d = (d1,...,dm) € P(n — f(j)). Man beachte,
es kann n = f(j) sein. Wegen n > 1 ist dann allerdings j + 0. Firn = f(j)
ist d die leere Folge, also m = 0. In diesem Fall setzen wir d; = 0. Es gilt also stets
di+- - -+dm+f(j) = n;undfiirm = 1giltauchd; > - - - = dy, > 1. Aufgrund von
f(j)—=f(—-1) =3j—1erscheint dieser Wert 3j — 1 in den folgenden Definitionen.

— Falls m > d; — 3j, dann setze

pd)=m+3j-1,di—-1,...,dm - 1)

Summanden, die Null geworden sind, lassen wir fort. Es gilt o (d) € P(n—f(j—
1)). Die maximale Zahl der Terme in @ (d) ist m + 1 und dies sind zu wenige, um
in diesem Fall zu bleiben. Wir geraten in die andere Situation.
— Falls m < dy — 3j, dann setze

pd)=d+1,...,dm+1,1,...,1)
——
d1-m-3j-1

Jetzt gilt @ (d) € P(n — f(j + 1)). Die neue Zahl der Terme ist d; — 3j — 2 >
dr»—3j—2=(dp +1)—3(j+1). Damit sind wir zuriick in der ersten Situation.
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Eine einfache Rechnung zeigt jetzt @ (¢ (d)) = d und damit ist der Pentagonalzah-
lensatz bewiesen. O

Die ganz unterschiedliche Entwicklung der Koeffizienten in den beiden Reihen

[Ta+z™ = > Pan) z"=1+z+2°+223 +224 + 325+ 420+ - ..
m=1 nenN

und

[Ta-zm=> 1)zl =1-2z-22+25+27-z12-z15 ¢ ...
m=1 jez

lasst sich kombinatorisch interpretieren. Hierfiir betrachten wir zundchst diejenigen
Partitionen in P4 (n), die aus genau k Summanden bestehen, und nennen diese Men-
ge P4 (n, k). Sie besteht also aus den Folgen (d;, ..., dx) € N¥mitd; +- - - +dyx = n,
wobeid; > - - - > dy = 1. Als Nachstes wahlen wir neben z eine weitere Unbestimm-
te u und bilden die formale Reihe

[Ta+zmuw = > ( > |Pa(n, k)luk)z"
m=>1 neN \keN

Schliefdlich fassen wir die Partitionen mit einer geraden und die mit einer ungeraden
Anzahl von Termen zusammen und definieren

Ea(n) = X 1Pa(n, k)| Oa(n) = 3 |Pa(n, k)|

k gerade k ungerade

Die Bezeichnungen E; und O, setzen sich aus E= Even, O= 0dd und d= different zu-
sammen. Man beachte, E;(0) = 1 und O4(0) = 0. Spezialisieren wir u zu +1 bezie-
hungsweise zu —1, so erhalten wir:

[TA+2z™ = > (Ea(n) + Oa(n)) z"

m=1 neN
[[A-2z™ = > (Ea(n) - Oa(n)) 2"
m=1 neN

Damit haben auch die Koeffizienten der beiden Reihen eine kombinatorische Inter-
pretation und der Pentagonalzahlensatz liefert jetzt eine {iberraschende Identitat fiir
die Differenz Ej(n) — O4(n):

Korollar 5.12.

1 fiirn = f(j)undj € Z gerade
Ej(n) —04(n) =4 -1 firn= f(j)und j € Z ungerade
0 sonst, also fallsn + f(j) fiiralle j € Z
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5.2 Exponentielle erzeugende Funktionen

Wollen wir die Anzahl von kombinatorischen Objekten der Grofle n in einer Folge
a, € N festhalten, so wachsen diese Werte hdufig sehr schnell. Dies passiert insbe-
sondere dann, wenn die Objekte mit Permutationen in Verbindung stehen, die Terme
der Form n! ins Spiel bringen. Vielfach trifft man dann auf die Situation a,, € 2°™,
In diesem Fall divergiert die Reihe >, a,z" fiir jedes positive z > 0 und eine ge-
wohnliche erzeugende Funktion hilft nicht weiter.

Ein offensichtlicher Fall fiir a, € 29™ ist a,, = n!, was gerade die Anzahl
der Permutationen von {1,...,n} ist. Dies fiihrt auf den Begriff der exponentiellen
erzeugenden Funktion. Diese ist fiir eine Folge von reellen oder komplexen Zahlen
(an)nen zunichst als die formale Potenzreihe definiert:

az)=> dn n

|
n=0 n

Die Regeln zur Addition, Multiplikation und Ableitung ergeben sich wie folgt.

Zan nJFZ :Zan+b"z"

|
nzO n=0 n
an _n by n_ ak - bu—k n
2 2 e _sz'(n K)!
n=0 n=0 n=0k=0
1 to(n
:Z— Z ak by |z"
n! k
n=0 " \ k=0
4
a a
(Z_”Zn) _ Z T’H'lzn
n! n!
n=0 n=0

K6nnen wir in einer Folge (an)nen die Absolutbetrdage der Folgenglieder durch
lan| € 2nlogn+0n) ghschitzen, so gibt es ein ¥ > 0 mit |an| < (#n)" fiir fast
alle n. Damit konvergiert die Reihe > ,,-¢ % z" absolut fiir alle z < 1/7re (denn
"7': < ne™). Insbesondere hat die Reihe einen positiven Konvergenzradius und {iber
die Ableitungen sehen wir erneut, dass die entsprechende analytische Funktion alle
Koeffizienten a,, eindeutig bestimmt.

Wir betrachten einige einfache Beispiele. Fiir a,, = 1ist d(z) = exp(z) = eZ die
Exponentialfunktion in der Reihendarstellung exp(z) = >,5¢ 1; Fir a,, = n!ist
die exponentielle erzeugende Funktion d(z) = ﬁ die geometrische Reihe > ,,.o z™.
Fiir n,m € N sei I(n, m) die Anzahl der Injektionen einer n-elementigen Menge in
eine m-elementige Menge, also I(n,m) = m% = n'(:?) Wiahlen wir m fest und
betrachten a,, = I(n, m) als Folge in n, so ergibt sich die exponentielle erzeugende
Funktion als das Polynom

az) = Z Mz” = Z (ZL)Z" =(1+z)™

n=0 n! n
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5.2.1 Stirling-Zahlen erster Art

Ein erstes nichttriviales Beispiel fiir eine exponentielle erzeugende Funktion liefert
die Folge der Zykelzahlen [ﬂ = (n—1)! Die gewdhnliche erzeugende Funktion kon-

vergiert nicht, aber die exponentielle erzeugende Funktion hat die Gestalt > ,,.¢ % .
[ﬂ Z" =350 % = —In(1 - z). Dies wiederum ist ein Spezialfall fiir die exponenti-

elle erzeugende Funktion der Stirling-Zahlen erster Art. Wegen >, [’Z] = n!istdie zu-
gehorige summatorische exponentielle erzeugende Funktion gerade die schon eben
betrachtete geometrische Reihe. Interessant ist jedoch die exponentielle erzeugende
Funktion fiir die Folge [Z] der Stirling-Zahlen erster Art, wenn k fest ist. Zunachst be-
obachten wir, dass diese Folge langsamer wichst als n!, aber nach der Abschdtzung
(4.6) mindestens das Wachstum (7 — k)! hat. Die zugehorige exponentielle erzeugen-
de Funktion hat also einen positiven Konvergenzradius, wiahrend die gew6hnliche
erzeugende Funktion fiir z > 0 nicht konvergiert.

Wir untersuchen jetzt fiir k € N die Reihe >, % [Z] z". Hierzu benutzen wir den
bereits bekannten allgemeinen Binomialsatz 4.11. Seien v,z € C mit |z| < 1. Dann
gilt

(1+2)7" = Z (T)z" = Zr—ﬂ'z"
T\n prull ()
Nach Korollar 4.29 wissen wir, dass ** = ¥(r — 1)--- (¥ — n + 1) ein Polynom
in » vom Grad n mit den Koeffizienten s(n, k) = (—1)""‘[’;] ist. Es gilt also v =
>k s(n, k)r¥ und hieraus folgt:

erin(l+2) _ (1+2) = Z (Z S(?;/ll,!k)zn) 7k

k n

Ein Koeffizientenvergleich fiir jedes feste z mit |z| < 1 zeigt nun:

stimk) _, (In(1+2)*
Z n! z k!

n

Die letze Formel liefert also fiir jedes feste k die exponentielle erzeugende Funkti-
on fiir die Stirling-Zahlen der ersten Art mit Vorzeichen s(n, k). Gehen wir zuriick zu
[',:] = (=1)"*s(n, k) und ersetzen z durch —z, so erhalten wir die exponentielle

erzeugende Funktion fiir die Stirling-Zahlen der ersten Art [Z] :
5 1[n n (=In(1 — 2))*
n'| k| k!
n=0

Der Konvergenzradius dieser Reihen ist jeweils 1.
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5.2.2 Bell-Zahlen

Wir behandeln jetzt ein weiteres schones Beispiel fiir eine exponentielle erzeugende
Funktion, namlich die fiir die Bell-Zahlen B,,. Wir wissen schon aus den Ungleichun-
gen in (4.7), dass zwar B, € 2@ aber auch B, < n! gilt; im Gegensatz zur ge-
wohnlichen erzeugenden Funktion hat die exponentielle erzeugende Funktion also
mit Sicherheit einen positiven Konvergenzradius.

Sei b(z) = D=0 %Z" die exponentielle erzeugende Funktion fiir die Bell-Zah-
len B,,. Wir hatten gesehen, dass By,+1 = >k (Z)Bk fiir alle n € N gilt. Mit e# be-
zeichnen wir die iibliche Exponentialfunktion zur Basis e, die etwa durch die Reihe
e? = > 50 %", definiert ist. Unter Benutzung der Rechenregeln von oben gilt damit
die Differentialgleichung:

> _ BTLJr] n _ L n n
o 3 e 3 (5 (1))
- (ZZ_> . (Z%z") =D(z) - &?

o n!

Diesen Typ von Differentialgleichung wollen wir 16sen. Die Funktion e¢ erfiillt die
Differentialgleichung. Seien nun b, (z) und b»(z) zwei Losungen dieser Differenti-
algleichung mit b1(z) > O und bz(z) > O firalle 0 < z € R. Dann gilt fiir die
logarithmischen Ableitungen (In o by)'(z) = Zig; = ng = e?. Also unterschei-
den sich by (z) und b>(z) nur um einen konstanten Faktor, denn die Ableitung von
b1(2)/b2(z) ist Null. Damit gilt b(z) = ce® fiir ein ¢ > 0. Wegen b(0) = 1 folgt

1 . . .
¢ = 5. Damit ergibt sich:

b(z)=e® 1

Insbesondere sehen wir, dass die Reihe g(z) = >0 %z” iiberall konvergiert. Wir

erhalten einen neuen Beweis fiir die schon aus Satz 4.34 bekannte Dobinski-Formel:
Durch Reihenentwicklung gilt b(z) = e~ 1 = 1 3, (L 3, %) =>.(25 %)%
Koeffizientenvergleich liefert die Dobifski-Formel
n
5o L

i
ey k!

Aufgaben

5.1. Sei F, die n-te Fibonacci-Zahl. Zeigen Sie, dass die unendliche Summe >’ .
107"F,, gegen eine rationale Zahl konvergiert.

5.2. Gegeben seien cy,c2 € Rmitcy = 0 # ¢cp und cf + 4cp > 0. Wir setzen

2 2
_a ‘1 _a_ /(a
A = > + (2) + C2 und Ao > (2) + C2
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Sei (an)n=0 eine Folge, die rekursiv definiert ist durch ag = 0, a; = 1 und a,, =
C1An-1 + Cpan—2 fiir n > 2. Zeigen Sie:

z

(@) Die erzeugende Funktion a(z) der Folge (an)nsoista(z) = Fr———

_ 1 n _ \n
() an = o (] - AD,
5.3. Die Zahlen a, sind induktiv definiert durch ag = 2, a1 = 5 und au.» =
5an+1 — 6ay,. Bestimmen Sie die erzeugende Funktion der Zahlen a,, und zeigen
Siea, = 2" + 3"

5.4. Wir definieren die Zahlenfolge (a;)n>0 durch ap = 0, a; = 1 und a, =
3an_1 — 2an_» + 2" fiir n > 2. Bestimmen Sie die erzeugende Funktion von
(an)n=0, und zeigen Siea, =1+ (n —1)2™.

5.5. SeiH, = Z’k“:l 1/k die Folge der harmonischen Zahlen. Bestimmen Sie deren
erzeugende Funktion h(z).

Hinweis: Sie kénnen — In(1 — z) = > ,,.1 z"/n als bekannt voraussetzen.

5.6. Bestimmen Sie die erzeugende Funktion von (F2y)y=0. Hierbei ist F, die n-te
Fibonacci-Zahl.

5.7. Seiap=1unda, = 3/ (n — i)a;. Bestimmen Sie die erzeugende Funktion
von (an)n=0-

5.8. Bestimmen Sie die exponentielle erzeugende Funktion der Rencontres-Zah-
len R,,.

5.9. Ein Automat iiber dem endlichen Alphabet X ist ein 4-Tupel A = (Q, 8, qo, F)
mit einer endlichen Zustandsmenge Q, einem Startzustand qg € Q, einer Menge von
Endzustinden F < Q und einer Ubergangsfunktion 6 : Q x = — Q. Man kann die
Ubergangsfunktion § auf Sequenzen von Elementen aus ¥ ausdehnen, indem man
6(q,e) = qund 6(q,wa) = 6(6(q,w),a) setzt; hierbei ist ¢ die leere Sequenz
(das leere Wort), a € X und w eine beliebige Sequenz. Die Menge aller endlichen
Sequenzen iiber X bezeichnen wir mit X*. Die von A akzeptierte Spracheist L(A) =
{w e 2* | 6(qo,w) € F}. Wir sind an der Frage interessiert, wie viele Worter der
Lange n von A akzeptiert werden.

(a) Fiir einen Zustand g sei L; = {w € 2* | 6(qo, w) = q} die Menge der Worter,
die nach g fiihren. Zeigen Sie: Es gilt Ly, = {€} U Us(p,a)=q, Lp * @ sowie L; =
Usp.ay=q Lp - afiir g # qo.

(b) Sei a;i die Anzahl der Worter der Lange n in L, und sei a4(z) die erzeugen-
de Funktion von (al),so. Dann gilt a?(z) = 1 + Z(m,mzqo zaP (z) sowie
al(z) = 35(p.a)-q 2a¥ (2) fiir g # qo.

(c) Seib,;, die Anzahl der Wort der Liange n in L(A). Dann ist die erzeugende Funk-
tion von (by)n=0 gegeben durch > ;cr al(z).
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(d) SeiX={a,b},Q =1{q0,q1,492}, F = {qo0,q1} und 6 gegeben durch
a c | 6(q,c)
do a q1
a b qo0
a1 a q2
a b o0
qz2 a q2
@ b a2
Bestimmen Sie die erzeugenden Funktion fiir die Anzahl der Wérter der Lan-
ge 1 in der von diesem Automaten akzeptierten Sprache. Wieviele Worter der
Lange n akzeptiert der Automat?
Zusammenfassung
Begriffe

gewohnliche erzeugende Funktion -

analytische Funktion
Konvergenzradius

formale Potenzreihe
Multimenge

1 in Summanden aus M, Zy(n)

Methoden und Resultate

Partitionen P, (n)

Partitionen P4 (n)

Pentagonalzahl, Fiinfeckzahl
Partitionszahlen E; (n)
Partitionszahlen O4 (1)
exponentielle erzeugende Funktion

Gewohnliche erzeugende Funktionen: Zusammenhang zwischen asymptotischem

Wachstum und Konvergenzradius

Rechnen mit formalen Potenzreihen
Invertieren von formalen Potenzreihen

Erzeugende Funktion der Fibonacci-Zahlen: f(z) =

_Zz
1-z-2z2

Losen von einfachen Rekursionsgleichungen mittels erzeugender Funktionen

Erzeugende Funktion der Catalan-Zahlen: c(z) =

1-/1-4z
2z

Erzeugende Funktion der Stirling-Zahlen zweiter Art: Sy (z) = [[1<j<k ﬁ

Erzeugende Funktion fiir Anzahl Multimengen iiber {1,..., k} mit Randbedin-

gungen N; < N: [T5_; (Sien, 29)

Erzeugende Funktion fiir die Anzahl der Multimengen iiber {1,...,k}:

_1
(1-2)k

Erzeugende Funktion fiir Zy (n): [ [nem ﬁ
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1
1-zm

—  Erzeugende Funktion fiir P(1): [ [ ;21
- Erzeugende Funktion fiir P (n, k): 1_[’;”:1 —
—  Erzeugende Funktion fiir P (n) und fiir Py (n): [ [, (1 +2™)
- Firn > 32giltlog, Py(n) > /n
- logP(n) e ©(yn)
- Pentagonalzahlensatz: [, (1 — 2™) = 3 jcz(-1)/z/ ()
1 fiirn = f(j)und j € Z gerade
- Eijn)—-04(mn)=1-1 firn=f(j)und j € Z ungerade
0 sonst, also fallsn = f(j) fiiralle j € Z
—  Rechenregeln fiir exponentielle erzeugende Funktionen

- eF =20 %
_ _ k
- Exponentielle erzeugende Funktion fiir [Z] S ns0 % [Z]z” = %

—  Exponentielle erzeugende Funktion fiir Bell-Zahlen: > ,,- %z” —ee 1



6 Graphentheorie

Graphen dienen der Beschreibung und Veranschaulichung von Relationen zwischen
Objekten. Die Idee ist es, Objekte durch Punkte darzustellen und falls zwischen zwei
Objekten eine Verbindung besteht, eine Linie zwischen ihnen zu ziehen. Die Objek-
te bezeichnet man als Knoten und die Verbindungen zwischen ihnen als Kanten.
Manchmal benutzt man Beschriftungen, um die Art der Verbindung zu kennzeichnen
oder um die Objekte in Klassen einzuteilen. Durch Abstraktion kann man sehr viele
Zusammenhange durch Graphen darstellen. Beispielsweise kdnnte man als Knoten
alle Stadte und als Kanten das Strafiennetz nehmen, d.h., wir zeichnen eine Kan-
te zwischen zwei Stddten, falls diese durch eine Strafde verbunden sind. Ein anderes
Beispiel ergibt sich mit Filmen und Schauspielern als Knotenmenge. Wir ziehen ei-
ne Kante zwischen einem Schauspieler x und einem Film 1y, falls x in y mitgewirkt
hat. Wir kénnen auch die Spielstellungen eines Spiels als Knotenmenge auffassen;
eine Kante ziehen wir von einer Spielstellung x zu einer Spielstellung 1y, falls sich x
durch einen Zug nach y iiberfiihren lasst. Mit Graphen lassen sich die unterschied-
lichsten Sachverhalte modellieren. Allgemein lassen sich Relationen R = A X B als
Graph auffassen, indem man A U B als Knotenmenge wahlt und eine Kante zwischen
X,y € AUB zieht, falls (x, ) € R gilt. Diese Art der Darstellung hat mehrere Vortei-
le. Der erste ist, dass Graphen sich sehr gut ,,graphisch“ veranschaulichen lassen. Der
andere Vorteil ist, dass man zur Losung von Problemen bereits existierende Resultate
und Verfahren aus der Graphentheorie heranziehen kann. Des Weiteren erlaubt die
Graphentheorie einheitliche Begriffsbildungen.

6.1 Grundbegriffe

Es existieren mehrere verschiedene Modelle fiir Graphen. Im allgemeinsten Fall be-
steht ein Graph G = (V,E, o, T) aus einer Menge von Knoten V (engl. vertex), einer
Menge von Kanten E (engl. edge) und zwei Abbildungen o,T : E — V. Die Abbil-
dung o ordnet jeder Kante aus E einen Startknoten (engl. source) zu, und die Ab-
bildung T gibt den Zielknoten (engl. target) an. Zwei Knoten, die durch eine Kante
verbunden sind, heifien adjazent (oder benachbart). Ein Knoten x und eine Kante e
sind inzident, wenn x Start- oder Zielknoten von e ist. Eine Kante e € E ldsst sich
graphisch durch einen Pfeil o (e)— T(e) veranschaulichen. Dieses Modell erlaubt
mehrere Kanten zwischen zwei Knoten — sogenannte Mehrfachkanten. Zudem sind
auch Kanten von einem Knoten zu sich selbst moglich; solche Kanten nennt man
Schlingen.



118 —— Graphentheorie

Mehrfachkanten Schlingen

Graphen ohne Schlingen und Mehrfachkanten bezeichnet man als einfach. In vielen
Anwendungen kann man Schlingen und Mehrfachkanten durch Einfiihren von weite-
ren Knoten vermeiden. Eine Kante x — 7 kann man beispielsweise durch x —z— 1y
ersetzen, wobei z ein neuer Knoten ist. Fiir einfache Graphen existieren auch einfa-
chere Beschreibungsmodelle. In den meisten Fillen sind die hier behandelten Gra-
phen einfach. Ein gerichteter Graph ist ein Paar (V, E), wobei V eine beliebige Men-
geistund E < V x V. Jedes Paar (x,y) € E stellt eine Kante vom Knoten x zum
Knoten 1y dar. Hierbei ist x der Startknoten und y der Zielknoten. Falls wir nicht zwi-
schen Startknoten und Zielknoten unterscheiden, erhalten wir ungerichtete Graphen.
Bei ungerichteten Graphen verbindet jede Kante zwei Knoten, ohne dabei zwischen
diesen beiden Knoten einen Unterschied zu machen. Als Modelle fiir ungerichtete
Graphen ergeben sich Paare (V,E) mit E < (‘;), d. h., die Kanten bestehen aus zwei-
elementigen Teilmengen {x, y} mit x, y € V. Alternativ konnte man bei gerichte-
ten Graphen zusatzlich fordern, dass (x, y) € E genau dann gilt, wenn (y,x) € E
ist. Damit entsprechen Kanten bei ungerichteten Graphen einer symmetrischen Re-
lation. Sowohl bei gerichteten als auch bei ungerichteten Graphen benutzen wir die
Schreibweise xy € E fiir Kanten. Hierbei ist zu beachten, dass bei ungerichteten Gra-
phen xy und yx dieselbe Kante beschreiben. Man kann jedem gerichteten Graphen
einen ungerichteten Graphen zuordnen, indem man die Orientierung der Kanten ver-
gisst. Umgekehrt kann man jeden ungerichteten Graphen orientieren, indem man fiir
jede ungerichtete Kante {x, 7} eine Richtung festlegt: (x, ) oder (y, x). Die Orien-
tierung eines ungerichteten Graphen ist nicht eindeutig. Bei orientierten Graphen ist
hochstens eine der beiden Kanten (x, ) und (v, x) in E enthalten.

CASAY,

gerichteter Graph ungerichteter Graph orientierter Graph

Ein Graph ist endlich, falls er nur endlich viele Knoten besitzt. Wenn nicht anders
angegeben, meinen wir im Folgenden mit ,,Graph® stets einen endlichen, ungerichte-
ten Graph ohne Schlingen und Mehrfachkanten. Bei ,gerichteten Graphen“ meinen
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wir endliche gerichtete Graphen ohne Mehrfachkanten. Ein Teilgraph G’ = (V',E’)
des Graphen G = (V,E) ist ein Graph mit V' < V und E’ < E. Ein induzierter Teil-
graph G’ = (V',E’) des Graphen G = (V,E) ist ein Teilgraph, fiir den gilt E’ =
(‘g) N E; das heifdt, in G’ sind alle Kanten aus G enthalten, welche Knoten aus V'’
verbinden. Ein induzierter Teilgraph ist bereits durch eine Teilmenge der Knoten ein-
deutig spezifiziert. Manchmal bezeichnet man induzierte Teilgraphen auch als Unter-
graphen.

ein induzierter
ein Graph G ein Teilgraph von G Teilgraph von G

Wir behandeln im Rest dieses Abschnitts nur ungerichtete Graphen. Die meisten
Begriffshildungen lassen sich aber leicht auf beliebige Graphen (wie zum Beispiel ge-
richtete Graphen mit Mehrfachkanten) iibertragen. Sei G = (V, E) ein Graph. Eine
Folge von Knoten xyx1 - - - Xy, ist ein Pfad (oder ein Weg), falls je zwei aufeinander
folgende Knoten durch eine Kante verbunden sind; das heifdt, fiiralle 0 < i < n
gilt x;x;+1 € E. Wir nennen n die Lénge des Pfads; es ist die Anzahl der Kanten.
Ein Pfad xq - - - x4, ist einfach, falls die Knoten xo, ..., Xy, alle verschieden sind. Der
Knoten X ist der Startpunkt des Pfads und x; sein Endpunkt. Falls bei einem Pfad
der Linge n > 3 der Startpunkt und der Endpunkt identisch sind, so sprechen wir
von einem Kreis. Ein Kreis x - - - x,,—1X0 ist einfach, falls die Knoten xg,...,Xn-1
alle verschieden sind. Der folgende Graph wird Petersen-Graph (Julius Peter Christian
Petersen, 1839-1910) genannt.

C

Petersen-Graph

Ein Pfad der Linge 8 im Petersen-Graph ist z. B. abgjeafhc; ein einfacher Pfad der
Lange 9 ist abcdejhfig. Ein Kreis ist abgjhcba; und ein einfacher Kreis ist beispiels-
weise abcdejgifa.
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Ein Graph G heif3t zusammenhdngend, falls je zwei Knoten durch einen Pfad ver-
bunden sind. Eine Zusammenhangskomponente eines Graphen ist eine maximale Teil-
menge von Knoten, welche paarweise durch einen Pfad verbunden sind. Die Distanz
(oder der Abstand) zwischen zwei Knoten x und 1 ist die Lange eines kiirzesten Pfads
mit Startpunkt x und Endpunkt . Falls x und y in verschiedenen Zusammenhangs-
komponenten liegen, ist ihr Abstand unendlich.

Haufig ist man nicht an der exakten Struktur eines Graphen interessiert, sondern
nur an seinem ,,Aussehen”. Die Namen der Knoten spielen in vielen Fillen eine unter-
geordnete Rolle. Dies fiihrt auf den Begriff der Isomorphie. Zwei Graphen G = (V,E)
und G’ = (V', E’) sind isomorph, falls eine bijektive Abbildung @ : V — V’ existiert
mit

xy €E & @x)p(y) €E
Isomorphie von Graphen bedeutet also, dass die Graphen durch Umbenennung der
Knoten in einander iiberfiihrt werden konnen. Die folgenden beiden Graphen {iber
der Knotenmenge {1, 2, 3,4, 5,6} sind isomorph:

3 2
1 2 3
4 1
5 6 4 5 6
Graph G Graph G’

Ein moglicher Isomorphismus von G nach G’ ist gegeben durch1 — 1,2 — 4,3 — 2,
4 — 5,5~ 3und 6 — 6. Ein nichttrivialer Isomorphismus von G auf sich selbst ist
die Drehung gegen den Uhrzeigersinn1 — 2,2 —» 3,3 —» 4,4 —~ 5,5 — 6,6 — 1. Die
Komposition dieser beiden Isomorphismen G — G und G — G’ liefert einen weiteren
Isomorphismus G — G'.

Beispiel 6.1. Sei V = {M,..., My} eine endliche Familie von Mengen M;. Wir kon-
nen aus V einen Graph G = (V, E) konstruieren, indem wir fiir i # j genau dann
eine Kante {M;, M} zeichnen, wenn M; N M; + O gilt.

Umgekehrt ldsst sich jeder Graph auf diese Weise darstellen: Sei G = (V,E) ein

beliebiger Graph mit V = {xi,...,xn}. Fir1 < i < n setzen wir M; = {x;} U
{e € E | x; € e}. Nun definiert die Familie {M;,...,My} einen zu G isomorphen
Graphen. o

Der komplementiire Graph von G = (V,E) ist G = (V,E) mitE = (‘;) \ E. Der
komplementire Graph G von G enthilt also genau die Kanten, welche G nicht hat.
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A

ein Graph komplementarer Graph

Ein Graph G heif3t selbstkomplementdir, falls G und sein komplementirer Graph G
isomorph sind. Im Folgenden geben wir einige Beispiele selbstkomplementirer Gra-
phen an:

Paer

K P, Cs ,Stier ,Sonne“

Wir wollen nun die Namen einiger spezieller Graphen vereinbaren. Sei hierzu
Vn = {v1,...,VUn} eine Menge mit n Elementen. Der vollstindige Graph mit n Kno-
tenist K,, = (V, (Vz") ); das heifdt, der Graph K, enthilt alle méglichen Kanten. Der
Graph K, hat genau (’21) = @ viele Kanten. Dies ist die Maximalzahl an Kan-
ten, die ein ungerichteter Graph ohne Schlingen und Mehrfachkanten haben kann.

Insbesondere ist die Anzahl der Kanten jedes Graphen mit 1 Knoten in O (n?).

L A

K K> K3 K4 Ks Ke

Der leere Graph mit n Knoten ist (V},, @). Er enthalt keine Kanten und ist der kom-
plementédre Graph des K. Mit P, bezeichnen wir den Graphen, der genau aus einem
einfachen Pfad der Lange n — 1 besteht, das heif3t P, = (Vy,, {vivit1 | 1 < i <n}).
Der Graph Py, enthdlt n — 1 Kanten.

L] *———0 o——0—0 *——0—© *—O—0—0—0

P, P, Ps Py Ps

Der Graph C,, ist der einfache Kreis mit n Knoten. Man erhdlt den Graph C,, in-
dem man bei einem P,, den ersten mit dem letzten Knoten verbindet; das heif3t C,, =
Vi, {viviy1 | 1 =i <n}uU{v,v1}). Fiirn > 3 besitzt der Graph C,, genau n Kan-
ten.
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L A

G G C3 Cy Cs Cs

Ein Graph G = (V,E) heif}t bipartit, wenn V. = AUBmit AnB = Jund E <
{{a,b} | a € A, b € B} gilt. Dies bedeutet, wir konnen die Knoten in zwei Klas-
sen A und B einteilen, so dass jede Kante einen Endpunkt in A und den anderen
Endpunkt in B hat; das heifit, es gibt keine Kanten zwischen Knoten aus A und keine
Kanten zwischen Knoten aus B. Beispielsweise sind die Graphen C,, fiir n > 2 genau
dann bipartit, wenn n gerade ist (dann kommen die geraden Knoten nach A und die
ungeraden Knoten nach B). Seien A,,, = {a1,...,am} und B, = {by,...,b,} dis-
junkte Mengen. Der vollstdndig bipartite Graph iiber A;, und By, ist Kmn = (Am U
Bu,{{a,b} | a € Am, b € By}). Der Graph Ky, » besitzt genau mn viele Kanten.

N
/\ <> M )?i/\m\

Kin Kon K33 K45

\'7

Die naheliegendste Maf3zahl eines Knotens x ist die Anzahl der inzidenten Kan-
ten. Wir nennen dies den Knotengrad (oder kurz: den Grad) dy von x, d.h. dy =
|{e € E | x € e}| fiir einen Graphen (V, E) und seinen Knoten x € V. Im vollstan-
digen Graph K, haben alle Knoten den Grad n — 1; und beim Kreis C,, mit n > 3
gilt d, = 2 fiir alle Knoten. Bei Pfaden P, mit n > 2 haben genau zwei Knoten (die
Endpunkte) den Grad 1, und alle iibrigen Knoten haben den Grad 2. Eine erste Beob-
achtung zu Graden liefert Satz 6.2 fiir Graphen G = (V, E).

Satz 6.2 (Handschlaglemma).

> dy =2|E|

xeV
Beweis. Wir zahlen die Anzahl der Kantenenden auf zwei verschiedene Weisen. Je-
de Kante verbindet zwei Knoten und besitzt deshalb zwei Enden. Dies entspricht der
rechten Seite. Andererseits ldsst sich jedes Kantenende eindeutig einem Knoten zu-
ordnen; auf diese Weise werden die Kantenenden auf der linken Seite gezahlt. Der
Name des Satzes ist dadurch motiviert, dass man sich eine Kante xy als das Hiande-
schiitteln von x und 1y vorstellt; um die Gleichung zu erhalten, zdhlt man auf zwei
verschiedene Arten, wie viele Hinde geschiittelt werden (d. h. die Anzahl der Kanten-
enden). O
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Die deutsche Sprache hilft, sich Satz 6.2 leicht zu merken: ,,Die Summe der Grade
ist gerade.” Dies kann auch iiber die Knoten mit ungeradem Grad formuliert werden.

Korollar 6.3. Die Anzahl der Knoten mit ungeradem Grad ist gerade.

6.2 Eulerkreise und Hamiltonkreise

Als Euler in Konigsberg war, wurde ihm die folgende Frage gestellt: Ist es méglich,
durch die Stadt zu gehen, jede der sieben Briicken iiber den Fluss Pregel genau ein-
mal zu iiberqueren, und am Ende wieder dort anzukommen, wo man gestartet ist;
siehe Abbildung 6.1. In der Sprache der Graphentheorie 1asst sich dies wie folgt for-
mulieren: Besitzen die folgenden Graphen jeweils einen Kreis, der jede Kante genau
einmal verwendet?

Im rechten Graph vermeiden wir die Mehrfachkanten des linken durch zusétzliche
Knoten und Kanten. Euler zeigte 1736, dass solche Kreise nicht existieren. Dieses Er-
eignis wird hadufig als die Geburtsstunde der Graphentheorie betrachtet. Einen Kreis
in einem Graphen nennt man Eulerkreis, wenn jede Kante genau einmal besucht wird.
Der Satz von Euler (Satz 6.4) liefert eine leicht zu tiberpriifende Charakterisierung der-
jenigen Graphen, die einen Eulerkreis besitzen.

Abb. 6.1. Knigsberg (Ausschnitt eines Stichs von Joachim Bering, 1613).
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Satz 6.4 (Euler 1736). Ein zusammenhdngender Graph hat genau dann einen Euler-
kreis, wenn alle Knoten einen geraden Grad haben.

Beweis. Wenn ein Graph einen Eulerkreis besitzt, dann hat ein Knoten x, der auf dem
Kreis k-mal vorkommt, den Grad d, = 2k.

Sei umgekehrt G = (V, E) ein Graph, bei dem jeder Knoten einen geraden Grad
hat. Sei P = vy - - - v, ein Pfad maximaler Lange, der jede Kante hdchstens einmal
benutzt. Da der Grad von v, gerade ist, muss vg = v, gelten (andernfalls kénn-
te man P verldngern). Falls eine Kante existiert, welche bei P nicht verwendet wird,
dann gibt es auch eine Kante v;x, die P nicht verwendet (da G zusammenhingend
ist). Nun ist aber v; - - - v,V - - - Vi X ein ldngerer Pfad als P, der jede Kante nur ein-
mal verwendet. Dies ist ein Widerspruch. Also ist P ein Eulerkreis. O

Bemerkung 6.5. Ein Eulerkreis in einem gerichteten Graphen G = (V,E) mit E <
V X V durchlduft alle gerichteten Kanten xy € E von x nach 7. Auch Schleifen xx
sind hier kein Problem. Der obige Beweis ldsst sich leicht an gerichtete Graphen an-
passen. Die zu zeigende Aussage ist hier, dass ein zusammenhdngender gerichteter
Graph genau dann einen Eulerkreis besitzt, wenn bei jedem Knoten x der Eingangs-
grad (d. h., die Anzahl der Kanten der Form y x) gleich dem Ausgangsgrad (d. h., die
Anzahl der Kanten der Form x ) ist. Die einzige Modifikation im Beweis von Satz 6.4
ist, dass man unterscheiden muss, ob eine Kante xv; oder eine Kante v;x existiert;
erstere hingt man bei v; - - - v, V1 - - - V; vorne an und letztere hinten. O

Ein Eulerweg ist ein Pfad, der jede Kante eines Graphen genau einmal verwendet.
Jeder Eulerkreis ist auch ein Eulerweg, aber ein Eulerweg kann bei einem anderen
Knoten enden, als er beginnt. Aus Satz 6.4 ldsst sich leicht herleiten, dass ein Graph
genau dann einen Eulerweg besitzt, wenn hochstens zwei Knoten einen ungeraden
Grad haben: Man zeichnet zwischen den beiden Knoten mit ungeradem Grad einen
Pfad der Liange 2 mit einem neuen Knoten in der Mitte ein (nach Korollar 6.3 kann es
nicht nur einen einzigen Knoten mit ungeradem Grad geben); in dem entstandenen
Graphen hat jeder Knoten einen geraden Grad und es lasst sich Satz 6.4 anwenden.
Wir sehen auch, dass jeder Eulerweg in diesem Fall bei einem Knoten mit ungeradem
Grad beginnt und bei dem anderen Knoten mit ungeradem Grad endet. Dies fiihrt
sofort zu einer Losung des Kinderratsels Haus vom Nikolaus: Lasst sich das folgende
Bild zeichnen, ohne den Stift abzusetzen und ohne eine Linie mehrfach zu malen,
d. h., ein Strich fiir jede der 8 Silben des Satzes ,,Das ist das Haus vom Nikolaus*.
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Haus vom Nikolaus

Ein ganz dhnliches Konzept zum Eulerkreis ist der Hamiltonkreis (nach Sir Wil-
liam Rowan Hamilton, 1805-1865). Ein Hamiltonkreis ist ein Kreis vg - - - vy, der je-
den Knoten genau einmal besucht (wenn man Start und Ende vy = v, nur einmal
zahlt). Beispielsweise besitzt der vollstindige Graph K, fiir n > 3 stets einen Ha-
miltonkreis. Der Petersengraph hingegen besitzt keinen Hamiltonkreis. Ein Hamilton-
kreis des Dodekaeders ist in der folgenden Zeichnung durch dicke Kanten angedeutet:

Hamiltonkreis im Dodekaeder

Im Gegensatz zu Eulerkreisen ist fiir Hamiltonkreise kein einfaches Kriterium be-
kannt, mit dem man tiberpriifen kann, ob ein Graph einen Hamiltonkreis besitzt (ein
solches Kriterium wiirde das sogenannte P-NP-Problem 16sen). Eine hinreichende Be-
dingung liefert der Satz von Ore (Satz 6.6, @ystein Ore, 1899-1968).

Satz 6.6 (Ore 1960). Wenn in einem Graph G = (V,E) mit |V| = 3 je zwei nicht
benachbarte Knoten x, y die Bedingung dx + d = |V| effiillen, dann besitzt G einen
Hamiltonkreis.

Beweis. Angenommen es existiert ein Graph mit n > 3 Knoten, welcher die Voraus-
setzung des Satzes erfiillt, aber keinen Hamiltonkreis hat. Sei G = (V, E) ein solcher
Graph mit n Knoten und mit einer maximalen Anzahl von Kanten. Sei xy ¢ E. Nach
Maximalitdt von E besitzt der Graph (V, E U {xy}) einen Hamiltonkreis, und dieser
Kreis verwendet die Kante xy. Wenn wir die Kante xy weglassen, dann liefert dies
einen Pfad v; - - - v, in G von x = vy nach v = vy, der jeden Knoten genau ein-
mal besucht. Sei X = {v; | vi;z1x € E}undY = {v; | v;y € E}.Esgilt y ¢ X und
v ¢ Y,sowie | X| =dyxund |Y| = d,.Mitdx + d, = nfolgt daraus X N Y + &. Sei
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v; € X n'Y. Die Knotenfolge
V1---ViUnp- - Vi+1V1

definiert einen Hamiltonkreis, denn es gilt v;v,;, = v;y € E und vi+1V1 = Vit1X
€ E. Dies ist ein Widerspruch. Also existiert kein Graph G, der die Voraussetzung des
Satzes erfiillt, aber keinen Hamiltonkreis besitzt. O

6.3 Bdume

Ein Baum ist ein nichtleerer zusammenhangender Graph ohne einfache Kreise. Ein
Knoten eines Baums ist ein Blatt, falls er hochstens den Grad 1 hat; Knoten, die kei-
ne Bléatter sind, nennt man innere Knoten. Das folgende Bild zeigt alle Baume mit 5
Knoten.

*—o—0—0—0 .+I—C OT.
Die drei Baume mit 5 Knoten

In manchen Féllen zeichnet man einen Knoten eines Baums aus und nennt ihn Wur-
zel. Man spricht auch von gewurzelten Baumen. Die Idee ist, dass die Wurzel der Stelle
entspricht, an der der Baum beginnt. Satz 6.7 fasst einige Eigenschaften von (nicht ge-
wurzelten) Biumen zusammen:

Satz 6.7. Sei G = (V, E) ein nichtleerer Graph. Die folgenden Eigenschaften sind diqui-
valent:

(a) G ist ein Baum.
(b) Zwischen je zwei Knoten aus V gibt es genau einen einfachen Pfad in G.
(c) G ist zusammenhdngend und |E| = |V | — 1.

(d) G ist zusammenhdngend, aber durch Entfernen von jeder beliebigen Kante aus E
wird der Graph unzusammenhdngend.

Beweis. (a) = (b): Angenommen, zwei Knoten x,y € V sind durch zwei verschie-
dene Pfade xv; - - - Uj—1y und xw; - - - wy—1y verbunden. Wir wahlen die Kno-
ten x und y so, dass m + n minimal ist. Dann ist {vy,...,Vm-1} N {w1,..., wy_1}
= @.Daherist xv; - - - Uy—1YWn-1 - - - W1 X ein einfacher Kreis. Dies ist ein Wider-
spruch, denn G ist ein Baum. Also folgt, dass zwischen je zwei Knoten hdchstens ein
Pfad existiert. Da G zusammenhadngend ist, existiert auch mindestens ein Pfad.

(b) = (c): Fiir jeden Knoten gibt es genau eine ausgehende Kante, die zur Wurzel
fithrt; und jede Kante erfiillt diese Aufgabe fiir irgendeinen Knoten. Es gibt |V| — 1
Knoten, welche nicht die Wurzel sind. Dies ist nach der Voriiberlegung auch die An-
zahl der Kanten. Im Folgenden ist diese Idee genauer beschrieben.



Biume =— 127

Wir wihlen einen beliebigen Knoten v € V zur Wurzel (engl. root) und ordnen
jedem Knoten x € V \ {r} die erste Kante e, = xv; € F zu, die auf dem eindeuti-
gen Pfad xv1 - - - V17 von x zur Wurzel liegt. Weiter definieren wir die Hohe h(x)
von x als die Lange des Pfads von x zu 7, d.h. h(x) = m. Falls v # x auf dem
Pfad von x zur Wurzel liegt, dann gilt h(y) < h(x). Angenommen, es gilt ex = e,
fiir Knoten x # y.Seilenp = xvy---vpy_1v und g = yw; - - - Wy_1¥ zZwei ein-
fache Pfade in G. Dann gilt v; = y und w; = x. Es folgt h(x) < h(y) und
h(y) < h(x). Dies ist ein Widerspruch; also gilt ex # e, fiir x # . Nun gilt fiir
Ey = {ex € E| x €V \{r}}, dass |[Ey| = |V \{r}| = |V| - 1. Angenommen, es
existiert eine Kante xy € E \ Ey. Ohne Einschrankung sei h(y) < h(x). Falls y auf
dem Pfad von x zur Wurzel liegt, dann folgt aus e, + xy,dass h(y) < h(x) -2 gilt.
In jedem Fall liefert deshalb der Pfad mit der Kante xy iiber den Knoten y einen neu-
en einfachen Pfad von x zur Wurzel, was ein Widerspruch zu (b) ist. Also gilt E = Ey
und damit |E| = |V| — 1.

(c) => (d): Sei e € E. Der Graph G’ = (V,E \ {e}) hat nur |V| — 2 Kanten, aber
|V| — 2 Kanten konnen hochstens |V | — 1 Knoten miteinander verbinden. Also ist G’
unzusammenhadngend.

(d) = (a): Wenn G einen einfachen Kreis enthalten wiirde, dann konnten wir jede
beliebige Kante auf diesem Kreis entfernen, und der entstandene Graph ware immer
noch zusammenhéangend. Dies ist ein Widerspruch zu (d). Also enthélt G keine einfa-
chen Kreise. O

Wenn wir mit einem beliebigen zusammenhdngenden Graphen starten, kénnen
wir nach Satz 6.7 (d) so lange Kanten entfernen, bis wir einen Baum erhalten. Deshalb
enthilt jeder zusammenhdngende Graph (mindestens) einen sogenannten Spann-
baum. Wir formulieren dies im Korollar 6.8.

Korollar 6.8. jeder nichtleere zusammenhdngende Graph G = (V,E) besitzt einen
Baum mit Knoten V als Teilgraph.

Insbesondere folgt aus Korollar 6.8, dass jeder zusammenhdngende Graph mit n
Knoten mindestens n — 1 Kanten besitzt. Spannbdaume sind ein einfaches, aber sehr
vielseitiges Hilfsmittel in der Graphentheorie. Wir betrachten hierzu das folgende
Beispiel: Sei G ein zusammenhdngender Graph mit n Knoten. Ein Durchlauf eines
Spannbaums von G mittels Tiefensuche zeigt, dass G einen (nicht einfachen) Kreis
der Lange 2(n — 1) besitzt, welcher jeden Knoten mindestens einmal besucht.

Natiirlich lasst sich das Konzept der Spannbdume auch auf nicht zusammenhin-
gende Graphen verallgemeinern, indem man die Zusammenhangskomponenten ein-
zeln betrachtet. Ein weiteres einfaches Korollar aus Satz 6.7 belegt die gewadhlten Be-
griffsbildungen.

Korollar 6.9. Jeder Baum besitzt Bltter.
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Beweis. Angenommen, jeder Knoten des Baums G = (V,E) hitte mindestens den
Grad 2. Aus Satz 6.2 folgt |E| = |V/|. Dies ist ein Widerspruch zu Satz 6.7 (c). Also
besitzt G mindestens ein Blatt. O

Tatsdchlich folgt aus Korollar 6.9, dass jeder Baum mit mindestens zwei Knoten
auch mindestens zwei Blatter besitzt. Die Beweistechnik ist typisch: Man pfliickt die
Blditter. Fiir zwei Knoten gilt die Behauptung. Bei einem Baum mit mehr als zwei Kno-
ten kénnen wir ein Blatt x entfernen (,,pfliicken). Dieses Blatt existiert nach Korol-
lar 6.9. Der entstandene Baum besitzt nach Induktionsvoraussetzung zwei Blatter
und z. Da x nur mit einem Knoten verbunden war, ist v oder z auch ein Blatt im
urspriinglichen Baum. Zusammen mit x sind dies zwei Blatter. Fiir alle n > 2 ist der
Pfad P,, ein Beispiel eines Baums mit 7 Knoten und genau zwei Blattern.

6.4 Die Cayley-Formel

Die Cayley-Formel (nach Arthur Cayley, 1821-1895) bestimmt die Anzahl der Spann-
bdaume in einem vollstindigen Graphen mit n Knoten. Dies ist etwas anderes, als die
Anzahl der Baume mit n Knoten bis auf Isomorphie zu bestimmen. So gibt es nur
einen Baum mit drei Knoten, namlich den Graph Ps. Aber es gibt drei Spannbdume
mit der Knotenmenge {1, 2, 3}.

3 3 3
1 /\ 2 1 /—o 2 1 o;\ 2
Wir betrachten den vollstindigen Graphen K;, mit der Knotenmenge V = {1,...,n}.

Die Kantenmenge E besteht also aus der Menge (‘;) und hat ('2“) Kanten. Ein Spann-
baum besteht aus n—1 Kanten, damit gibt es ( n"_11> potentielle Kandidaten fiir Spann-

baume, wobei m = ('21) ist. Es ist klar, dass die Anzahl der Spannbadume viel geringer
ist. Die genaue Anzahl findet sich in dem folgenden Satz. Es gibt diverse Beweise fiir
diesen klassischen Satz der abzdhlenden Kombinatorik. Wir verwenden die Metho-
de, Baume mittels Priifer-Codes darzustellen. Diese Codierungen sind nach Ernst Paul
Heinz Priifer (1896-1934) benannt, mit deren Hilfe er 1918 einen sehr eleganten und
einfachen Beweis fiir Satz 6.10 gefunden hatte. Diesen Beweis stellen wir unten vor.

Satz 6.10 (Cayley-Formel). Sei n > 2. Die Anzahl der Spannbdume in einem vollstdn-
digen Graphen mit n Knoten ist n"" 2,

Beweis. Sei Ky, = (V, E) der vollstindige Graph mit der n-elementigen Knotenmen-
ge V. Wir nehmen an, dass die Knoten in V linear angeordnet sind. Des Weiteren
sei (V,T) mit T < E ein Spannbaum von K;,,. Wir codieren T durch eine Folge in
Vn=2 Fiirn = 2 ist dies die leere Folge und dies entspricht dem einzigen Spannbaum
mit T = E in diesem Spezialfall. Sei jetzt n > 3. Sei b; € V das Kkleinste Blatt von
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(V, T). Der wesentliche Trick ist, den Nachbarn p; von b; zu notieren und nicht das
Blatt b; selbst. Es giltalso by p, € T.Wirsetzen V' = V\ {b;}und T' =T\ {b1p1}.
Dann ist (V', T") ein Spannbaum fiir einen vollstindigen Graphen mit n — 1 Knoten.
Nach Induktion existiert eine Folge (p2,...,pn-2), die (V', T") codiert. Wir definie-
ren die Kodierung von (V, T) durch die Folge (p1, p2,...,Pn-2) und nennen diese
Folge den Priifer-Code von (V,T).

Mit Induktion erkennt man, dass {p1,...,Pn-2} genau die Menge der inneren
Knoten von T ist. Insbesondere kénnen einige der p;’s gleich sein. Daher kénnen wir
nun aus der Folge (p1, ..., pn-2) das Blatt b, herauslesen. Es ist das kleinste Element
in V\ {p1,...,pn-2}. Wir wissen damit b;p; € T. Induktiv kdnnen wir nun aus
{p2,...,Pn-2} den Spannbaum T’ mit Knotenmenge V' = V' \ {b;} rekonstruieren.
Wir erhalten T = T’ U {b; p1 }. Die Zuordnung, die jedem T den Priifer-Code zuordnet
ist also eine injektive Abbildung von der Menge aller Spannbdaume von (V, E) in die
Menge V"2,

Es verbleibt noch zu zeigen, dass jede Folge (p1,...,pn-2) Priifer-Code eines
Spannbaums ist. Sei b; das kleinste Element in V \ {pi,..., pn-2}. Mit Induktion
ist die Restfolge (p2, ..., pn—2) der Priifer-Code eines Spannbaums T’ von V' = V \
{b1}. Alsoist (V’, T’) zusammenhdngend und T’ hat n — 2 Kanten. Setzen wir T =
T'U{bi1p:},soist (V, T) zusammenhédngend und T hat n — 1 Kanten. Alsoist (V, T)
ein Spannbaum mit Priifer-Code (p1, ..., pn-2). O

Das Verfahren, den Priifer-Code eines Spannbaums (V,T) zu erzeugen, kann
wie folgt beschrieben werden. Ublicherweise startet man mit der Knotenmenge V =
{1,...,n}. Dann wird das kleinste Blatt gepfliickt und sein Nachbar notiert. Nun fahrt
man mit dem kleineren Baum fort, bis nur noch zwei Knoten {ibrig bleiben. Der Ab-
bruch passiert also genau dann, wenn der Baum keine inneren Knoten mehr hat. Es
werden nur innere Knoten aus T notiert. Umgekehrt kann man den Baum zu einem so
gebildeten Priifer-Code (p1,..., pn-2) dadurch rekonstruieren, dass man zundchst
V = {1,...,n} setzt (n ist die Lange der Folge plus zwei). Nun findet man heraus,
welches Blatt zuerst gepfliickt wurde. Es ist der kleinste Knotenin V' \ {p1,...,pn-2}.
Man weif3, dass der verbleibende Baum iiber der Knotenmenge V' = V' \ {b; } gebildet
wurde, und sein Priifer-Code ist (p2, ..., pn-2). Induktivkann man daraus den Baum
(V', T’) ermitteln, und zusammen mit dem Knoten b; und der Kante b, p; ist der so
konstruierte Graph genau der gesuchte Baum zum Priifer-Code (p1,...,pn-2). Die
Rekursion bricht ab, sobald n = 2 gilt und der Priifer-Code leer ist. Dann ist der zu
bildende Baum eindeutig durch die beiden Knoten aus der Knotenmenge bestimmt.
Das folgende Diagramm gibt ein Beispiel an.
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4 8

[} [ ]
3 2 7
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6 5

Baum mit Priifer-Code (2,7,7,1,7,1)

Baume sind sicherlich diejenige Graphenklasse, welche am haufigsten anzutref-
fen ist, sei es als Bindrbdume (Maximalgrad 3, Wurzel hat Maximalgrad 2), als Wahr-
scheinlichkeitsbdume, als Suchbaume fiir geordnete Mengen, oder, wie in Abschnitt
4.9.2, zur Darstellung von korrekt geklammerten Ausdriicken, wie man sie etwa in der
Struktur von XML-Dokumenten (Extensible Markup Language) vorfindet.

6.5 Der Heiratssatz

Seien A und B disjunkt, und sei G = (A U B, E) ein bipartiter Graph; das heifit, jede
Kante in E verbindet einen Knoten aus A mit einem Knoten aus B. Eine Teilmenge
M < E ist ein Matching, falls keine zwei Kanten in M einen gemeinsamen Knoten
haben. Wir sagen, M ist ein perfektes Matching fiir A, wenn jeder Knoten aus A auf
einer Kante aus M liegt.

a 1
b 2
c 3
d 4 de—e 4
bipartiter Graph Matching perfektes Matching

Der Heiratssatz gibt eine Bedingung dafiir an, wann genau ein perfektes Matching
fiir A existiert. Sei hierzu

Ng(a) ={b e B | ab e E}

die Menge der Nachbarn von a € A im Graphen G. Diese Notation ldsst sich durch
N¢(X) = Ugex Ng(a) auf Teilmengen X < A erweitern. Die Heiratsbedingung sagt,
dass |[Ng(X)| = |X| fiir alle Teilmengen X < A gilt. Wenn |B| < |A]| ist, dann kann
kein perfektes Matching existieren. Ebenso muss die Heiratsbedingung gelten, wenn
ein perfektes Matching existiert. Der Heiratssatz sagt nun, dass auch die Umkehrung
gilt: Wenn die Heiratsbedingung gilt, dann existiert ein perfektes Matching fiir A.

In dieser Form wurde der Heiratssatz 1935 von Philip Hall (1904-1982) bewiesen.
In einer leicht anderen Formulierung wurde er bereits 1931 in zwei unabhangigen Ar-
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beiten von K6nig (Dénes K6nig, 1884-1944) und Egervary (Jen6 Egervary, 1891-1958)
gezeigt. Noch etwas friiher, bereits 1929, wurde der Satz von Menger bewiesen; und
der Heiratssatz ldsst sich leicht aus dem Satz von Menger herleiten. Dennoch ist es
inzwischen tiiblich, Hall den Heiratssatz zuzuschreiben.

Namensgeber fiir den Heiratssatz ist die folgende Situation: Man kann sich A (wie
Alice) als eine Menge von Frauen und B (wie Bob) als eine Menge von Minnern vor-
stellen. Eine Kante zwischen Frau und Mann existiert, wenn eine Heirat moglich ist.
Ein perfektes Matching bedeutet, dass es moglich ist, alle Personen aus der Gruppe A
(in diesem Fall die Frauen) zu verheiraten, ohne dass dabei ein Mann mit zwei Frauen
verheiratet wird.

Satz 6.11 (Heiratssatz). Sei G = (A U B, E) ein bipartiter Graph. Es gibt genau dann
ein perfektes Matching fiir A, wenn |[Ng(X)| > | X| fiir alle X < A gilt.

Beweis. Sei M ein perfektes Matching, dann erfiillt der Graph (A U B, M) die Heirats-
bedingung. Also erfiillt auch G die Heiratsbedingung.

Sei jetzt umgekehrt G ein Graph, der die Heiratsbedingung erfiillt. Falls fiir jede
echte Teilmenge @ + X & A die Abschitzung |[Ng(X)| > |X]| gilt, dann kénnen
wir eine beliebige Kante e aus G entfernen. Der verbleibende Graph erfiillt immer
noch die Heiratsbedingung und besitzt deshalb mit Induktion nach der Kantenzahl
ein perfektes Matching. Dieses ist auch ein perfektes Matching von G.

Wenn der obige Fall nicht eintritt, dann existiert eine nichtleere Menge X < A mit
INg(X)| = | X|. Sei Gy der von X U N (X) induzierte Untergraph von G, und sei G»
der von den verbliebenen Knoten (auf3erhalb von X U N (X)) induzierte Untergraph.
Der Graph G erfiillt die Heiratsbedingung, da Ng, (X') = Ng(X') fiir alle X' = X
gilt. Wir miissen noch zeigen, dass G; die Heiratsbedingung erfiillt. Mit Induktion
besitzen dann sowohl G; als auch G» perfekte Matchings, und deren Vereinigung ist
ein perfektes Matching von A. Sei G» = (A" UB’,E’) mit A” < Aund B’ < B. Fiir
X < A'gilt

ING, (X)) + INg(X)| =2 INg(X"UX)| 2 |X UX| =X +|X]

und damit [Ng, (X")| = | X’]. Also etfiillt G, die Heiratshedingung. O

Eine haufige Anwendung des Heiratssatzes 6.11 ist mit |A| = |B|. Dann ist je-
des perfekte Matching von A im bipartiten Graph G = (A U B, E) auch ein perfektes
Matching von B.

6.6 Stabile Heirat

Der Nobelpreis fiir Wirtschaftswissenschaften, genauer der Preis der Reichsbank
Schwedens fiir die 6konomische Wissenschaft zum Andenken an Alfred Nobel, wurde
2012 an Alvin Elliot Roth (geb. 1951) und Lloyd Stowell Shapley (geb. 1923) verliehen.



132 —— Graphentheorie

Damit wurde ihr Beitrag zur Theorie stabiler Zuordnungen und zur Gestaltung be-
stimmter Markte gewiirdigt. Zentral ist dabei der Gale-Shapley-Algorithmus, der be-
reits 50 Jahre vorher von David Gale (1921-2008) und Shapley entwickelt wurde. Die
spater durchgefiihrten empirischen Arbeiten von Roth belegten dann die Bedeutung
der Stabilitét bei realen Bedingungen.

Wir wollen den zugrunde liegenden Algorithmus von Gale und Shapley in die-
sem Abschnitt vorstellen. Es seien A und B Mengen von je n Personen. Ohne Ein-
schriankung seien A die Frauen und B die Mdnner. Jede Person hat eine Praferenzliste
der Personen vom anderen Geschlecht. Fiir a € A kénnen wir uns die Praferenz-
liste P, als eine lineare Ordnung b1y > -+ > bam) mit B = {baa),...,bam)}
vorstellen. Wenn by ;) in der Ordnung vor b, j) steht, so bevorzugt a den Mann b, ;)
vor bg,(j). Analog verfiigt jeder Mann b € B iiber eine Préferenzliste Py. Eine Heirat
(oder das Matching M < A X B) ist stabil, wenn alle Frauen verheiratet sind und es
zu keinen Scheidungen kommt. Es kommt zu einer Scheidung, wenn es zwei Paare
(a,b"),(a’,b) gibt mit P;(b) > P;(b") und Py (a) > Py(a’). Dann lassen sich nam-
lich a und b von ihren Partnern scheiden und bilden ein neues Paar (a, b). Wenn
sich anschlieflend a’ und b’ zusammentun, sind wieder alle verheiratet. Die Zufrie-
denheit von a und b ist gestiegen, wihrend die von a’ und b’ gesunken sein kann.

Die Situation von zwei Paaren ist leicht zu analysieren. Es gibt also zwei Frauen
a,a’ und zwei Manner b, b’. Betrachten wir zunédchst den Fall bei dem es ein Paar
gibt, welches sich wechselseitig die hdchste Praferenz gibt. Ohne Einschrankung ist
dies das Paar (a, b). Es gilt also P;(b) > P,(b’) und Py(a) > Pyp(a’). Dann ist
(a,b),(a’,b") stabil, und es ist die einzige stabile Heirat. Wenn kein solches Paar
existiert, so iiberkreuzen sich die Praferenzen jeweils. Sagen wir a hat als Favorit b,
aber b favorisiert a’, die nun b’ bevorzugt, fiir den schlieflich die Frau a die h6here
Praferenz hat. Wir erhalten eine kreisformige Anordnung der héchsten Praferenzen.

a e—>e ph
a’ 0>—>< b’
In diesem Fall sind beide méglichen Paarbildungen stabil; sie unterscheiden sich da-
durch, dass entweder die beiden Manner oder die beiden Frauen ihre Favoriten hei-
raten. Immerhin ist auch in komplizierteren Situationen eine stabile Heirat méglich,
allerdings nur unter der Bevorzugung einer Partei.

Im Allgemeinen stellt sich keine stabile Heirat ein, wenn Paare in einer zufilligen
Reihenfolge aufeinander treffen und sich bei entsprechenden Praferenzen von ihrem
aktuellen Partner trennen und neu heiraten. In der vorherigen Situation kdnnten zu-
erst (a, b) verheiratet sein, dann (a’, b), dann (a’, b’), dann (a, b") und schliefllich
wieder (a, b). Die iibrigen beiden Personen sind hier jeweils unverheiratet. In unserer
Betrachtung einer stabilen Heirat gibt es keine unverheirateten Personen, also fiigen

wir eine zusitzliche Frau a¢ und einen zuséatzlichen Mann b hinzu, welche jeweils
die niedrigste Praferenz bei den bisherigen Mdnnern und Frauen haben. Personen
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welche im obigen Beispiel unverheiratet sind, werden nun mit a¢ oder b, verheiratet.
Dadurch liefert das obige Beispiel eine unendliche Folge von nichtstabilen Heiraten,
bei denen jeweils alle Personen verheiratet sind. Ein Durchlauf ist im folgenden Bild
veranschaulicht; die gestrichelte Kante widerspricht jeweils der Stabilitat. Nach nur
vier Neuorientierungen der Paare sind wir wieder in der Ausgangssituation.

ae—e)p a b ae. b a b ae—=ep
a’><b’ a’ b’ a’ e—x-ep’ a’ b’ a’><b’
ap bg ao by ao by ao bg ao by
Beim Berechnen einer stabilen Heirat ist es iiblich, verloben und heiraten von
einander abzugrenzen, um keine Paare scheiden zu miissen. Verloben meint das vor-

laufige Auswihlen eines Partners, wahrend heiraten endgiiltig ist. Der Gale-Shapley-
Algorithmus berechnet wie folgt eine Heirat.

(1) Zu Anfang ist niemand verlobt oder verheiratet.

(2) Solange noch ein unverlobter Mann b € B existiert, macht b derjenigen Dame
a € A einen Antrag, die er noch nicht vorher gefragt hatte und die fiir ihn unter
diesen Frauen die héchste Priferenz hat.

Die Frau a nimmt den Antrag an und verlobt sich mit b, wenn sie noch keinen
Partner hat, oder sie den Antragsteller b ihrem derzeitigen Verlobten vorzieht.
Gegebenenfalls wird dabei eine Verlobung gelost, um eine andere einzugehen.

(3) Sind alle Manner verlobt, so heiratet jeder seine Verlobte.
Jeden Durchlauf von Schritt (2) bezeichnen wir im Folgenden als Runde.

Satz 6.12 (Gale, Shapley 1962). Der Gale-Shapley-Algorithmus berechnet in maximal n?
Runden eine stabile Heirat.

Beweis. Verlobte Frauen bleiben in jeder Runde verlobt. Eine Frau verlobt sich nur
dann neu, wenn sie sich verbessert. Insbesondere verlobt sich jede Frau maximal n-
mal. Spitestens nach n2 Runden hat jede Frau einen Antrag erhalten, und alle Frauen
(und damit auch alle Ménner) sind verlobt.

Angenommen, die vom Gale-Shapley-Algorithmus berechnete Heirat ware insta-
bil, das heif3t, es gibt zwei verheiratete Paare (a,b’) und (a’, b) mit P, (b) > P,(b")
und Py(a) > Pp(a’). Dann hatte jedoch a vor der Verlobung von b mit a’ entwe-
der einen Antrag von b abgelehnt oder ihn verlassen. Der Grund hierfiir war eine
Verlobung mit einem Mann b" mit P,(b"") > P, (b). Da sich Frauen im Verlauf
des Verfahrens nur verbessern, gilt P,(b’) = P,(b""). Dies ist ein Widerspruch zu
Py(b) > Py(b"). a

Insbesondere existiert stets eine stabile Heirat. Die vom Gale-Shapley-Algorith-
mus berechnete Heirat 1dsst sich noch etwas genauer beschreiben.
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Bemerkung 6.13. Der Gale-Shapley-Algorithmus ist fiir die Mdnner optimal. Sie er-
halten jeweils diejenige Partnerin, welche die héchste Praferenz unter allen Frauen
hat, mit denen iiberhaupt eine stabile Paarbildung méglich ist.

Hierzu geniigt es zu zeigen, dass ein Paar (a, b’) € A X B in keiner stabilen Hei-
rat realisierbar ist, wenn die Frau a im Gale-Shapley-Verfahren einen Antrag von b’
abgelehnt oder b’ verldsst. Mit Widerspruch betrachten wir den ersten Zeitpunkt ¢,
zu dem eine Frau a einen Mann b’ ablehnt oder verlidsst, obwohl eine stabile Hei-
rat M mit (a,b’) € M existiert. Der Grund ist in beiden Fillen ein Mann b mit
P,(b) > P,(b"). Es gilt (a’,b) € M fiir eine Frau a’ + a. Ware Py(a) < Py(a’),
dann hétte b von a’ bereits vor t eine Absage erhalten oder wire von a’ verlassen
worden. Dies ist nach Wahl von (a, b’) nicht méglich. Also gilt P, (a) > Py(a’). Tref-
fennun (a, b’) und (a’, b) aufeinander, so verlassen a und b ihre Partner und bilden
ein neues Paar (a, b). Damit ist M nicht stabil, ein Widerspruch. O

Aufgrund der Bemerkung 6.13 kommt es im Gale-Shapley-Verfahren nicht auf die
Reihenfolge der Antrdage an. Die Mdnner konnen sich sogar Zeit lassen. Dies dndert
sich, wenn Frauen ihre Praferenzen nur partiell geordnet haben. Dann ist es wichtig,
wer zuerst den Antrag stellt. Frauen werden insoweit benachteiligt, als dass sie die
Partner niedrigster Praferenz bekommen, mit denen eine stabile Heirat mdoglich ist;
siehe Aufgabe 6.16.

6.7 Der Satz von Menger

Der Satz von Menger (Karl Menger, 1902-1985) stellt einen Zusammenhang her zwi-
schen einem Parameter, der maximiert wird, und einem Parameter, der minimiert
wird. Derartige Aussagen sind typisch fiir die Graphentheorie. Genauer geht es bei
dem einen Parameter um die minimale Anzahl von Knoten, die man braucht, um zwei
(nicht notwendigerweise disjunkte) Knotenmengen A und B in einem gegebenen Gra-
phen G zu trennen. Der andere Parameter ist die maximale Anzahl von disjunkten
Pfaden in G von A nach B. Der Satz von Menger besagt, dass diese beiden Parameter
iibereinstimmen.

Sei G = (V,E) ein gerichteter oder ein ungerichteter Graph und A, B < V. Ein
AB-Pfad ist ein Pfad x¢ - - - x,, mit xo € A und x,;, € B; des Weiteren gilt fiir die
inneren Knoten x1,...,X,-1, dass {x1,...,Xn-1} N (A U B) = . Bei einem AB-
Pfad ist xg = x,, € A N B moglich. Ein AB-Separator ist eine Teilmenge C < V, so
dass jeder AB-Pfad einen Knoten auf C hat. Zwei Pfade sind disjunkt, wenn sie keine
gemeinsamen Knoten besitzen.

Satz 6.14 (Menger 1929; gerichtete Graphen, disjunkte Pfade). Sei G = (V,E) ein
gerichteter Graph und A, B < V. Dann ist die GrofSe k eines kleinsten AB-Separators
gleich der maximalen Anzahl von paarweise disjunkten AB-Pfaden.
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Beweis. Wenn C ein AB-Separator ist, dann gibt es héchstens |C| disjunkte AB-Pfade.
Es verbleibt zu zeigen, dass k disjunkte AB-Pfade existieren. Wenn E = & gilt, dann
ist |A N B| = k und die Knoten in A N B bilden k disjunkte AB-Pfade der Lange 0. Sei
jetzt e = xy eine gerichtete Kante in E. Wir entfernen die Kante e und erhalten den
Graph G' = (V,E\ {e}). Wenn der kleinste AB-Separator in G’ die Grof3e k hat, dann
erhalten wir mit Induktion k disjunkte AB-Pfadein G’. Diese sind auch disjunkt in G.

Sei also C ein AB-Separator in G’ mit |C| < k — 1. Sowohl S = C U {x} als auch
T = C u {y} sind AB-Separatoren in G. Es folgt |S| = k = |T|. Sowohl jeder AS-
Separator in G’ als auch jeder T B-Separator in G’ ist ein AB-Separator in G; dies ver-
wendet die Orientierung der Kante e von x nach . Mit Induktion existieren sowohl k
disjunkte AS-Pfade 7 in G’ als auch k disjunkte TB-Pfade Q in G'. Die Pfade aus P
und die Pfade aus @ schneiden sich nur in C, denn sonst gidbe es einen AB-Pfad,
der C gar nicht schneidet. In jedem Knoten aus S endet ein AS-Pfad aus 2 und in je-
dem Knoten aus T beginnt ein TB-Pfad aus Q. Wir konnen damit die Pfade aus 77 und
aus Q aneinander hingen und erhalten k disjunkte AB-Pfade in G; den Pfad nach x
setzen wir hierbei mit dem Pfad ab y fort; dies ist moglich, da xy € E ist. O

Der obige Beweis von Satz 6.14 erschien im Jahre 2000 in einer Arbeit von Frank
Goring [21].

Satz 6.15 (Menger 1929; ungerichtete Graphen, disjunkte Pfade). Sei G = (V,E) ein
Graph und A, B < V. Dann ist die GrofSe eines kleinsten AB-Separators gleich der ma-
ximalen Anzahl von paarweise disjunkten AB-Pfaden.

Beweis. Dies folgt aus der gerichteten Version des Satzes von Menger 6.14, wenn wir
anstelle einer ungerichteten Kante {x,y} die beiden Orientierungen (x,y) und
(v, x) aufnehmen. O

Den Heiratssatz 6.11 kann man als ein Korollar des Satzes von Menger erhalten:
Die Heiratsbedingung besagt, dass A ein minimaler AB-Separator ist, und der Satz
von Menger liefert nun das perfekte Matching als disjunkte AB-Pfade der Lange 1.

6.8 Maximale Fliisse

Bevor wir Fliisse einfiihren, betrachten wir eine Variante von Satz 6.14, welche die ma-
ximale Anzahl von kantendisjunkten Pfaden zwischen zwei Knoten charakterisiert.
Hierzu ben6tigen wir noch ein paar Begriffsbildungen. In der folgenden Variante des
Satzes von Menger erlauben wir Mehrfachkanten. Daher betrachten wir Kantenziige
anstelle von Pfaden. Sei G = (V,E, o, T) ein Graph, so dass o (e) der Startknoten
der Kante e € F und 7 (e) ihr Endknoten ist. Ein Kantenzug ist eine Folge von Kanten
T =e1---e, mit T(e;) = o(ej+1) fliralle1 < i < n. Wir sagen, 17 ist ein st-
Kantenzug, wenn o (e1) = s und T (e, ) = t gilt. Der Kantenzug 7t definiert den Pfad
o(ey) - -o(ey)T(en). Zwei Kantenziige 11 = e - - - ey und M2 = f] - - - f sind



136 —— Graphentheorie

disjunkt, falls e; + f; fiir alle i, j gilt. Seien s, ¢ € V zwei verschiedene Knoten von
G = (V,E, o, T). Ein st-Schnitt ist ein Paar (A,B) mits e A< Vundt € B=V\ A.
Ein st-Schnitt (A, B) zerschneidet also V in zwei nichtleere disjunkte Teile, und jeder
Kantenzug von s nach t muss A verlassen und B betreten. Das Gewicht von (A, B)
ist die Anzahl der Kanten e € E mit o(e) € A und T(e) € B. Dies sind genau jene
Kanten, die einen Ubergang von A nach B ermdglichen.

Satz 6.16 (Menger 1929; gerichtete Graphen, disjunkte Kantenziige). Sei G = (V,E,
0, T) ein gerichteter Graph, bei dem Mehrfachkanten erlaubt sind, und seien s,t €
V mit s + t. Dann ist das minimale Gewicht eines st-Schnitts gleich der maximalen
Anzahl von disjunkten st-Kantenziigen.

Beweis. Wir verwenden eine Konstruktion, die Kantengraph (oder auch Liniengraph)
genannt wird. Der Kantengraph L(G) von G hat die Knotenmenge E und die Kanten-
menge

F={(e,f) eEXE|T(e) =0(f)}

d. h., die Kanten des urspriinglichen Graphen G sind die Knoten des Kantengraphen,
und es wird eine Kante von e nach f gezeichnet, wenn der Zielknoten von e gleich
dem Startknoten von f ist. Man beachte, dass der Kantengraph L(G) niemals Mehr-
fachkanten besitzt. Jeder Pfad e; - - - e, in L(G) tibersetzt sich deshalb in einen Kan-
tenzug e; - - - ey, in G und umgekehrt.

(2}
el €g ez el
[ ® % 9 Cp
€3l |e4)es 3
ez ez
es

gerichteter Graph G dazugehoriger Kantengraph L(G)

Die Aussage des Satzes folgt nun, wenn wir die gerichtete Version des Satzes von Men-
ger 6.14 auf den Kantengraphen L(G) mit A = {e|o(e) = stund B = {f | T(f) =t}
anwenden. O

6.8.1 Der Satz von Ford und Fulkerson

Wir wollen uns nun mit einer quantitativen Version des vorigen Satzes befassen, dem
sogenannten Max-Flow-Min-Cut-Theorem. Ein Beweis davon wurde zuerst in einem
technischen Bericht von 1954 von Ford und Fulkerson (Lester Randolph Ford junior,
geb. 1927, und Delbert Ray Fulkerson, 1924-1976) veroffentlicht [19]. Parallel zu des-
sen Zeitschriftenpublikation [20] im Jahr 1956 haben Peter Elias (1923-2001), Amiel
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Feinstein (geb. 1930) und Claude Elwood Shannon (1916-2001) einen weiteren Be-
weis gefunden [17]. Die Formulierung des Max-Flow-Min-Cut-Theorems fiihrt uns in
die Welt der Netzwerke und Fliisse und bedarf einiger Vorbereitung.

Ein Flussnetzwerk besteht aus einer endlichen Knotenmenge V mit zwei ausge-
zeichneten Knoten, einem Startknoten s (source) und einem Zielknoten t (target) so-
wie einer Kapazitatsfunktion ¢ : V X V — R in die nicht negativen reellen Zahlen.
Die Kapazitdtsfunktion definiert einen gewichteten gerichteten Graphen, wobei wir
nur die Kanten mit positiver Kapazitit zeichnen. Wir kénnen uns jede Kante (x, ) als
ein Rohr- oder Leitungsstiick mit der Kapazitat c(x, 1) vorstellen. Entsprechend ist
ein Flussnetzwerk (V, ¢, s, t) ein System von Rohren oder Leitungen mit einer Quel-
le s und einem Ziel t. Ein typisches Problem der kombinatorischen Optimierung ist
es, einen maximalen Fluss von der Quelle zum Ziel zu berechnen, der die Kapazitidten
einhdlt. Formal ist ein Fluss eine Abbildung f : V X V — R, die den drei folgenden
Bedingungen gentigt:

—  (Schiefsymmetrie) Fiir alle x,y € V gilt f(x,y) = —f (¥, x).

— (Flusserhaltung) Fiiralleu € V mits = u = t gilt >,y f(u,v) = 0.

- (Kapazitatsbedingung) Fiir alle x, y € V gilt f(x,y) < c(x, y).

Die Schiefsymmetrie kénnen wir uns so vorstellen, dass ein positiver Fluss von x
nach y das Gleiche ist wie ein negativer Fluss von  nach x. Es folgt f(x,x) = 0
und damit ist es keine Einschrankung c(x,x) = O fiir alle Knoten x zu fordern.
Flussnetzwerke haben also keine Schlingen. Die Flusserhaltung besagt, dass bei in-
neren Knoten genau so viel hineinflief3t, wie auch wieder herauskommt. Bei der Quel-
le und dem Ziel braucht dies nicht zu gelten. Wir messen den Wert || f|| eines Flusses
f:V xV — Rander Quelle durch

IFlI =2 f(s,»)

yev

Wie bei Flussnetzwerken zeichnen wir auch bei Fliissen nur Kanten xy mit einem
positiven Wert f(x, y) ein.

Flussnetzwerk Fluss mit Wert 11

Die Definition des Wertes || f|| beriicksichtigt die Quelle und nicht das Ziel. Das
ndchste Lemma zeigt uns, dass man einen identischen Wert auch beim Ziel vorfindet.
Etwas allgemeiner betrachten wir dabei beliebige st-Schnitte. Wie bei Graphen ist
ein st-Schnitt (A, B) eines Flussnetzwerks (V,c, s,t) durch die Bedingungen s €
AcVundt € B =V \ A charakterisiert ist.
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Lemma 6.17. Sei f : V XV — R ein Fluss und (A, B) ein st-Schnitt. Dann gilt

Ifl= > flx,»)

xX€A, yEB

Insbesondereist | |l = >y ev f(5,) = Dxey f(x,1).

Beweis. Wir zeigen die Aussage mit Induktion nach |A|. Fiir A = {s} ist die Aussage
trivial. Sei jetzt A = A’ U {u} mits € A’ und u ¢ A’. Mit Induktion ist || f|| =
Sxea,yep f(x,y) fir B = BU {u}. Es gilt

S ofeay)= > feay)+ D f,y) - > fx,u)

X€A, yeB xeA’, yeB’ YEB xXeA

Nun ist s + u # t und daher liefert uns die Schiefsymmetrie zusammen mit der
Flusserhaltung die Behauptung:

D fa,y) = D fu) = D fu,y)+ > fu,x) = > f(u,v) =0

yeEB xeA YEB xX€eA veV

Wegen f(t,t) = 0 ist die Aussage || f|l = X ey f(x,t) gerade der Spezialfall mit
B = {t}. O

Als Kapazitdit c(A, B) eines st-Schnitts (A, B) bezeichnen wir die nicht negative
reelle Zahl
c(A,B)= > c(x,y)
xX€A, yeB
Aufgrund der Kapazitdatsbedingung besagt Lemma 6.17, dass die Kapazitit eines st-
Schnitts eine obere Schranke fiir den Wert eines Flusses ist. Fiir alle s¢-Schnitte (A, B)
und alle Fliisse f gilt:
IfIl <c(A,B) (6.1)

Der Satz von Ford und Fulkerson (Satz 6.18) stellt fest, dass diese Grenze scharfist. Wir
werden im nachsten Abschnitt 6.8.3 eine allgemeinere und zugleich algorithmische
Version des Max-Flow-Min-Cut-Theorems behandeln. Vorab wollen wir zeigen, dass
man dieses Theorem als Korollar zum Satz von Menger 6.16 auffassen kann.

Satz 6.18 (Max-Flow-Min-Cut-Theorem). Sei N = (V,c,s,t) ein Flussnetzwerk. Der
maximale Wert || f|| eines st-Flusses f ist gleich der minimalen Kapazitit c (A, B) ei-
nes st-Schnitts (A, B). Sind ferner alle Kapazitdten natiirliche Zahlen, so kann der ma-
ximale Fluss f ganzahlig gewdhlt werden.

Beweis. Nach Gleichung (6.1) ist nur die Existenz eines Flusses zu zeigen, dessen Wert
gleich der Kapazitdt eines st-Schnitts ist. Seien zunéchst alle Kapazitaten ganzzah-
lig. Dann ersetzen wir jede Kante (x, ) durch c(x, y) Kopien; dadurch erhalten wir
einen ungewichteten gerichteten Graphen G mit Mehrfachkanten. Von x nach y sind
jetzt c(x, y) Kanten gezogen. Sei (A, B) ein minimaler st-Schnitt in G. Das Gewicht k
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von (A, B) ist gleich c (A, B). Mit Satz 6.16 finden wir k disjunkte st-Kantenziige 171,
..., Tk in G. Fiir zwei Knoten x, y sei w (x, ) die Anzahl der Kanten von x nach v,
die in einem der Wege 11; vorkommen. Wir definieren einen Fluss f durch f(x, y) =
w(x,y) — w(y,x). Damit ist | f|| = k = c(A, B). Dies beweist insbesondere den
zweiten Teil des Satzes.

Die Erweiterung auf rationale Kapazitdten ist einfach: Wir multiplizieren mit dem
Hauptnenner der Kapazitaten. Dies reduziert den Fall von rationalen Kapazitdten auf
ganzzahlige Kapazitdten. Treten irrationale Kapazitiaten auf, so ldsst sich dieser Fall
durch Stetigkeitsargumente auf rationale Kapazitdten zuriickfiihren. Wir belassen es
fiir reelle Kapazitidten bei dieser Beweisskizze, da wir im ndchsten Abschnitt einen
anderen Beweis kennen lernen werden. O

6.8.2 Residualgraphen und Verbesserungspfade

Wir betrachten noch einen anderen Zugang zu Satz 6.18, da wir uns der algorithmi-
schen Losung ndhern mo6chten. Fiir einen beliebigen Fluss f (etwa den Nullfluss) ist
der Residualgraph (V, R ) definiert durch die Kantenmenge

R ={(x,y) eVxV |clx,¥)> f(x,»)}

Sei A < V die Menge der im Residualgraphen von s aus erreichbaren Knoten. Setzen
wir B =V \ A, so gilt
>, (ctx,») = fx,») =0
xX€e€A, yEB
Istnunt ¢ A, so definiert (A, B) einen st-Schnitt mit || f|| = c¢(A, B). Fiir t € A k6n-
nen wir den Wert des Flusses entlang eines Pfades von s nach t im Residualgraphen
erhdhen.

Als Néchstes untersuchen wir die Erh6hung des Wertes von f entlang eines Pfa-
des im Residualgraphen genauer. Es kommt entscheidend darauf an, geschickt vor-
zugehen, wenn man einen effizienten Algorithmus zur Losung des Flussproblems
implementieren will. Wir betrachten hierzu den in der Flusstheorie zentralen Be-
griff eines Verbesserungspfades. Dies ist ein gerichteter Pfad 11 im Residualgraphen
von s nach t; insbesondere erfiillen alle Kanten x 7y auf dem Pfad 7t die Ungleichung
c(x,y) > f(x,y). Ein Verbesserungspfad wird in der Literatur auch augmentieren-
der Pfad genannt. Wenn ein Verbesserungspfad existiert, dann ist die Kapazitat nicht
ausgenutzt und wir konnen den Wert des Flusses f entlang des Verbesserungspfades
erh6hen und erhalten einen neuen Fluss mit dem Wert

||f]| + min { c(x,¥) — f(x,¥) | x ist Kante auf dem Pfad 77 }

Diese Argumentation ist im Prinzip schon der Originalbeweis von Ford und Fulker-
son, der auch sofort einen Algorithmus liefert: Starte mit dem Nullfluss f(x,y) = 0
fiir alle (x, ). Berechne den Residualgraphen und einen Verbesserungspfad 1, und
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erhohe den Fluss entlang des Pfades um den positiven Wert, der zur vollen Ausnut-
zung der Kapazitit einer Kante von 17 fiithrt. Damit wird der Wert des Flusses echt ver-
grofBert und auch immer um eine natiirliche Zahl erh6ht, wenn die Kapazitaten in N
liegen. Der Algorithmus terminiert auch, wenn alle Kapazitdten in Q liegen, aber bei
bindrer Eingabe kann bei ungiinstiger Wahl der Verbesserungspfade eine exponen-
tielle Laufzeit auftreten. Schlimmer, sind einige Kapazitaten irrational, so kann der
Ford-Fulkerson-Algorithmus immer kleinere Wertzuwdchse wahlen. Dann ist nicht
einmal die Konvergenz gegen einen maximalen Fluss gesichert.

Beispiel 6.19. Sei @ = %ﬁ ~ 0,6180339887 - - - eine Losung der quadratischen
Gleichung x2 + x — 1 = 0. Insbesondere gilt  + @2 = 1. Damitist1 + @ + 2 =2
der maximale Fluss im folgenden Flussnetzwerk.

Es gibt drei Pfade von s nach t. Wir beginnen mit dem obersten davon als Verbes-
serungspfad. Danach haben die anderen beiden Pfade die freien Kapazititen ¢ und
@2. Als Nichstes konstruieren wir eine unendliche Folge von Verbesserungspfaden.
Hierzu nehmen wir nach n — 1 weiteren Verbesserungspfaden die folgende Situation
an: Ein Pfad hat keine freie Kapazitat, ein Pfad hat die freie Kapazitdt ", und der
dritte Pfad hat noch @"*! an Kapazitit frei. Als Nichstes betrachten wir den folgen-
den Verbesserungspfad: wir gehen von s nach ¢ iiber den Pfad mit freier Kapazitat
@"*!, dann gehen wir nach s zuriick iiber den Pfad ohne freie Kapazitit (man be-
achte, dass auf diesem Pfad die Kanten in Richtung von ¢ nach s tatsdchlich im Re-
sidualgraphen vorhanden sind), schliefllich gehen wir zu t zuriick iiber den Pfad mit
freier Kapazitiat g". Dieser Verbesserungspfad bringt eine Verbesserung von g"*1.
Die freien Kapazitaten dndern sich wie folgt: Der Pfad von s nach t ohne freie Kapa-
zitét hat jetzt "+ frei; der Pfad mit urspriinglich freier Kapazitit o™ hat jetzt noch
" — "t = @"*2 frei; und der Pfad, welcher urspriinglich @ "*! Kapazitit frei hat-
te, hat nun nichts mehr frei. Die Situation ist also wie vor dem Verbesserungspfad, nur
dass n durch n + 1 ersetzt wurde. Wenn wir so weiter verfahren, dann erreichen wir
niemals den Fluss mit Wert 2, da ™ > O fiir alle n € N gilt.

Wenn wir noch eine direkte Kante von s nach t mit Kapazitdt ¢ > 0 hinzufiigen,
dann ist 2 + ¢ der maximale Fluss, aber die Sequenz obiger Verbesserungspfade kon-
vergiert gegen 2. o

Es hat fast zwanzig Jahre gedauert, bevor Jack Edmonds (geb. 1934) und Richard
Karp (geb. 1935) ihre Heuristik vorstellten, den Wert immer entlang eines kiirzesten
Pfades im Residualgraphen zu erh6hen. Wir bezeichnen mit n = |V| die Anzahl der
Knoten und mit m die Anzahl der Kanten (x, ) mit c(x, y) + c(y,x) > 0. Damit
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ist m < n? und héchstens doppelt so gro3, wie die Anzahl der Kanten mit einer po-
sitiven Kapazitat. Die Heuristik von Edmonds und Karp fiihrt zu der polynomiellen
Laufzeit @ (m?2n), welche insbesondere unabhingig von den Kapazititen ist [16]. Et-
wa zeitgleich, aber unabhdngig von Edmonds und Karp, die in den USA forschten,
fand Yefim Dinitz (geb. 1949) in der damaligen UdSSR ein dhnliches Verfahren zur
Berechnung eines maximalen Flusses mit einer besseren Laufzeit von O (mn?), sie-
he [14]. Den Algorithmus von Dinitz stellen wir jetzt vor. Die Kenntnis von Satz 6.18
wird nicht benétigt.

6.8.3 Der Algorithmus von Dinitz

Der Algorithmus von Dinitz (engl. Dinic’s algorithm) startet mit dem Nullfluss und ar-
beitet in Phasen. Vor jeder Phase ist bereits ein Fluss f berechnet. Ist f noch kein
maximaler Fluss, so werden innerhalb einer Phase verschiedene Verbesserungspfade
gefunden, bis der Abstand von s zu t im Residualgraphen grofier geworden ist. Inner-
halb jeder Phase wird spatestens in jedem 7-ten Schritt eine von maximal 7 Kanten
geloscht; damit terminiert eine Phase nach @(mmn) Schritten. Am Ende der Phase
hat der Fluss einen echt grof3eren Wert. Der entscheidende Punkt ist allerdings, dass
hochstens n Phasen ausgefiihrt werden, denn nach jeder Phase wird sich der Abstand
von s zu t im Residualgraphen um mindestens eins erhéht haben. Dieses Argument
liefert schliefllich die Laufzeitschranke @ (mn?).

Wir haben bereits einen Fluss f vorliegen und beschreiben nun den Ablauf einer
Phase. Sei (V, Ry) der Residualgraph von f. Aus (x,y) € Ry folgt iiber die Schief-
symmetrie, dass ¢(x, ) + ¢(y,x) > 0 gilt. Also hat R fiir jeden moglichen Fluss
hochstens m Kanten. Die Lange eines kiirzesten Pfades von x nach y im aktuellen
Residualgraphen bezeichnen wir mit d¢(x, )). Wir setzen ds(x,)) = o, falls es
keinen Pfad gibt. Der Wert d ¢ (x, ) ist die aktuelle Distanz von x nach ) und héngt
von f ab. Am Anfang einer Phase konstruieren wir den Levelgraphen. In den Level-
graphen werden gewisse Knoten und Kanten von (V, Rr) aufgenommen. Fiird > 0
setzenwir Ly = {x € V | d¢(s,x) = d} und fiir d > 1 setzen wir:

Eq=1{(x,y) €La1xLa | (x,) €Ry}

Der Levelgraph (L, E) ist gegeben durch L = Jg.0Lg und E = Jgs; E4. Mit einer
Breitensuche kénnen wir (L, E) in @ (m) Schritten berechnen. Innerhalb einer Phase
andern sich die Knotenmengen L; nicht. Insbesondere entfernen wir keine Knoten
aus L, lediglich Kanten aus E werden gestrichen. Der Residualgraph wird im weiteren
Verlauf der Phase zu keinem Zeitpunkt mehr explizit berechnet.

Befindet sich t nichtin L, soist (L, V \ L) ein st-Schnitt mit Wert || f|| = ¢(L,V \
L). Nach Gleichung (6.1) ist || f || maximal, und wir sind fertig. Im Folgenden sei daher
t € Lund k = dy(s,t) zu Beginn der Phase. Damit liegt ¢ in Li. Wir entfernen nun
Kanten aus dem Levelgraphen, solange es noch von s ausgehende Kanten gibt. Dies
bedeutet, wir werden (L, E) dynamisch verdandern und Fliisse augmentieren. Hierfiir
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definieren wir drei Invarianten, die fiir alle in dieser Phase aktuellen Graphen (L, E)
und Residualgraphen (V, R¢) erhalten bleiben:

(1) EsgiltE < Ry.

(2 Auspelsundqg € Lpfolgtds(p,q) = b —a.

(3) Jeden Pfadin (V,Ry) von s nach t der Lange k gibt esauch in (L, E).

Zu Beginn der Phase sind die drei Invarianten erfiillt. Wir beginnen damit, die
Kanten Ey.i zu entfernen, denn diese kommen auf keinem Pfad von s nach t der
Lange k vor. Insbesondere hat t danach den Ausgangsgrad Null. Die Invarianten wur-
den nicht verletzt. Wir starten jetzt eine Tiefensuche von s aus und stoppen, wenn wir
einen Knoten mit Ausgangsgrad Null finden. Die Tiefensuche liefert damit einen Pfad
T = (po,...,pp) Mitpg = s, (pa_1,pa) € E4fiir1 < d < £ und p, hat keine ausge-
hende Kante in (L, E). Die Tiefensuche kostet O (n) Zeit. Wir unterscheiden jetzt die
Fille py # t und py = t.

Im ersten Fall sei py # t. Dann gibt es in (L, E) keinen Pfad von s nach t, der
p¢ benutzt, denn py hat Ausgangsgrad Null. Also gibt es nach der dritten Invariante
auchin (V, Rr) keinen Pfad der Lange k von s nach t, welcher p, benutzt. Wir entfer-
nen die Kante (py_,, p¢) aus E. Dies verdndert R ¢ nicht und die Invarianten bleiben
erhalten. Danach starten wir eine neue Tiefensuche bei s (oder setzen die alte bei

Por-1 fOl't).
Der zweite Fall ist etwas subtiler. Es sei jetzt py = t. Nach der ersten Invariante
ist m = (po,-..., py) ein Verbesserungspfad. Wir bezeichnen mit E; die Menge der

Kanten von 17
Enx ={(pa-1,pa) | 1=d=<{}

Fiir p = min{c(e) — f(e) | e € Ex} gilt p > 0. Wir definieren einen neuen Fluss fr
vermoge
f, ) +p fiir (x,y) € Enx
Sr(x,¥)=1f(x,y) —p fiir(y,x) €Ex
flx,y) sonst

Dadurch erh6hen wir den Fluss entlang des Pfades 7 um den Wert p und haben min-
destens eine der Kanten e € E; gesdittigt; dies bedeutet, fiir den verdnderten Fluss fr
gilt fr(e) = c(e) fiir eine Kante ¢ € E. Wir durchlaufen den Pfad 1t nochmals und
entfernen alle gesittigten Kanten aus E. Danach starten wir eine neue Tiefensuche
bei s.

Da sich der Fluss verdndert hat, miissen wir die Invarianten beziiglich R, iiber-
priifen. Hierfiir miissen wir untersuchen, wie sich der Residualgraph verdndert hat.
Die geséttigten Kanten e vom Pfad 77 sind in Rz, nicht mehr vorhanden. Das Loschen
war also problemlos. Alle ungesattigten Kanten (p4-1, p4) auf 1t sind weiterhin in
Ry, und auchin (L, E) vorhanden. Wir miissen dennoch vorsichtig sein, denn wenn
f(x,y) zu f(x,y) + p vergrofBert wird, so verringert sich gleichzeitig f(y, x) zu
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f(y,x) — p. Solche Kanten (y, x) kénnen in Ry, neu hinzukommen. Sie sind aber
nicht in (L, F) aufgenommen worden. Die erste Invariante bleibt trivialerweise er-
halten. Aber die zweite und dritte miissen nachgewiesen werden. Die neuen Kanten
(v, x) haben alle die Eigenschaft, dass v € Lg+1 und x € Ly fiir ein d > 0 gilt.
Wir definieren jetzt eine Menge R, die wir schrittweise in Ry, transformieren und
die ebenfalls die drei Invarianten erfiillt, wenn wir bei den Bedingungen R anstelle
von Ry einsetzen. Die Distanz in R bezeichnen wir mit dg. Zu Anfang besteht R aus
den Kanten Ry ohne die gesattigten Kanten von Ej;. Die Invarianten sind erfiillt. Sei
jetzt R" = RuU{(y, x)} fiir ein beliebiges Paar (v, x) € Lj+1 X Lg. Wir wollen zeigen,
dass die Invarianten fiir R" mit entsprechender Distanz dy- gelten. Die erste Invarian-
te bleibt erhalten, weil wir eine Kante in R’ hinzunehmen. Betrachte jetzt p € L,
und g € Lp. Benutzt ein kiirzester Pfad von p nach g in R’ nicht die Kante (y, x),
sogilth —a < dr(p,q) = dr' (p,q). Benutzt dieser Pfad die Kante, so konnen wir
dgr (p, q) wie folgt errechnen:

dr (p,q) =dr(p,y) +1+dr(x,q) = (d+1-a)+1+(b-d)=b—-a+?2

Dies zeigt die zweite Invariante. Um schliefllich die dritte Invariante zu zeigen, be-
trachten wir einen Pfad der Linge k von s nach t in R’. Benutzt er nicht die Kante
(v,x), soist es ein Pfad in R und damit auch in (L, E), da die Invarianten fiir R gel-
ten. Benutzt er die Kante, so erhalten wir den folgenden Widerspruch:

k=dr(s,t)=dr(s,y)+1+dr(x,t) =2 (d+1)+1+(k-d)=k+2

Dies zeigt die dritte Invariante. Uber mehrere dieser Schritte kann man von R aus die
Menge Ry, erhalten. Daher gelten die Invarianten fiir Ry, .

Nach jeweils O(n) Schritten verliert E eine Kante, also gibt es nach O(mn)
Schritten keine Ausgangskante bei s. Dies beendet die Phase. Die Distanz von s nach t
im aktuellen Residualgraphen ist nach der zweiten Invariante mindestens k. Ande-
rerseits gibt es in (L, E) keinen Pfad von s nach t. Nach der dritten Invariante gibt es
dann auch in Ry keinen Pfad der Lange k. Daher muss im aktuellen Residualgraphen
dg(s,t) = k + 1 gelten. Nach hochstens n Phasen gilt d¢(s,t) = co. Dann haben
wir einen maximalen Fluss berechnet, und die Laufzeit ist insgesamt durch © (mn?)
beschrankt.

Beispiel 6.20. Der Algorithmus von Dinitz berechnet auf dem Flussnetzwerk von Sei-
te 137 den dort dargestellten Fluss nach drei Phasen. Wir betrachten noch ein anderes

Flussnetzwerk:
X
9
3 9
50/3v (\5\.\0\9“7:
oo

9 O\ 3

oy
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Die erste Phase des Algorithmus von Dinitz beginnen wir mit dem Nullfluss. Der Fluss,
sein zugehoriger Residualgraph und der resultierende Levelgraph am Anfang dieser
Phase sind wie folgt:

X

0 X
0 *‘» 1.0
[ ®sq.0 ’\.\ ® e
se® mj |0 >et ot S ot
O*. \ .\. /
0 Y >

0Oy '\

Nach Hinzufiigen des Verbesserungspfades (s, x, v, t) mit Wert 3 ergibt sich zu Be-
ginn der zweiten Phase das folgende Bild:

X X X
/ ° ° s .\.\.\
s 3 L 2 S.\ t S.\ of

[ ]
y y

y

¢

Der Fluss der Kante (y, x) ist —3; daher hat sie noch freie Kapazitdt 8. Also hat der —
in diesem Fall eindeutige — Verbesserungspfad den Wert 8. Nach Hinzufiigen dieses
Pfades zum Fluss erhalten wir:

Zu Beginn der dritten Phase ist nun t nicht im Levelgraphen enthalten. Der berechne-
te Fluss mit Wert 11 ist somit maximal. Der zugehorige minimale Schnitt wird durch
die drei Kanten (s, x), (7, x) und (y, t) definiert. O

Die Laufzeit zur Berechnung maximaler Fliisse wurde in den letzten Jahren weiter
verbessert und ist Gegenstand aktueller Forschung. Der Algorithmus von Dinitz ist
robust und einfach zu implementieren; er spielt daher auch in der Praxis weiterhin
eine wichtige Rolle. Von Dinitz stammt auch eine lesenswerte Betrachtung iiber die
historische Entwicklung der Fluss-Algorithmen [15].

6.9 Planare Graphen

Ein bekanntes Réitsel ist das folgende. Gegeben seien drei Versorgungsstationen
Strom, Gas und Wasser, sowie drei Hauser A, B und C. Kann man jede Versorgungs-
station mit jedem Haus so verbinden, dass sich keine zwei Versorgungsleitungen
schneiden?
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Strom Gas Wasser

A B c

Ein Graph heif3t planar, wenn man ihn so in die Ebene zeichnen kann, dass sich die
Kanten nicht schneiden. Es ist gleichwertig, ob sich ein Graph kreuzungsfrei in die
Ebene oder auf die Kugeloberflache zeichnen ldsst. Das obige Ratsel ldasst sich nun
wie folgt graphentheoretisch formulieren: Ist der Graph K33 planar?

Wie das folgende Beispiel zeigt, ist der Graph K4 planar.

mit Kreuzung ohne Kreuzung mit geraden Kanten

Eine Facette eines planaren Graphen ist eine maximale zusammenhéangende Fla-
che in der Ebene, welche keine Kanten und keine Knoten enthdlt. Haufig werden
Facetten auch als Fldchen oder Gebiete bezeichnet. Bei zusammenhédngenden Gra-
phen mit mehr als zwei Knoten wird jede Facette von einem (nicht notwendigerweise
einfachen) Kreis umrandet. Insbesondere umrandet die Auflenseite eines planaren
Graphen eine unbeschriankte Facette. Die vollstindigen Graphen K; und K> besitzen
jeweils nur eine Facette. Der folgende Graph besitzt 4 Facetten.

3 4
—————— L ]

Die Facetten Nummer 1 und 3 werden jeweils von einem einfachen Kreis umrandet,
wahrend die Facetten 2 und 4 nicht von einfachen Kreisen umrandet werden.
Manchmal unterscheidet man zwischen den Begriffen planar und pldttbar. Bei
pldttbaren Graphen meint man dann solche Graphen, die sich kreuzungsfrei in der
Ebene zeichnen lassen. Im Gegensatz dazu ist im strengeren Sinne bei einem pla-
naren Graphen eine kreuzungsfreie Einbettung in die Ebene gegeben. Diese Unter-
scheidung ist fiir uns hier nicht wichtig. Wir verwenden deshalb nur den Term planar
(auch dann, wenn wir nicht von einer gegebenen kreuzungsfreien Einbettung aus-
gehen). Damit folgen wir dem englischen Sprachgebrauch, der einen kreuzungsfrei
eingebetteten Graphen als plane graph bezeichnet. Der Unterschied ist, dass Graphen
isomorph sein konnen, aber verschiedene kreuzungsfreie Einbettungen besitzen. Die
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folgenden beiden Graphen sind isomorph, aber die erste Zeichnung hat zwei Facet-
ten, welche von einem Kreis der Lange 5 umrandet werden, wiahrend bei der zweiten
Zeichnung gar keine solche Facette existiert.

Zwei Facetten der Lange 5 Keine Facette der Lange 5

6.9.1 Die Eulerformel

Um die Darstellung im Folgenden knapp zu halten, legen wir einige Bezeichner fiir
diesen Abschnitt fest: Mit n meinen wir stets die Anzahl der Knoten eines Graphen G,
mit m bezeichnen wir die Anzahl der Kanten, und wenn G planar ist, dann sei f die
Anzahl der Facetten (inklusive der duferen Facette). Die Eulerformel (auch Euler’sche
Polyederformel genannt) gibt einen Zusammenhang zwischen den Gréfien n, m und f
an. Insbesondere folgt aus der Eulerformel, dass alle kreuzungsfreien Zeichnungen
eines gegebenen planaren Graphen (in der Ebene) dieselbe Anzahl von Facetten ha-
ben.

Satz 6.21 (Eulerformel; Euler 1758). In nichtleeren, zusammenhdngenden, planaren
Graphen gilt
n-m+f=2

Beweis. Sei G ein zusammenhdngender planarer Graph mit mindestens einem Kno-
ten. Wenn G keine einfachen Kreise enthdlt, dann ist G ein Baum; und es gilt die
Eulerformel, da m = n — 1 sowie f = 1 ist. Sei nun G kein Baum und sei e eine Kan-
te auf einem einfachen Kreis in G. Entfernen wir diese Kante, so werden zwei Facet-
ten zu einer verschmolzen (wenn wir die kreuzungsfreie Zeichnung von G zugrunde
legen), denn auf den beiden Seiten von e liegen unterschiedliche Facetten. Die Dif-
ferenz zwischen Kanten und Facetten hat sich also nicht verdndert. Die Behauptung
folgt mit Induktion nach m. O

Aus der Eulerformel lassen sich einige weitere interessante Eigenschaften von
planaren Graphen herleiten.
Korollar 6.22. Sei G ein nichtleerer planarer Graph.
(a) Wennn = 3 ist, dann gilt m < 3n — 6.
(b) Die Graphen K5 und K3 3 sind nicht planar.
(c) Es gibt einen Knoten x mit Grad dx < 5.
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Beweis. (a) Durch Hinzufiigen von Kanten kénnen wir annehmen, dass G zusammen-
hingend ist. Wegen n > 3 wird jede Facette von einem (nicht notwendigerweise ein-
fachen) Kreis der Lange mindestens 3 umrandet. An jeder Seite einer Kante liegen
maximal 2 Facetten. Dies zeigt

3f <2m

Mit der Eulerformel folgt
6=3n-3m+3f<3n—-3m+2m

und damit die Behauptung.

(b) Der K5 hat 10 Kanten. Dies widerspricht der Abschitzung aus (a). Also ist
der K5 nicht planar. Um zu zeigen, dass der Graph K3 3 nicht planar ist, geben wir
eine stidrkere Schranke fiir die Kantenzahl in bipartiten planaren Graphen an.

Sei n > 4 und sei G ein zusammenhdngender, bipartiter, planarer Graph mit n
Knoten. Jede Facette wird von einem Kreis der Linge mindestens 4 umrandet (Ldnge 3
ist nicht moglich, da G bipartit ist). Dies liefert 4 f < 2m und

4=2n-2m+2f<2n-2m+1m

Also gilt m < 2n — 4. Der K3 3 hat 9 Kanten und widerspricht damit dieser Abscht-
zung. Also ist der Graph K3 3 nicht planar.

(c) Indem wir uns auf eine Zusammenhangskomponente beschrianken, konnen
wir annehmen, dass G zusammenhdngend ist. Auferdem habe G mindestens 7 Kno-
ten, sonst ist nichts zu zeigen. Sei d = (3 ycy dx)/n der durchschnittliche Knoten-
grad. Wegen >, dx = 2m folgt mit der Eulerformel, dass

2m  6n-—12
— s —<
n n

d= 6
Da der Durchschnittsgrad Kleiner als 6 ist, muss ein Knoten mit Grad hochstens 5
existieren. O

Die Graphen K5 und K3 3 sind nicht planar, und der Satz von Kuratowski (Kazi-
mierz Kuratowski, 1896-1980) sagt, dass jeder nicht planare Graph in einem gewis-
sen Sinn einen K5 oder einen K3 3 enthilt, siehe z. B. [13]. Daher sind K5 und K3 3 die
einzigen Archetypen von nicht planaren Graphen.

Im Ikosaeder hat jeder Knoten Grad 5. Dies zeigt, dass sich die Abschétzung in
Korollar 6.22(c) im Allgemeinen nicht verbessern lisst.
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Ikosaeder als planarer Graph

6.9.2 Féarbungen von planaren Graphen

Eine C-Fdrbung eines Graphen G = (V, E) ist eine Abbildung ¢ : V — C mit c(x) =
c(y) fiir alle xy € E. Hierbei ist C die Menge der Farben (engl. colors). Wir sagen,
G ist k-fdrbbar, wenn eine C-Farbung mit |C| = k existiert. Der beriihmte Vierfarben-
satz von Kenneth Appel (geb. 1932) und Wolfgang Haken (geb. 1928) besagt, dass jeder
planare Graph 4-farbbar ist [4, 5]. Wir werden in diesem Abschnitt eine schwéchere
Aussage beweisen, ndmlich dass jeder planare Graph 5-farbbar ist.

Wir iiberlegen uns zunichst, dass jeder planare Graph 6-farbbar ist: Sei v ein
Knoten mit Grad h6chstens 5; dieser existiert nach Korollar 6.22 (c). Der Graph ohne
den Knoten v ist nach Induktion 6-farbbar. Da v maximal 5 Nachbarn hat, verbrau-
chen diese Nachbarn auch maximal 5 Farben, so dass wir v wieder hinzunehmen
konnen und eine der 6 Farben fiir v iibrig ist. Dieselbe Idee verfolgen wir im Beweis
des ndchsten Satzes, nur dass wir eine Farbe einsparen.

Satz 6.23 (Fiinffarbensatz). Jeder planare Graph ist 5-firbbar.

Beweis. Mit Induktion nach der Anzahl der Knoten zeigen wir, dass sich jeder planare
Graph mit den Farben C mit |C| = 5 fidrben ldsst. Sei G = (V, E) ein planarer Graph.
Nach Korollar 6.22(c) existiert ein Knoten v mit Grad d, < 5.

Falls d, < 4 gilt, dann betrachten wir den von V' \ {v} induzierten Untergraphen
von G. Dieser besitzt nach Induktion eine C-Farbung c. Wir fiigen den Knoten v wie-
der hinzu und setzen c(v) auf eine der Farben, die von den hdchstens 4 Nachbarn
von v nicht verwendet wurde. Die Farbe der iibrigen Knoten wird nicht verdndert.
Dies liefert eine Farbung ¢ von G.

Seinun d, = 5 und seien a, b, ¢, d, e die Nachbarn von v so gewahlt, dass die
Knoten in der Zeichnung von v aus gesehen im Uhrzeigersinn angeordnet sind.
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Es konnen nicht beide Kanten ac und bd vorhanden sein, da sie sich sonst schneiden
miissten. Ohne Einschrdnkung sei ac ¢ E. Wir entfernen aus G den Knoten v und
alle seine Kanten. Dann schieben wir die Knoten a und ¢ zusammen und verschmel-
zen sie zu einem einzigen Knoten z,. ¢ V. Dies liefert einen planaren Graphen mit
zwei Knoten weniger. Mit Induktion existiert eine 5-Farbung ¢’ fiir den so entstande-
nen Graphen. Wir konstruieren daraus eine Farbung ¢ : V — C von G, indem die
Knoten a und c beide die Farbe ¢’ (z;.) bekommen. Die {ibrigen Knoten aus G behal-
ten ihre Farbe. Wir miissen noch den Knoten v firben: Da die fiinf Nachbarn von v
hochstens 4 Farben verbrauchen, bleibt eine Farbe iibrig, die wir fiir v verwenden
konnen. O

6.9.3 Planare Separatoren

Ein Separator eines Graphen G = (V, E) ist eine Menge von Knoten C, so dass sich V
in Teilmengen A, B, C einteilen 1dsst mit der Eigenschaft, dass zwischen A und B kei-
ne Kanten verlaufen. Die Idee ist, dass das effiziente Finden von kleinen Separato-
ren einen sogenannten Teile-und-Herrsche Ansatz fiir algorithmische Probleme auf
Graphen erlaubt: Berechne einen Separator C, so dass die Teilmengen A und B in
etwa gleich grof} sind (Teilen); finde dann rekursiv Losungen fiir die von A und B in-
duzierten Untergraphen und setze diese mit C als ,,Adapter” zu einer Losung auf G
zusammen (Herrschen). Nun existiert leider nicht in jedem Graphen ein geeigneter
Separator C. Bei planaren Graphen hingegen ist die Situation sehr viel angenehmer;
hier kann man stets einen Separator C mit |C| € O(y/n) finden, so dass grob min-
destens ein Drittel aller Knoten in A und ein Drittel in B ist. Das planare Separator-
Theorem fasst dies etwas genauer:

Satz 6.24 (Lipton, Tarjan 1979). Sei G = (V, E) ein planarer Graph. Dann gibt es dis-
junkte Knotenmengen A,B,C mit AUB U C =V und

- |A|l <2n/3und |B| < 2n/3,

- |C| < V/8n, und

— es gibt keine Kanten zwischen Knoten aus A und Knoten aus B.

Beweis. Ohne Einschrankung sei n > 3. Durch Hinzufiigen von weiteren Kanten kén-
nen wir annehmen, dass in der Zeichnung von G alle Facetten von Dreiecken begrenzt
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werden (auch die duflere Facette). Sei k = | /271]. Jeder einfache Kreis, welcher ein
Teilgraph von G ist, definiert auch einen Kreis in der planaren Einbettung von G. Fiir
einen einfachen Kreis C von G sei V(C) die Menge der Knoten auf dem Kreis C, A(C)
die Menge der Knoten auflerhalb von C und B(C) die Menge der Knoten innerhalb
von C.

Sei C ein Kreis, welcher die folgenden drei Bedingungen erfiillt:

(1) C hat hochstens 2k Knoten,
2 |AC)] <2n/3,und
(3) unter den Bedingungen (1) und (2) ist |B(C)| — |A(C)| minimal.

Ein solcher Kreis C existiert, da das Dreieck um die duflere Facette die Bedingun-
gen (1) und (2) erfiillt.

Wir nehmen an, dass |B(C)| = 2n/3 gilt und fiihren dies im Rest des Beweises
zu einem Widerspruch. Sei D der von B(C) U V(C) induzierte Untergraph von G.
Fiir x, y € V(C) sei c(x, ) die minimale Anzahl von Kanten auf einem Pfad von x
nach y im Graphen C, und d(x, ) sei die minimale Anzahl von Kanten auf einem
Pfad von x nach y in D.

Behauptung 6.25. Fiiralle x,y € V(C) gilt c(x,y) = d(x,y).

Beweis von Behauptung 6.25. Da C ein Teilgraph von D ist, gilt d(x,y) < c(x,y).
Angenommen, es existieren Knoten x,y € V(C) mit d(x,y) < c(x,y); dann be-
trachten wir ein Paar x,  solcher Knoten, bei denen d(x, ) minimal ist. Sei P ein
Pfad in D von x nach y mit d(x, y) vielen Kanten. Aufgrund der Minimalitdt von
d(x,y) sind x und y die einzigen Knoten von P auf dem Kreis C. Der Graph C U P
bestehend aus dem Kreis C zusammen mit dem Pfad P enthdlt drei einfache Kreise:
den Kreis C selbst, sowie die Kreise C; und C» mit P als Teilstiick. Ohne Einschran-
kung sei |[B(Cy)| = |B(C2)|. Es gilt A(C;) < 2n/3, denn

n—|A(C1)| = [B(C1)| + [V(C1)|

\

LUB(C)I + BC) + V(D) - 2)

%\B(C)I >n/3.

Deshalb erfiillt C; die Bedingung (2), und wegen d(x,y) < c(x,y) erfiillt C; die
Bedingung (1). Aus Bedingung (3) und B(C;) < B(C) folgt B(C) = B(Cy). Also hat P
keine inneren Knoten, und es gilt c(x, y) < 1, was ein Widerspruch zu d(x, y) <
c(x, y) ist. Dies zeigt die Behauptung 6.25. O

Behauptung 6.26. C hat genau 2k Knoten.

Beweis von Behauptung 6.26. Angenommen |V (C)| < 2k. Sei e = xy eine belie-
bige Kante auf C. Da G trianguliert ist, liegt e an einem Dreieck in D an. Sei z der
dritte Knoten dieses Dreiecks. Wegen |B(C)| = 2n/3 gilt insbesondere B(C) + .
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Mit Behauptung 6.25 folgt z € B(C), denn andernfalls hatte der Kreis C eine Sehne
in D. Wie kénnen nun den Kreis C’ betrachten, der aus C entsteht, indem wir die
Kante e 16schen und dann den Knoten z sowie die Kanten xz und z7y aufnehmen.
Dieser Kreis C’ erfiillt die Bedingungen (1) und (2), allerdings ist B(C’) ¢ B(C) und
A(C") = A(C), was einen Widerspruch zu Bedingung (3) fiir C bedeutet. Dies zeigt

die Behauptung 6.26. O

Seien xo, ..., X2x-1 die Knoten auf dem Kreis C in genau dieser Reihenfolge. Um
die Notation im Folgenden zu vereinfachen, setzen wir x> = x0.Sei S = {xo,..., Xk}
und T = {xk,..., X2k}.

Behauptung 6.27. In D gibt es k + 1 disjunkte Pfade von S nach T.

Beweis von Behauptung 6.27. Nach dem Satz von Menger (Satz 6.15) gibt es entweder
k + 1 disjunkte ST-Pfade oder es gibt einen S T-Separator der Gréf3e kleiner gleich k.
Sei P ein ST-Separator mit |P| < k. Wegen SNT = {x¢, xx} gilt x¢, xx € P.SeiQ die
Zusammenhangskomponente von x( in dem von P induzierten Untergraph von D.
Dann kann Q nicht xy enthalten, denn sonst wére die Distanz d (xg, xx) zwischen x
und xj kleiner als |P| und damit kleiner als k im Widerspruch zu d(xg,xx) =
c(xo,xx) = k. Sei R die Menge von Knoten auferhalb von Q, die einen Nachbarn in
der Komponente Q haben und die einen Pfad zu xj besitzen, welcher keine Knoten
aus Q verwendet (in R befinden sich die Nachbarn des dufleren Rands von Q von x
aus betrachtet). Nach Definition von Q sind die Knotenmengen R und P disjunkt.
Da G trianguliert ist, induzieren die Knoten aus R in D einen Pfad von S nach T, denn
dieser Pfad beginnt auf C auf der einen Seite zwischen x¢ und xx und endet auf C
auf der anderen Seite zwischen diesen beiden Knoten. Also ist P kein S T-Separator,
ein Widerspruch. Dies zeigt die Behauptung 6.27. O

Da G planar ist, kénnen sich die k + 1 disjunkten Pfade 1y, ..., Tty aus Behaup-
tung 6.27 nicht kreuzen. Deshalb kénnen wir annehmen, dass der Pfad 7r; bei Kno-
ten x; beginnt und bei Knoten x»x_; endet. Mit Behauptung 6.25 sehen wir, dass 1t;
mindestens c(x;, X2k—i)+1 viele Knoten enthilt. Es gilt Zlfzo min{i, k — i} = | k/2]-
[k/2] = (k? — 1)/4 und hieraus folgt

k k
n=> |V(m)l = D> min{2i+1,2k-1i) +1} >
i=0 i=0

(k +1)?
2

Dies ist ein Widerspruch zur Definition von k = |+/2n]. Also gilt |[B(C)| < 2n/3.
Damit erfiillen die Knotenmengen A(C), B(C), V(C) die Aussage des Satzes. O

Lipton und Tarjan (Richard Jay Lipton und Robert Endre Tarjan, geb. 1948) ha-
ben den Satz 6.24 im Jahr 1979 ver6ffentlicht [26]. Weiter haben sie gezeigt, dass sich
der Separator C in Linearzeit berechnen ldsst. Damit sind Separatoren in planaren
Graphen fiir viele Berechnungsprobleme ein Hilfsmittel, welches zu effizienten Algo-
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rithmen fiihrt. Der hier vorgestellte Beweis folgt einer Arbeit von Alon, Seymour und
Thomas [3] (Noga Alon, geb. 1956, Paul D. Seymour, geb. 1950, und Robin Thomas).

6.10 Der Satz von Ramsey

Erreicht eine Population von Lemmingen eine gewisse Grofie und Dichte, so begibt
sich eine grofle Zahl von ihnen auf eine Wanderung mit manchmal ungewissem Aus-
gang. Ein Problem sind breite Fliisse, so dass bei ihrer Uberquerung unter Umstinden
nur ein Kleiner Teil der Lemminge das andere Ufer erreicht. Angenommen, nach der
Uberquerung von k Fliissen sollen noch mindestens n Lemminge vorhanden sein.
Was ist zu tun? Eine verniinftige Strategie ist, die Wanderung mit einer geniigend
grofien Zahl zu beginnen. Dies tun die Lemminge, und die Konstruktion der Ramsey-
Zahlen (Frank Plumpton Ramsey, 1903-1930) verfolgt eine dhnliche Vorgehensweise.

Abb. 6.2. Berglemminge (aus Brehms Tierleben, 1927).

Eine Fdrbung der Kanten eines Graphen G = (V, E) mit Farben C ist eine Abbil-
dung f : E — C. Haufig farbt man die Kanten eines vollstindigen Graphen. Farbun-
gen beliebiger Graphen lassen sich dadurch realisieren, dass man denjenigen Kanten,
die nicht in E sind, eine spezielle Farbe gibt. Beispielsweise ist die charakteristische
Funktion xf : (‘;) — {0, 1} von E mit

Xe(e) =1 & e€E

eine oft verwendete Farbung. Es ist eine natiirliche Verallgemeinerung in diesem Ab-
schnitt, nicht nur 2-elementige Teilmengen zu fiarben, sondern die Kanten von voll-
standigen k-Hypergraphen. Ein k-Hypergraph ist ein Paar (V, E) von Knoten V und
k-Hyperkanten E < (‘,ﬁ) Wir nennen k die Dimension des Hypergraphen. Deshalb ist
in diesem Abschnitt eine Fédrbung stets eine Abbildung von der Form

()
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fiir k > 1. Eine Teilmenge X < V heif3t monochromatisch, wenn eine Farbe b € C
existiert mit f(K) = b fiiralle K € (f ); das heifdt, alle Hyperkanten innerhalb von X
haben dieselbe Farbe. Im Falle der charakteristischen Funktion eines Graphen G ist
eine Teilmenge X von Knoten genau dann monochromatisch, wenn X eine Clique
bildet (d. h., alle Kanten zwischen Knoten aus X sind in G vorhanden) oder wenn X
unabhingig ist (d. h., in G gibt es keine Kanten zwischen Knoten aus X).

Die wesentliche Aussage der Ramsey-Theorie ist, dass grof3e monochromatische
Teilmengen X fiir sehr, sehr grof3e V garantiert werden kdnnen. Im Spezialfall der ge-
wohnlichen Graphen bedeutet dies damit das Folgende: Fiir jedes n € N gibt es eine
kleinste Zahl R (n) mit der folgenden Eigenschaft: Ist (V, E) ein Graph mit mindes-
tens R (1) Knoten, so gibt es eine Teilmenge X < V mit | X| > n und X ist entweder
eine Clique oder eine unabhidngige Menge.

Beispiel 6.28. In einem Restaurant sitzen 6 Leute. Dann gibt es 3 Personen, die ein-
ander alle kennen, oder es gibt 3 Personen, die sich gegenseitig nicht kennen.

Der zugrunde liegende Graph hat die 6 Leute als Knoten, und eine Kante zwischen
zwei Personen x und 7y wird gezeichnet, wenn sich x und y gegenseitig kennen.
Nehmen wir zuerst an, dass Person A drei Leute kennt. Wenn sich diese drei Leute
nicht kennen sind wir fertig; andernfalls kennen sich 2 Leute und zusammen mit A
ergibt dies 3 Leute, die sich kennen. Wenn A keine 3 Leute kennt, dann gibt es 3 Leute,
die A nicht kennt. Wenn man die Eigenschaften sich kennen und sich nicht kennen
vertauscht, dann ist die Situation symmetrisch zum vorigen Fall. Dies zeigt die obige
Aussage.

Bei 5 Gasten konnen wir diese Situation nicht immer erzwingen. Es reicht einen
runden Tisch zu betrachten, an dem 5 Personen sitzen, die genau die beiden Tisch-
nachbarn kennen. Dann gibt es weder eine Clique der Grof3e 3 noch eine unabhidngige
Menge der Grofle 3. Insgesamt erhalten wir R(3) = 6. o

Etwas allgemeiner garantieren die Ramsey-Zahlen Ry . (n) bei jeder Knotenmen-
ge V mit |V| > Ry .(n) und jeder Farbung f : (‘,ﬁ) — C mit |C| = ¢ eine mono-
chromatische Teilmenge von V der Grof3e n. Die Existenz und die formale Definition
dieser Zahlen werden durch den Satz 6.29 bereitgestellt. Die Ramsey-Zahlen R (n) fiir
gewohnliche Graphen (mit der charakteristischen Funktion der Kanten als Farbung)
ergeben sich dann durch R(n) = Rz 2(n).

Satz 6.29 (Ramsey 1930; endliche Version). Fiir alle k,c,n € N gibt es eine kleinste
Zahl Rk .(n) € N mit folgender Eigenschaft: Ist V eine Menge mit |V | = Ry (n) und
f: (‘,ﬁ) — C eine Fdirbung mit |C| = c, so gibt es eine monochromatische Teilmenge
X € Vmit |X| =n.

Beweis. Wir machen eine Induktion nach der Dimension k. Die Fallek = Ooderc <1
oder n = O sind trivial und uninteressant. Sei daher k > 1, ¢ = 2und n > 1. Fiir
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k = 1 gilt nach einem Schubfachschluss R; (n) = c(n — 1) + 1, denn ab dieser Zahl
muss eine der ¢ Farben fiir mindestens n Knoten vergeben werden.

Sei jetzt k = 1 und 7 = Rg,(n) schon definiert. Wir geben eine obere Schran-
ke fiir 7¢r+1 = Rik+1,c(n) an. Hierfiir betrachten wir eine endliche Menge V zusam-
men mit einer Farbung f : ( k‘il) — C. Die Menge V sei sehr grof3; sie enthalte weit
mehr als 7; Elemente. Eine ausreichende Gréf3e wird sich spater ergeben. Die Idee
ist, V extrem auszudiinnen; dabei gehen wir auf der Restmenge zu einer Farbung g
der k-elementigen Teilmengen iiber. Enthélt die Restmenge noch 7 Elemente, so gibt
es beziiglich g eine monochromatische Teilmenge. Diese wird sich auch beziiglich f
als monochromatisch herausstellen.

Um den Ausdiinnungsprozess zu starten, legen wir auf V zunichst eine lineare
Ordnung < fest. Jede nichtleere Teilmenge hat damit eindeutig bestimmte kleinste
und grofite Elemente. Die Elemente aus ( k‘i1> schreiben wir jetzt als Paare (K, b) mit

K e (‘,:), b € Vund max(K) < b. Wir wollen V so ausdiinnen, dass g(K) = f(K, b)
unabhédngig von b gilt. Fiir m € N mit m < 7y definieren wir induktiv Teilmengen
Am,Bm < V und eine Farbung g : (A,;") — C, die den folgenden Eigenschaften

geniigen sollen:
(1) A, enthilt m Elemente und B, enthilt ,,geniigend viele“ Elemente.

(2) Firallea € Ay, undalle b € By, gilt a < b.
(3) FiiralleK € (%) undalle b € By gilt f(K, b) = g(K).

Fiir m = 0 setzen wir Ag = @ und By = V. Die Farbung g ist dann die leere
Abbildung; Farben beziiglich g sind damit noch nicht vergeben. Die Farbung g wird
auf immer grof3ere Mengen erweitert und erhalt deshalb keinen Index.

Sei jetzt m > O und By, # <. Wir definieren am,+1 = min(By,) und setzen
Ami1 = Am U {@m+1}. Damit gilt |A,+11 = m + 1. Als Nachstes erweitern wir
die Farbung g zu einer Farbung g : (A’i“) — C. Die noch nicht gefarbten Elemente

K e (A’;“) enthalten alle das Element a,,1. Hiervon gibt es also ( k*fll) Stiick. Wir
suchen eine Teilmenge By, +1 S B \ {@m+1} maximaler Grof3e mit der Eigenschaft,
dassfiiralleK € (*”i“) und alle b € By,+1 der Wert f (K, b) identisch ist. Die Menge
By+1 muss existieren, kann aber leer sein. Nachdem wir ein solches B, +1 gefunden
haben, erweitern wir die Farbung g, indem wir fiir jedes K € (A’i“) mit am+1 € K
diejenige Farbe y € C wibhlen, fiir die fiir alle b € By, 11 die Bedingung f(K,b) = y
erfiillt ist (wenn By, 1 leer ist, dann wéhlen wir y € C beliebig). Es gelten erneut alle
drei Bedingungen, denn genau so wurde By, 1 konstruiert.

Nehmen wir zundchst an, die Mengen B,,, waren stets grof3 genug und wir hdtten
die Menge A, konstruiert. Nach Definition von 7y finden wir fiir A,, mit Farbung g
eine monochromatische Teilmenge X mit n Elementen. Es gibt also eine Farbe y € C
mit g(K) = y fiiralleK € ()k( ) Betrachten wir jetzt ein Element aus (kf 1) , so kon-

nen wir dieses als Paar (K, b) mit K € (f) und max(K) < b schreiben. Aus den
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Invarianten (2) und (3) erhalten wir
f(K,b) =g(K) =y

Dies zeigt, dass X auch fiir die Firbung f monochromatisch ist.

Eine Frage bleibt: Wie grof3 muss B, sein, um eine geniigend grofe Menge By, +1
zu garantieren? Angenommen, wir wollen nur ein einziges K € (A’;’(“) farben und
danach noch r Elemente in By, 1 garantieren. Nach dem Schubfachschluss reichen
c(r —1)+ 1 Elemente in By, \ {@m+1}.Dac > 2 ist, ist jede Menge By, mit |By,| > cv
ausreichend grof3. Nun haben wir nicht nur ein Element, sondern ( le> Elemente zu
farben. Soll also By, +1 am Ende noch v Elemente enthalten, so geniigt es, wenn By,
mindestens ¢ ("1)7 Elemente enthilt. Um die Invariante (1) fiir m = 1y zu gewihr-
leisten, muss V' so grof3 sein, dass By,—1 # © garantiert werden kann. Nach obiger
Argumentation geniigt hierfiir

Vi = 1_[ c(kyill) = c(rlf)
m<rg
Die zweite Abschdtzung ist hierbei gerade die Formel zur oberen Summation, Satz 4.7.
Deshalb gilt Ry 1.0 (1) < c¢(4). O

Uber das genaue Wachstum der Ramsey-Zahlen ist wenig bekannt. Die hier ange-
gebenen oberen Schranken wachsen exorbitant schnell. Es scheint allerdings kaum
moglich, sie substantiell zu verbessern. Der wichtigste Fall ist sicher k = 2, denn dies
betrifft die Firbung von Graphen. Hier liefert unsere Herleitung die Schranke:

RZ,C(”) < chlogc
Satz 6.30 zeigt, dass diese Abschatzung schon ganz moderat ist.
Satz 6.30 (Erd8s 1947). Fiirn > 2 gilt Ry»(n) > 27,

Beweis. Wegen Beispiel 6.28 kénnen wir n > 4 annehmen. Wir betrachten einen voll-
standigen Graph K, mit einer festen Knotenmenge. Es existieren 2 (%) Fiarbungen der
Kanten von K, mit 2 Farben. Sei K, ein fester Untergraph von K,,. Dann existieren
mindestens 2(3)-(3)+1 Fdarbungen, bei denen K, monochromatisch ist. Es gibt (ZL)
viele vollstandige Untergraphen von K;,, deren Grofle n ist. Damit bei jeder Fairbung
eine einfarbige Teilmenge der Gréfle n existiert, muss deshalb (ZL) 209 -G+ >

2(%) gelten. Fiir m < 22 ergibt sich aber:

(m> 2(5)-(3)+1 n
n m (" _
< ) ( )+1 | > 2N 1
NG < on-1 2 dan!=>
n2 ,
<2 2B dam <2t
on-1
— DNtz +2

<1 dan=>4
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Also muss m > 22 gelten, damit jede Farbung des K, einen monochromatischen
Untergraph K, enthalt. O

Da die Ramsey-Zahlen so riesig sind, ergeben sich Anwendungen haufig erst fiir
unendliche Objekte. Wir beschlieflen diesen Abschnitt daher mit Aussage 6.31.

Satz 6.31 (Ramsey 1930; unendliche Version). Sei V eine unendliche Menge und f :
(‘,ﬁ) — C eine Fdrbung mit endlich vielen Farben. Dann gibt es eine unendliche mono-
chromatische Teilmenge von V.

Beweis. Aus dem Satz von Ramsey 6.29 folgt sofort, dass es beliebig grof3e mono-
chromatische Teilmengen gibt, aber diese konnten alle nebeneinander liegen. Es ist
nicht unmittelbar klar, dass es eine unendliche monochromatische Teilmenge gibt.
Betrachten wir daher nochmals den Beweis von Satz 6.29. Da V unendlich ist, kon-
nen wir eine unendliche Folge A9 & A1 & - - - definieren und finden damit eine un-
endliche Teilmenge A = |J,,, Aw:. Bei Invariante (1) wird hier gewéhrleistet, dass B,
unendlich ist. Mit Induktion nach k gibt es beziiglich g eine unendliche monochro-
matische Teilmenge X < A und diese ist mit demselben Argument wie oben auch

monochromatisch fiir f. O
Aufgaben

6.1. Wieviele Graphen mit der Knotenmenge {1,...,n} gibt es?

6.2. Fiirn > 1 sei V,, die Menge aller Teilmengen von {1,...,n}. Sei G, der Graph

mit der Knotenmenge V,, fiir den zwei Knoten A und B genau dann durch eine Kante
verbunden sind, wenn A N B = J gilt.

(@) Zeichnen Sie den Graphen G3.

(b) Wie viele Knoten und wie viele Kanten hat der Graph G,,?

6.3. Sei G = (V,E) ein Graph, bei dem jeder Knoten mindestens den Grad 4 hat.

(@) Zeigen Sie, dass |E| = 2|V/| gilt.

(b) Zeigen Sie, dass fiir alle n > 5 ein Graph mit n Knoten existiert, so dass jeder
Knoten den Grad 4 hat.

6.4. SeiG = (V,E) ein zusammenhdngender Graph mit |V| > 3, der nicht vollstan-
dig ist. Zeigen Sie, dass es dann drei Knoten u, v, w € V gibt mit uv € E, vw € E
und uw ¢ E.

6.5. Sei G = (V,E) ein beliebiger ungerichteter Graph. Zeigen Sie, dass G oder der
komplementire Graph G zusammenhingend ist.

6.6. Sei G = (V,E) ein endlicher Graph. Mit £(G) bezeichnen wir die Linge eines
lingsten einfachen Weges, d. h., fiir alle einfachen Wege vg - - - vy in G gilt £ < £(G).
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Zeigen Sie, dass fiir einen zusammenhdngenden Graphen G zwei einfache Wege der
Linge £(G) stets einen gemeinsamen Knoten haben.

6.7. Zeigen Sie, dass in einem ungerichteten Graph G = (V, E) entweder weniger
als zwei Knoten vorhanden sind oder mindestens zwei Knoten den gleichen Grad ha-
ben.

6.8. Eine Briicke in einem zusammenhidngenden Graphen G = (V, E) ist eine Kante
e € E, fiir die der Graph G’ = (V,E \ {e}) nicht mehr zusammenhéngend ist. Zeigen
Sie, dass ein Graph, in dem alle Knoten geraden Grad haben, keine Briicke enthilt.

6.9. (De Bruijn-Folgen) Sei X ein endliches Alphabet. Zeigen Sie: Es existiert ein
Wort w € =* der Lange |w| = |Z|¥ + k — 1, welches jedes Wort der Linge k genau
einmal als Faktor enthalt.

6.10. Sei G ein zusammenhdngender Graph, bei dem jeder Knoten geraden Grad hat.
Geben Sie einen Algorithmus mit linearer Laufzeit an, der auf Eingabe von G einen
Eulerkreis berechnet.

6.11. Sei @ eine bijektive Funktion, die den 12 Kanten eines Wiirfels ein Gewicht aus
der Menge {1,...,12} zuordnet. Zeigen Sie, dass es stets zwei Ecken gibt, fiir die die
Gewichtssumme der inzidenten Kanten verschieden ist.

6.12. Seienn > Ound dq,...,d, € N\ {0}. Zeigen Sie, dass genau dann ein Baum
mit n Knoten und den Knotengraden d1, ..., d, existiert, wenn Z?:l di =2n-2
gilt.

6.13. Ein Automorphismus eines Graphen (V,E) ist eine bijektive Abbildung @ :
V — V mit
Vx,y eVi{x,¥} €E & {@X), @)} €E

Sei G = (V,E) ein Baum und sei @ ein Automorphismus von G. Zeigen Sie, dass
dann @ einen Knoten von G oder eine Kante von G auf sich selbst abbildet.

6.14. Seien M = {1,...,n},1 < £ < nund Ay,..., A, paarweise verschiedene
Teilmengen von M. Zeigen Sie, dass ein Element x € M existiert, so dass die Mengen
A1\ {x},...,Ap\ {x} paarweise verschieden sind.

6.15. Seien {P;,...,Pp,}und {Q,...,Qm} zweiPartitionenen einer endlichen Men-
ge M, so dass alle Klassen P; und Q; jeweils genau k Elemente enthalten. Zeigen Sie,
dass ein gemeinsames Vertretersystem fiir die beiden Partitionen existiert.

Hinweis: Elemente v1,...,V;, € M bilden ein Vertretersystem einer Partition {Py, ...,
Py} von M, falls fiir jede Klasse P; genau ein Vertreter v; mit v; € P; existiert.

6.16. Zeigen Sie, dass das Gale-Shapley-Verfahren aus Satz 6.12 fiir die Menge A der
Frauen denkbar ungiinstig ist. Ist a € A am Ende mit b verheiratet, so hat b aus
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ihrer Sicht die niedrigste Praferenz unter allen Partnern, die in einer stabilen Heirat
moglich sind.

6.17. Sei G ein zusammenhé&ngender planarer Graph mit n Knoten und f Facetten
(Gebieten).

(@) ZeigenSie: f <2n —4.

(b) Sei n gerade. Zeigen Sie: Wenn die eine Hilfte der Knoten den Grad d und die
andere Hilfte der Knoten den Grad 24 hat, dann gilt d < 3.

(c) Geben Sie einen zusammenhingenden planaren Graphen ohne Schlingen und
Mehrfachkanten mit 12 Knoten an, so dass 6 Knoten den Grad 3 und 6 Knoten
den Grad 6 haben.

6.18. Sei G ein einfacher planare Graph mit n Knoten, m Kanten, f Facetten und z
Zusammenhangskomponenten. Zeigen Sie: n — m + f — z = 1.

6.19. Inder Ebene (bzw. auf der Kugeloberflache) konnen bereits die Graphen K5 und
K3 3 nicht ohne Kanteniiberschneidung gezeichnet werden. Zeigen Sie, dass man auf
der Torusoberflache sogar die Graphen K7 und K4 4 kreuzungsfrei einbetten kann.

6.20. Zeigen Sie, dass es bis auf Isomorphie nur endlich viele Graphen G gibt, so
dass sowohl G als auch G planar sind.

6.21. (Satz von Wernicke, 1904) Sei G = (V, E) ein planarer Graph mit Minimalgrad
dy > 5 fiir alle x € V. Zeigen Sie, dass eine Kante xy € E existiert mit dy = 5 und
dy < 6.

6.22. Ein Turnier ist ein gerichteter Graph G = (V, E) ohne Schlingen und Mehrfach-
kanten, der fiir alle u,v € V mit u # v genau eines der beiden Paare (1, v) und
(v, u) als Kante enthilt. Es gilt also jeweils (u,v) € E < (v,u) ¢ E.Ist V eine
Menge von Spielern und hat am Ende eines Turniers jeder gegen jeden gespielt, so
soll (1, v) € E bedeuten, dass u gegen v gewonnen hat. Zeigen Sie fiir ein Turnier
G = (V,E):

(@) (Rédei 1934) Jedes Turnier besitzt einen gerichteten Hamiltonpfad. Es existiert
also ein Pfad in G, der jeden Knoten genau einmal besucht.

(b) Esexistiert ein Knoten v € V, genannt der Lion King, von dem aus jeder andere
Knoten durch einen Pfad der Linge < 2 erreicht werden kann.

6.23. SeiM < {1,...,2n} eine Teilmenge mit n + 1 Elementen. Zeigen Sie:
(@) M enthilt ein Paar aufeinander folgender Zahlen.
(b) M enthilt zwei Zahlen, deren Summe 27 + 1 ist.

(c) M enthilt zwei Zahlen k und ¥, so dass k ein Teiler von ¥ ist.



6.24. Zeigen Sie:

(a)

(b)

6.25.
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Es gibt einen Graph mit 8 Knoten ohne eine Clique der Gr6f3e 3 und ohne eine
unabhdngige Menge der Grofie 4.

Jeder Graph mit 9 Knoten hat eine Clique der Grof3e 3 oder eine unabhdngige

Menge der Grofie 4.

Seic : N — {1,...,k} eine beliebige Farbung mit k Farben. Zeigen Sie, dass

x,Y,z € Nexistierenmitx + y =zund c(x) = c(y) = c(z).

6.26. Sei 0 < p < 1 beliebig, und sei V' eine Knotenmenge mit n Knoten. Im Folgen-
den betrachten wir das Zufallsexperiment, bei dem zwischen je zwei verschiedenen
Knoten x, y € V eine Kante xy (unabhéngig von anderen Kanten) mit Wahrschein-
lichkeit p gesetzt wird. Sei G = (V, E) der resultierende Graph. Zeigen Sie: Fiirn — o

gilt

Zusammenfassung

Begriffe

Graph G

Knoten V

Kanten E

Pfad
zusammenhangend
Grad d

Eulerkreis
Hamiltonkreis
Baum

Methoden und Resultate

Pr [G ist zusammenhéingend] — 1

Spannbaum

bipartit

(perfektes) Matching
Heiratsbedingung
stabile Heirat
Separator
Kantenzug
Kantengraph
Schnitt

Handschlaglemma: >, cy dx = 2|E|

Fluss

Flussnetzwerk
planar

Facette

Fiarbung
Ramsey-Zahl Ry (1)
monochromatisch
Clique

unabhdngige Menge

Eulerkreis < zusammenhangend und alle Knoten haben geraden Grad

Ore: Fiiralle x + y mitxy ¢ E giltdx + d, > |V| = Hamiltonkreis

Baum < zusammenhdngend und |E| = |V| -1

Heiratssatz: Heiratsbedingung < perfektes Matching

Bei n Frauen und n Madnnern gibt es stets eine stabile Heirat.

Der Gale-Shapley-Algorithmus berechnet eine stabile Heirat in @ (n?) Schritten.

Menger: Minimale Gr6f3e eines AB-Separators = maximale Anzahl disjunkter AB-

Pfade
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—  Max-Flow-Min-Cut-Theorem: Minimales Gewicht eines st-Schnitts = maximaler
Wert eines st-Flusses

- Der Algorithmus von Dinitz berechnet einen maximalen Fluss in © (mn?) Schrit-
ten.

- Eulerformel: G # & zusammenhingend und planar = n—-m + f = 2
— Gplanarundn >3 =>m<3n-6

- K5 und K3 3 sind nicht planar

- G+ Jplanar = dx € V:d, <5

—  Fiinffarbensatz: Planare Graphen sind 5-farbbar.

—  Planares Separator-Theorem: G planar = 3 Zerlegung V = AU B U C mit |A| <
2n/3, Bl <2n/3,|C| <= v8nund AXBNE =0

- Ramsey: Vk,c,n € N 3Rk (n) € N: Wenn |V| = Rg(n), dann besitzt jede
Fiarbung von (‘,2) eine monochromatische Teilmenge X < V mit | X| =n

- 27 <Rya(n) <22n

—  Ramsey (unendliche Version): V unendlich = Jede Farbung von (‘,f) mit endlich
vielen Farben besitzt eine unendliche monochromatische Teilmenge X < V.



7 Ordnungsstrukturen und Verbande

In diesem Kapitel untersuchen wir Halbordnungen. Dies sind Strukturen, welche be-
sonders gut dafiir geeignet sind, Reihenfolgen und Kausalitaten sowie Enthaltenseins-
beziehungen und Groflenvergleiche abstrakt zu analysieren. Ein besonderes Augen-
merk legen wir auf vollstindige Halbordnungen und Verbdnde. Wir beweisen den
Fixpunktsatz von Kleene und zeigen eine Anwendung fiir die Semantik von Program-
miersprachen; und wir beweisen den Fixpunktsatz von Knaster und Tarski fiir voll-
standige Verbande. Danach untersuchen wir allgemeine boolesche Verbdande und zei-
gen unter anderem den Satz von Stone, dass jeder endliche boolesche Verband als
ein Potenzmengenverband realisiert werden kann. Insbesondere hat jeder endliche
boolesche Verband genau 2" Elemente fiir ein n € N. Zum Abschluss leiten wir noch
den allgemeinen Darstellungssatz von Stone her, der jeden booleschen Verband als
Mengenverband realisiert.

7.1 Halbordnungen

Eine Halbordnung (oder partielle Ordnung) ist eine Menge M zusammen mit einer Re-
lation R < M x M, die reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist. Es gelten also fiir
alle x, v,z € M die Beziehungen:

- (x,x) €R,

—wenn (x,Yy) € Rund (y,z) € R, dann st auch (x,z) € R,

—wenn (x,y) € Rund (y,x) € R, dann gilt x = y.
Ist (M, R) eine Halbordnung, so ist es auch (M, R~1), wobei R~! wie iiblich die inver-
se Relation R™! = {(y,x) € M x M | (x,y) € R} bezeichnet. Hiufig schreiben wir
< fiir die Relation R und dann steht x < y fiir x < y A x = . Zwei Elemente hei-
Ben unvergleichbar, wenn weder x < y noch y < x gilt. Eine Halbordnung (M, <)
heifdt lineare oder totale Ordnung, wenn je zwei Elemente von M vergleichbar sind,
also stets x < y oder y < x gilt.

Eine Halbordnung (M, <) heif3t wohlfundiert, wenn jede nichtleere Teilmenge

X € M minimale Elemente enthilt. Ein Element x € X ist minimal in X, wenn es
kein v € X mit y < x gibt. Analog werden maximale Elemente definiert. Eine Wohl-
ordnung ist eine wohlfundierte lineare Ordnung. Insbesondere enthilt jede nichtleere
Teilmenge einer Wohlordnung genau ein minimales Element. Wir benutzen den Wohl-
ordnungssatz der Mengenlehre. Dieser ist dquivalent zum Auswahlaxiom und besagt,
dass sich jede Menge M mit einer Wohlordnung versehen lasst. Fiir abzdhlbare Men-
gen ist der Wohlordnungssatz trivial, da die natiirlichen Zahlen wohlgeordnet sind.

Beispiel 7.1. Die Zahlenbereiche N, Z, Q und R sind lineare Ordnungen mit der {ib-
lichen Relation ,,<“. Hierunter ist nur das Paar (N, <) eine Wohlordnung. Auf N er-
halten wir durch die Teilerrelation m | n eine Halbordnung mit 1 als kleinstem und 0O
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als grofitem Element. Fiir eine beliebige Menge M definiert die Inklusion ,,=“ auf der
Potenzmenge 2 eine Halbordnung.

Seien (Mj, R;) Halbordnungen fiir i € I, wobei I eine beliebige Indexmenge ist.
Dann definiert man auf dem kartesischen Produkt [ [;c; M; eine Halbordnung R wie
folgt:

R = {((xi)ier, Yi)ier) | Vie: (xi,vi) €R;i}

Wie eben seien (M;, R;) Halbordnungen fiir i € I. Wir nehmen an, dass fast alle (also
alle bis auf endlich viele Ausnahmen) der M; ein kleinstes Element 1 haben. Dann
definieren wir

[[Mi = {(Xi) e[ [Mi

iel i€l

x; = L firfastallei €I }

Damit ist | [;c; M; eine Halbordnung. Dies ist eine Unterhalbordnung von [[;c; M;.
Beide Halbordnungen haben ein kleinstes Element, wenn alle M; ein kleinstes Ele-
ment besitzen.

Beschreibt man eine positive natiirliche Zahl n durch ihre Primfaktorzerlegung
[Ip", wobei p die Primzahlen P durchlduft, so wird die Teilbarkeitsrelation auf
N\ {0} zur partiellen Ordnung [ [,,cp (N, <). Hierfiir beachte man, dass 1 das kleins-
te Element von (N, | ) ist und dass bei einer Primfaktorzerlegung fast alle Exponen-
ten 1, gleich Null sind. ¢

Zur graphischen Darstellung einer endlichen nichtleeren Halbordnung (M, <)
verwendet man hdufig ihr Hasse-Diagramm. Diese Darstellung geht auf den Zahlen-
theoretiker Helmut Hasse (1898-1979) zuriick und spiegelt die Nachbarschaftsrela-
tion einer Halbordnung wider. Hierbei heiflt x unterer Nachbar von 7y (in Zeichen
X < y),wenn x < 7y gilt und es kein z € M mit x < z < y gibt. Entsprechend ist y
ein oberer Nachbar von x wenn x < Yy gilt.

Das Hasse-Diagramm erhalten wir wie folgt: Fiir jedes Element zeichnen wir einen
Punkt in der Ebene und markieren ihn gegebenfalls mit dem zugeordneten Element.
Punkte x, y werden genau dann auch durch eine Strecke verbunden, wenn x < y
gilt. Um die Ordnung eindeutig aus ihrem Hasse-Diagramm rekonstruieren zu kén-
nen, vereinbaren wir, dass  oberhalb von x zu zeichnen ist, wenn x < y gilt. Da-
mit erhalten wir x < 7 genau dann, wenn man im Diagramm von X aus von unten
nach oben iiber eine Folge von Strecken zu 7y gelangen kann. Fiir unendliche Halb-
ordnungen ist nicht gesagt, dass {iberhaupt Paare benachbarter Elemente existieren,
betrachte etwa (Q, <).

Wir betrachten nun zwei Beispiele fiir Hasse-Diagramme. Fiir drei Elemente ha-
ben wir fiinf mogliche Hasse-Diagramme:

R P S NN
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SeiM = {1,2,...,10} versehen mit der Teilbarkeitsordnung. Wir erhalten folgendes
Hasse-Diagramm:

Sei (M, <) eine Halbordnung. Eine Kette K ist eine linear geordnete Teilmenge
von M. Sie heifst maximal, wenn benachbarte Elemente in K auch benachbart in M
sind. In unendlichen Halbordnungen koénnen x und 7y vergleichbar sein, ohne dass
eine maximale Kette zwischen ihnen existiert. Als Lange einer Kette K bezeichnen wir
die Anzahl der Kanten in ihrem Hasse-Diagramm; die Lange ist also |K| — 1. Besitzt
die Halbordnung ein kleinstes Element 1 und ist x ein Element der Halbordnung,
so heifdt die Lange einer ldngsten Kette von L nach x die Dimension von x und wird
mit dim(x) bezeichnet. Man setzt dim(x) = oo, falls beliebig lange Ketten existieren.
Formal gilt:

dim(x) =sup{|K| —1 | K ist eine Kette von L nachx } € NU {0}

Die Dimension von L ist 0. Im folgenden Beispiel gilt dim(1) = 0, dim(a) = 1,
dim(b) = dim(c) = 5 und dim(d) = 6, und es gibt drei maximale Ketten von L
nach d der Langen 4, 5 und 6.

a
[ ]
1
Sind R und R’ Halbordnungen auf einer Menge M, so sagen wir, dass R’ eine Ver-
feinerung von R ist, falls R = R’ gilt. Eine topologische Sortierung oder topologische
Reihenfolge einer endlichen Halbordnung (M, R) ist eine Verfeinerung zu einer linea-

ren Ordnung (M, <). Haufig schreibt man einfach M = {xo,...,x,} und verlangt
Rc{(xi,xj) | 0=<i=<j=<mn}.
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Aus dem Auswahlaxiom folgt, dass fiir alle Halbordnungen lineare Verfeinerun-
gen existieren. Wir fiihren dies hier nicht aus. Dafiir beweisen wir ein anderes Re-
sultat, welches zeigt, dass sich jede abzdhlbare Halbordnung nach (Q, <) einbetten
lasst. Naiv betrachtet ist dies ein sehr erstaunliches Resultat, vor allem wenn man
an die schier uniiberschaubaren Méglichkeiten denkt, abzahlbare Mengen partiell zu
ordnen.

Satz 7.2. Sei (M, <) eine abzdhlbare Halbordnung. Dann gibt es eine injektive Abbil-
dung f: M — [0,1] € Q mit f(x) < f(y) fiiralle x < y.

Beweis. Wir konnen Elemente L und T neu hinzunehmen. Deshalb kénnen wir an-
nehmen, dass M ein kleinstes Element 1 und ein gréfites Element T enthdlt und
M| > 2 gilt. Wir setzen f(L) = Ound f(T) = 1 und schreiben M = {x1,x>,...}
mit x; = 1L und x» = T und nehmen an, dass die x; paarweise verschieden sind.
Sei n = 3. Induktiv seien n — 1 paarweise verschiedene Zahlen f(x;) im Intervall
[0,1] fiir 1 < j < m schon definiert, und in diesem Bereich impliziere x; < x; die
Anordnung f(x;) < f(xj). Wir definieren jetzt f(x,) € [0, 1] wie folgt. Zunéchst
setzen wir:
an:max{f(xi) ‘ Xi < Xn, 1si<n}

bn:min{f(xj) ‘xn<xj,1sj<n}

Fir1 < i,j < nfolgtaus x; < x, und x,, < x;, dass x; < xj und f(x;) < f(x;)
gilt. Dies bedeutet 0 < a, < b, < 1 und wir kénnen fiir f(x;) eine Zahl c,, wihlen,

die a, < ¢n < by, erfiillt und die von allen f(xg),...,f(xn-1) verschieden ist.
Damit ist f : M — [0, 1] iiberall definiert und injektiv. Die Bedingung f(x) < f(»)
fiir alle x < 1 gilt nach Konstruktion. O

Wenden wir das Verfahren aus dem obigen Beweis auf eine endliche Halbordung
(M, <) an und multiplizieren die Zahlen in f (M) mit ihrem Hauptnenner, so erhalten
wir eine Verfeinerung von (M, <) in die natiirlichen Zahlen und damit eine topologi-
sche Sortierung. Eine andere Methode besteht darin, zunédchst ein Hasse-Diagramm
zu zeichnen und dieses um einen moglicherweise unsichtbaren e-Winkel nach links
zu kippen. Wir nummerieren danach von unten nach oben. Dies ist am folgenden
Beispiel illustriert.
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7.2 Vollstdandige Halbordnungen

In diesem Abschnitt bezeichnen (M, <) und (M’, <) stets Halbordnungen. Fiir Teil-
mengen D = M bezeichnen wir mit sup D die kleinste obere Schranke (Supremum),
sofern sie existiert. Analog bezeichnen wir mit inf D die grofite untere Schranke (In-
fimum). Die leere Menge hat in M genau dann ein Supremum bzw. Infimum, wenn M
ein eindeutiges minimales Element L, bzw. ein eindeutiges maximales Element T,
enthilt. Gibt es diese beiden Elemente, so gilt also sup @ = L und inf @ = T. Eine
Teilmenge D < M heifdt gerichtet, falls fiir alle x, ¥ € D ein z € D existiert mit x < z
und y < z. Die leere Menge und Ketten sind gerichtete Teilmengen, ebenso alle Teil-
mengen, die genau ein maximales Element enthalten. In linearen Ordnungen sind
alle Teilmengen gerichtet. Eine Halbordnung (M, <) heif3t vollstindig, wenn jede ge-
richtete Teilmenge D < M eine kleinste obere Schranke hat. Es wird dabei nicht ver-
langt, dass das Supremum sup D in D enthalten ist. Insbesondere enthalten vollstan-
dige Halbordnungen ein eindeutig bestimmtes kleinstes Element sup @ = L. Eine
vollstindige Halbordnung wird in der Literatur auch als CPO bezeichnet (engl. com-
plete partial order).

Die lineare Ordnung (N, <) ist keine vollstandige Halbordnung, aber (N U {oo},
<) isteine mit 1 = O und T = oo. Endliche nichtleere gerichtete Teilmengen von M
besitzen genau ein maximales Element. Insbesondere sind endliche Halbordnungen
genau dann vollstandig, wenn sie ein eindeutig bestimmtes kleinstes Element be-
sitzen. Das kartesische Produkt M x M’ vollstindiger Halbordnungen mit kompo-
nentenweiser Ordnung ist eine vollstandige Halbordnung. Sei X ein Alphabet und
(2*, <) die Menge der Worter mit der Prifixordnung. Dann ist das leere Wort das
kleinste Element, aber (X*, <) ist nicht vollstdndig. Indem wir die unendlichen Se-
quenzen hinzunehmen erhalten wir eine vollstindige Halbordnung (2%, <). Hierbei
ist>® = 3* U X% die Mengen aller endlichen und aller unendlichen Worter iiber dem
Alphabet 3.

Seien (M, <) und (M’, <) vollstdndige Halbordnungen. Eine Abbildung f : M —
M’ zwischen Halbordnungen heifit monoton, falls f(x) < f(y) fiir alle x < y gilt.
Ist f monoton und D < M gerichtet, so ist auch f (D) gerichtet. Sind M und M’
jeweils vollstdndige Halbordnungen, so gilt dann sup f(D) < f(supD), da x <
sup D fiir alle x € D. Die Abbildung f : M — M’ heif3t stetig, falls f monoton ist
und sup f(D) = f(sup D) fiir jede nichtleere gerichtete Teilmenge D < M gilt. Wir
verlangen also nicht, dass stetige Abbildungen kleinste Elemente aufeinander abbil-
den. Bei einigen Autoren sind gerichtete Mengen niemals leer, dann wird dieser Hin-
weis iiberfliissig; aber im Gegenzug muss man dann betonen, dass eine vollstandige
Halbordnung ein kleinstes Element hat.

Ist M eine vollstindige Halbordnung, so reicht die Stetigkeit einer Abbildung
f : M — M, um durch eine iterierte Anwendung von f auf das kleinste Element L
eine monoton wachsende Folge zu definieren, deren Supremum der dann eindeutig
bestimmte kleinste Fixpunkt ist. Dies ist der Inhalt des Satzes 7.3. Dabei heifdt wie iib-
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lich x € M ein Fixpunkt, falls f(x) = x gilt. Erist benannt nach Stephen Cole Kleene
(1909-1994).

Satz 7.3 (Fixpunktsatz von Kleene). Es sei (M, <) eine vollstindige Halbordnung und
f M — M stetig. Dannist x y = sup{ fH(1) | i = 0} der eindeutig bestimmte kleinste
Fixpunkt von f.

Beweis. Da 1 das kleinste Element ist, gilt zundchst L < f(1). Aufgrund der Mono-
tonie von f folgt mit Induktion die Aussage f*(L1) < fi*1(1) fiiralle i € N. Also ist
1= fO%1) < f1(1) < f2(1) < - - - eineKette, die in der vollstindige Halbordnung
ein Supremum x ¢ = sup{ Fi(L) | i = 0} besitzt. Jetzt nutzen wir die Stetigkeit von f
aus und erhalten:

fxp) = f(sup{fi(L) | i=0}) =sup {f*1(L)|i=0}=xf

Also ist x ¢ ein Fixpunkt von f. Sei jetzt y ein weiterer Fixpunkt von f. Dann gilt 1
< yunddamit f1(L) < fi(y) = y fiirallei € N. Also gilt xy = sup{f*(L) | i = 0}
< y. O

7.3 Denotationale Semantik

In der Semantik von Programmiersprachen interessiert man sich nicht fiir die syntak-
tische Beschreibung eines Programms, sondern versucht ,,zu verstehen®, was Compu-
ter-Programme ,,tun“. Die Bedeutung eines Programms wird dann zur Vorschrift, die
gegebene Eingaben in die durch das Programm berechneten Ausgaben {iiberfiihrt. Da
Programme nicht immer terminieren, ist deren Semantik eine nur partiell definierte
Funktion. Tatsdchlich ist das sogenannte Halteproblem unentscheidbar. Dies bedeu-
tet, es gibt kein algorithmisches Verfahren, das aus der syntaktischen Beschreibung
eines Programms in einer h6heren Programmiersprache (wie etwa Java) bestimmt, ob
das Programm terminiert.

Man kann also nicht fiir alle Programme die Bedeutung herleiten, aber man kann
die Bedeutung beliebig genau approximieren. Die Idee, mit Hilfe einer denotationa-
len Semantik die Bedeutung von Programmen zu definieren, geht wesentlich auf Da-
na Scott (geb. 1932) zuriick. Er entwickelte Ende der 1960er Jahre die Bereichstheorie
und zeigte, wie man mittels kleinster Fixpunkte Berechnungen beliebig genau appro-
ximieren kann. Im Folgenden erkldren wir nur, wie man die Bedeutung der while-
Schleife durch einen Kkleinsten Fixpunkt erkldaren kann. Dies ist der entscheidende
Schritt in der Theorie von Scott.

Wir starten mit einer abstrakten Menge von Daten X und stellen uns vor, dass
gewisse syntaktisch definierte Ausdriicke partiell definierte Funktionen von X nach =
beschreiben. Die Menge dieser sich ergebenden Funktionen sei ‘F. Bezeichnet
(2 = X) die Menge der partiell definierten Abbildungen von X nach Z, so gilt ¥ <
(£ —p 2). Es geht uns hier nicht um eine genaue Festlegung der Funktionen in ¥,



Denotationale Semantik —— 167

aber wir nehmen an, dass ‘F eine geniigend grofie Anzahl von Grundfunktionen ent-
halt und dass ‘F unter Komposition abgeschlossen ist. Wir interessieren uns fiir den
Abschluss von F unter der Hinzunahme von while-Schleifen. Eine while-Schleife be-
steht aus einer booleschen Bedingung und einem Rumpf. Beim Betreten der Schleife
wird zunédchst die boolesche Bedingung ausgewertet. Liefert die Auswertung das Er-
gebnis falsch, so wird die Schleife iibersprungen, andernfalls wird der Rumpf einmal
ausgefiihrt und danach die Schleife erneut betreten. Die Schleife terminiert also nur,
wenn die Auswirkung der booleschen Bedingung schlieflich falsch wird. Zur Defini-
tion einer while-Schleife benotigen wir neben F also auch eine Menge berechenbarer
boolescher Funktionen B < (£ — B), die uns im Weiteren zur Verfiigung stehe. Hier-
bei bezeichnet (X — B) die Menge der (totalen) Abbildungen von X nach B = {0, 1}.
Unter B sollte man sich einfache Auswertungen vorstellen, etwa ob sich ein arithme-
tischer Ausdruck wie X - Y — Z zu einer positiven Zahl auswertet. Fiir 0 € X und
b € Bist also ein Wahrheitswert b (o) = 0 (falsch) oder b (o) = 1 (wahr) definiert.
Sei b € Bund c € F, dann erweitern wir F um das folgende Konstrukt:

while b do c od

Fiir w = while b do ¢ od miissen wir den Definitionsbereich dom(w) von w und
die Bedeutung w (o) fiir 0 € dom(w) < X erkldren. Dies basiert auf einer Fall-
unterscheidung und einer Rekursion. Fiir b(o) = 0 wertet sich die Bedingung zu
»falsch® aus und die Schleife w wird nicht betreten. Also definieren wir w (o) = o
fiir (o) = 0. Im anderen Fall ist b(0) = 1 und die Schleife wird betreten und zu-
nachst wird der Funktionswert c (o) berechnet. Ist c (o) nicht definiert, so wird auch
w (o) nicht definiert. Ist c(0) = ¢’ definiert, so erklaren wir w (o) durch w(o’),
falls 0’ € dom(w) gilt.

Wir kénnen dies auch wie folgt ausdriicken. Wir erhalten o € dom(w) genau
dann, wenn ein t € N existiert mit b(ct (o)) = Ound b(ck (o)) = 1 sowie ck(0) €
dom(c) fiir alle 0 < k < t. Hierbei ist, wie tiblich, c® (o) = o und

k(o) =co---0c(0)

k mal

Der Parameter t misst die ,,Zeit“ oder genauer die Anzahl der Schleifendurchldufe
von w, wenn wir bei o € X beginnen. Gilt 0 € dom(w), so ist t eindeutig definiert
und wir kénnen w (o) = ct (o) setzen.
Die denotationale Semantik nach Scott geht wie folgt vor. Zunachst wird (£ —,

3) mit einer partiellen Ordnung versehen. Wir setzen f = g, falls die folgenden bei-
den Bedingungen gelten:

— Der Definitionsbereich dom( f) von f ist eine Teilmenge von dom(g).

- Fiir alle x € dom(f) gilt f(x) = g(x).
Dies bedeutet, es gilt f = g genau dann, wenn der Graph von f eine Teilmenge des
Graphen von g ist. Man beachte, ist f total definiert und gilt f = g, so muss schon
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f = g gelten. Allgemeiner stellen wir fest: Gilt f = g und dom(g) < dom(f), so
ist f = g.

Die Halbordnung der partiell definierten Abbildungen ((£ —, X),Z) ist voll-
standig: Sei D = {f; | i € I} < (X —, X) gerichtet. Dann ergibt sich f = sup D mit
f 12—, X wie folgt. Wir setzen dom(f) = U;c; dom(f;). Fiir x € dom(f) wahle
ein i € I mit x € dom(f;). Setze f(x) = fi(x). Diese Wahl hingt nicht von i ab.
Denn sei x € dom(f;) und x € dom(f;), dann wiahle fy € D mit f; = fx und
fi E fr-Esgilt x € dom(fi) und fi(x) = fk(x) = fj(x). Wegen fi(x) = fj(x) ist
f(x) wohldefiniert.

Fir b € Bund ¢ € ¥ definieren wir einen Operator I von (X —, X) nach
(2 —p ) wie folgt:

o fallsb(og) =0

gc(o)) sonst

Ipc(g)(0) =<[

Eine leichte Rechnung zeigt, dass der Operator [}, . stetig ist. Wir wissen also nach
dem Kleene’schen Fixpunktsatz 7.3, dass I, . einen kleinsten Fixpunkt in der vollstan-
digen Halbordnung (¥ —, X) hat. Dieser Fixpunkt ist genau die Semantik der while-
Schleife. Dies wird in Satz 7.4 gezeigt, der aufgrund seiner fundamentalen Bedeutung
fiir die Entwicklung dieser Theorie als Hauptsatz der denotationalen Semantik gelten
kann.

Satz 7.4. Seic € F und w = while b do c od, dann ist die partiell definierte Funktion
w € (X —p X) der kleinste Fixpunkt des Operators I c.

Beweis. Die Definition w € F wurde oben angegeben und zeigt:

w(o) =

o fallsb(o) =0
w(c(o)) sonst

Also gilt I, - (w) = w und w ist ein Fixpunkt von I}, .. Fiir den Satz miissen wir nur
zeigen, dass die Inklusion der Definitionsbereiche dom(w) < dom(g) gilt, wenn g
der kleinste Fixpunkt von I', . ist. Nach dem Kleene’schen Fixpunktsatzist dom(g) =
Usen dom(T} . (1). Sei o € dom(w ). Wir zeigen o € dom (T}, (1)) fiireini > 0.

Wegen o € dom(w) gibt es nach der Definition von w (o) ein eindeutig be-
stimmtes t € N (dies ist die Zahl der ,,Schleifendurchliufe®) mit b(ct(o)) = 0
und b(ck (o)) = 1 sowie ck(o) € dom(c) fiiralle 0 < k < t. Wir beweisen o €
dom(l’lﬁfclu)) mit Induktion nach t. Fiirt = Oist b(0) = Ound 0 € dom(Ip,(L))
={o €| b(o) =0}

Sei jetzt t > 1. Insbesondere gilt b(o) = 1 und o’ = c(0) ist definiert. Fer-
ner gilt w(o’) = w(o) und ¢’ € dom(w). Mit Induktion nach t erhalten wir o’ €
dom(l“,ﬁ‘c(L)).Wegen b(o) = listrﬁzlu)(a) = l"b,c(l“ﬁ‘cu)((r)) = l"lﬁyc(L)(c((r))
= TLE,C(J_) (07). Alsoist o € dom(l"kt,fc1 (1)) und der Satz ist bewiesen. O
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Betrachten wir die Fakultitsfunktion als Beispiel mit 3 = N¥:Y},

w = while X > 0 do
Y=Y X;
X=X-1

od

Die Semantikfunktion von w berechnet also die Wirkung auf zwei Programm-
parameter X und Y. Wir fassen = daher als die Menge N? auf. Hierbei bedeutet ein
Paar (m,n), dass X den Wert m1 und Y den Wert n hat. Fiir das obige Programm be-
haupten wir w (m,n) = (0,n - m!). Die Fakultat m! wird demnach durch w(m, 1)
berechnet, wenn am Ende der Wert von Y ausgegeben wird. Zundchst sehen wir, dass
die Semantik der Schleife w total definiert ist, denn die Schleife terminiert auf al-
len Eingaben. Betrachte jetzt die Funktion f : ¥ — X mit f(m,n) = (0,n - m!).
Da w {iberall definiert ist, folgt die Behauptung, wenn wir I, - (f) = f zeigen kon-
nen. Die boolesche Bedingung b ist hierbei die Auswertung von X > 0 und es gilt
c(m,n) = (m — 1,nm). Fiir b(m,n) = 0ist m = 0. Also ist (I, . (f)) (0,n) =
(0,n) = (0,n -0 = f(0,n). Firm > Oist (Ipc)(f)(m,n) = f(c(m,n)) =
fm—-1,nm) = (0,nm- (m—1)!) = (0,n - m!). Dies zeigt, dass das Programm w
in der Tat Fakultdt berechnet.

Programmstiicke der Form while b do ¢ od werden iibersprungen, wenn sich die
Bedingung b stets zu falsch ergibt. Ein Problem ist, dass wir diese Eigenschaft arith-
metischer Ausdriicke algorithmisch gar nicht iiberpriifen kénnen. Dies ergibt sich aus
dem beriihmten Gédel’schen Unvolistindigkeitssatz. Kurt Friedrich Gédel (1906-1978)
veroffentlichte dieses Resultat in seiner vielleicht wichtigsten Arbeit, die er bereits im
Alter von 25 Jahren mit dem Titel Uber formal unentscheidbare Siitze der Principia ma-
thematica und verwandter Systeme verfasste.

7.4 Kleinste Fixpunkte fiir monotone Abbildungen

Der Kleene’sche Fixpunktsatz liefert die Existenz kleinster Fixpunkte fiir stetige Ab-
bildungen in vollstiandigen Halbordnungen. Er sagt uns aber mehr, denn der Fix-
punktsatz von Kleene liefert auch die Approximation, dass der kleinste Fixpunkt das
Supremum der Menge {fi(L) | i € N} ist. Ist (M, <) vollstindig und die Abbildung
f : M — M monoton, aber nicht stetig, so kann die letzte Aussage falsch sein. Er-
weitere etwa die natiirliche Ordnung (N, <) zu (M, <) = (N U {w1, w>}, <), wobei
n < wy < w; fiir alle n € N gelte. Dann ist (M, <) eine vollstindige Halbordnung,
und f(n) = n+1, f(w;) = f(w2) = w; definiert eine monotone Abbildung. Es
gilt L = Ound w1 = sup{fi(0) | i € N}, aber w ist kein Fixpunkt, sondern der
einzige Fixpunkt ist w>.

Seijetzt (M, <) eine beliebige vollstindige Halbordnung mit kleinstem Element 1
und f : M — M eine monotone Abbildung. Setze f° = 1 und fi*! = f(f1)
fir i € N. Dann gilt f{ < fi*! und daher existiert f® = sup{f?|i= 0}. Gilt



170 —— Ordnungsstrukturen und Verbénde

f(f®) = f9, soist f® ein kleinster Fixpunkt. Im anderen Fall gilt f« < f(f%),
und wir kdnnen eine neue Fixpunktiteration bei f® starten, denn es gilt f® < x
fiir alle Fixpunkte x von f. Auch nach der zweiten Iteration miissen wir keinen Fix-
punkt gefunden haben. Dann starten wir die dritte und so fort. Transfinite Induktion
erlaubt nun, das obige Verfahren beliebig oft zu iterieren, um auf diesem Wege zu ei-
nem kleinsten Fixpunkt zu gelangen. Wir halten dies in Satz 7.5 fest. Der hier gefiihrte
Beweis von Satz 7.5 benutzt den Wohlordnungssatz. Damit ist die Beweisfiihrung ei-
ne Standardroutine fiir Wohlordnungen analog zum Beweis des Fixpunktsatzes von
Kleene.

Satz 7.5. Sei (M, <) eine vollstdindige Halbordnung und f : M — M eine monotone
Abbildung. Dann existiert ein eindeutig bestimmter kleinster Fixpunkt.

Beweis. Sei Q) zunichst eine beliebige wohlgeordnete Menge. Das heif3t, Q) ist linear
geordnet und jede nichtleere Teilmenge von Q hat ein eindeutig bestimmtes mini-
males Element. Als Nichstes definieren wir eine Abbildung Q — M, @ — f% und
spdter werden wir Q so grof3 wahlen, dass diese Abbildung nicht injektiv sein kann.
Im Augenblick spielt dies noch keine Rolle. Fiir x € Q setzen wir

fX=f(sup{fP I B<a})

Als Erstes miissen wir zeigen, dass f* wohldefiniert ist, denn a priori ist nicht klar,
dass die Schranke sup{f# | B < «} existiert. Wir zeigen mehr und behaupten die
folgenden vier Aussagen fiir alle , 8 € Q:

(a) f«istdefiniert.

(b) B < ximpliziert f# < £,

(€ f*=fUf.

(d) Fiiralle x € M mit f(x) = x gilt f* < x.

Der Beweis dieser Behauptung erfolgt durch Widerspruch. Angenommen, eine der
obigen Aussagen ware fiir ein & € Q) falsch. Dann gibt es ein minimales « mit dieser
Eigenschaft und alle vier Aussagen gelten fiir alle y mit y < «. Der Widerspruch
ergibt sich, da wir zeigen, dass alle vier Aussagen auch fiir « gelten.

Zu (a): Alle f# fiir B < o sind definiert und fiir 8 < y < « gilt f# < f¥. Also ist
{fB | B < «} linear geordnet und damit eine gerichtete Teilmenge. Damit existiert
f* = f(sup{f? | B < «}), da M eine vollstindige Halbordnung ist. Inshesondere
ist f+ = f(L).Zu (b): Es gilt f* = f(sup{ff | B < «}) und fF < f(fPF) fiir alle
B < «. Also gilt fiir alle 8 < « aufgrund der Monotonie von f auch

FE<f(fF) <f(sup{ff | B<a})=rs"
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Zu (c): Wir betrachten die folgende Rechnung.

fsup({f® | B<a})) nach Definition

fsup{f(fP) | B<a}) daff<gf(fF)
f(f(sup{fP | B<al})) da f monoton ist
=f (f*) nach Definition

Zu (d): Sei x € M mit f(x) = x. Wir wissen ff < x fiir alle 8 < «. Also gilt
sup{f? | B < «} < x. Hieraus folgt

fe=fsup{ff | B<a})=<flx)=

Wir haben damit die Behauptung gezeigt, dass alle vier Aussagen fiir alle x € Q
gelten.

Wir betrachten jetzt die Potenzmenge Q = 2™ von M und versehen diese mit ei-
ner Wohlordnung. Hier benutzen wir den Wohlordnungssatz, der, wie oben erwdhnt,
zum Auswahlaxiom dquivalent ist. Potenzmengen haben stets eine gofiere Kardina-
litat als die Ausgangsmenge. Es gibt also keine Injektion von QQ nach M. Das obige
Verfahren angewendet auf die Menge Q erzwingt nun die Existenz von «, 8 € Q mit
fB = f*und B < . Nun gilt f# < sup{f® | B < &} also f(ff) < f* und insge-
samt

fE<f(ff) =fe=fF

Damit ist f# ein Fixpunkt von f und nach der vierten Aussage ist f# der kleinste
Fixpunkt. O

7.5 Verbande

Eine nichtleere Halbordnung (V, <) heif3t Verband, wenn fiir alle x und 7y aus V so-
wohl eine kleinste obere Schranke x Vv 7 als auch eine grofite untere Schranke x A y
existiert. Alle linearen nichtleeren Ordnungen sind Verbande. In Verbdnden sind mi-
nimale und maximale Elemente eindeutig bestimmt, sofern sie existieren. Insheson-
dere besitzen alle endlichen Verbdnde ein kleinstes Element 1 und ein maximales
Element T und in ihnen haben alle Teilmengen ein Supremum und ein Infimum. Wir
betrachten nun einige Beispiele.

Sei (N, |) die Menge der natiirlichen Zahlen mit der Teilerrelation als Halbord-
nung definiert. Fiir m,n € N ist die kleinste obere Schranke das kleinste gemein-
same Vielfache kgV(m, n) und die grofite untere Schranke der grofite gemeinsame
Teiler ggT(m, n). Die Potenzmenge mit der Teilmengenbeziehung (2¥, <) ist ein Ver-
band. Die Vereinigung definiert das Supremum und der Durchschnitt liefert das Infi-
mum. Ist {(V;, <) | i € I} eine Familie von Verbanden, so ist das kartesische Pro-
dukt ([];er Vi, <) mit der komponentenweisen Ordnung ebenfalls ein Verband. Bis
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auf Umbenennung der Elemente gibt es zehn Verbande mit hdchstens 5 Elementen.
Die Hasse-Diagramme dieser zehn Verbande sind wie folgt.
[ ]

RIS

In jedem Verband (V/, <) gelten die folgenden vier Rechenregeln:

V1) xAx=x (Idempotenz)
XVX=x
V2) xAy=yAx (Kommutativitit)

XVy=yVvx

(V3) xA(yAz)=(xAY)AZ (Assoziativitit)
xVv(yvz)y=(xvy)vz

V4) xA(xvy)=xVv(xAy)=x (Absorption)

Die Forderung der Idempotenz ist redundant, denn (V1) ergibt sich aus den beiden
Absorptionsgesetzen (V4). Dies sieht man wie folgt. Mit y = x Vv x erhalten wir:

X=XVXAY)=xV(XA(XVX)=xVX

Die Rechnung fiir x = x A x ist vollkommen analog. Verbdnde sind spezielle Hal-
bordnungen; aber es sind zugleich auch algebraische Strukturen mit zwei inneren
Verkniipfungen A und V. Innere Verkniipfungen, die (V1) bis (V4) (beziehungsweise
Aquivalent (V2) bis (V4)) erfiillen, charakterisieren Verbinde, wie Satz 7.6 zeigt.

Satz 7.6. Sei V eine nichtleere Menge mit zwei inneren Verkniipfungen v und A, die
den drei Eigenschaften (V2) bis (V4) geniigen. Definieren wir fiir x,y € V die Relation
X < ydurchx = x Ay, soist (V, <) ein Verband; hier haben A und Vv die Bedeutung
von Infimum und Supremum.

Beweis. Wir haben gesehen, dass wir aufgrund von (V4) die Idempotenz (V1) hinzu-
nehmen diirfen. Wir zeigen zunachst, dass < eine partielle Ordnung definiert. Die
Reflexivitit x < x folgt aus der Idempotenz (V1). Die Antisymmetrie folgt aus der
Kommutativitdt (V2), denn fiir x < yundy < xgiltx = x Ay =y Ax = y.
Die Transitivitat folgt aus der Assoziativitdt (V3), denn fiir x < y und y < z gilt
X=XANY=XA(YAZ)=(XAY)ANZ=XAZ.

Wir zeigen, dass x A y die gréfite untere Schranke ist. Zundchstist (x A y) Ax =
X A y,alsoist x A y eine untere Schranke fiir x und aus Symmetrie auch fiir . Sei
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jetzt z < xundz < y,alsoz=xAzundz = y A z.Zuzeigenistz = (x A ¥) A z.
Diesfolgtaus (x AY)Az=XxA(YAZ)=XAZ=2Z.

Der Beweis bis hierhin verwendet nur die Axiome (V1) bis (V3), denn die Absorp-
tionsgesetze (V4) wurden nur zur Herleitung von (V1) benutzt. Als Nichstes zeigen
wir mit Hilfe von (V4) die Dualitét

X=XANY ©yYy=XVYy (71)

In der Tat, (V4) besagt v = y vV (¥ A x). Also folgtaus x = x Ay = ¥ A x die
Beziehung v = v vV x = x v y. Ist umgekehrt v = x v 1y, so folgt erneut mit (V4)
die Beziehung x = x A (x V ) = x A Y.

Die Dualitdt in Gleichung 7.1 liefert, dass x v y genau dann die kleinste obere
Schranke von x und vy ist, wenn x A y die grofite untere Schranke ist. Aber wir wissen
bereits, dass x A y die grofite untere Schranke von x und v ist. O

Sei V ein Verband und V' < V. Dann heif3t V' ein Unterverband von V, wenn
V' beziiglich der inneren Verkniipfungen A und Vv von V abgeschlossen ist. Nicht
leere Ketten in Verbdanden sind Unterverbdnde. Eine Teilmenge V' < V kann sehr
wohl beziiglich der von V induzierten Halbordnung einen Verband bilden, ohne Un-
terverband von V zu sein; solche Teilmengen heif3en Teilverbdnde. Der Unterschied
zwischen Unter- und Teilverbdnden findet sich etwa in Beispiel 7.7.

Beispiel 7.7. Sei der Verband (V, <) mitV = {1,a, b, c, T} gegeben durch:

T

L

Hierist {1, a, b, c} ein Unterverband, aber { L, a, b, T} ist nur ein Teilverband, denn
esgiltavb=c¢& {L,a,b,T}. o

7.6 Vollstandige Verbdande

Ein vollsténdiger Verband ist eine Halbordnung (V, <), in der jede Teilmenge ein Su-
premum hat. Insbesondere existiert sup @ = 1 und ein vollstandiger Verband ist nie-
mals leer und besitzt ein kleinstes Element 1. Damit ist jeder vollstdndige Verband
eine vollstindige Halbordnung. Viele vollstandige Halbordnungen sind keine voll-
standigen Verbande, da in vollstdndigen Halbordnungen nur gerichtete Teilmengen
ein Supremum haben miissen. So ist etwa die Menge der endlichen und unendlichen
Worter > mit der Prafixordnung eine vollstindige Halbordnung, aber kein vollstan-
diger Verband, falls 3 mindestens zwei Buchstaben enthdlt. In einem vollstandigen
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Verband V hat jede Teilmenge auch ein Infimum, denn es gilt
infD=sup{x eV |VyeD: x<y}

Insbesondere ist ein vollstandiger Verband ein Verband mit kleinstem und gréf3tem
Element. Jeder endliche Verband ist vollstandig. Fiir eine beliebige Menge M ist der
Potenzmengenverband (2¥, <) vollstindig.

Wir zeigen jetzt den wichtigen Fixpunktsatz von Knaster und Tarski (nach Bro-
nistaw Knaster, 1893-1980, und Alfred Tarski, 1901-1983) und benutzen hierfiir Satz
7.5, der kleinste Fixpunkte in vollstandigen Halbordnungen garantiert.

Satz 7.8 (Fixpunktsatz von Knaster und Tarski). Es sei V ein vollstindiger Verband
und f : V — V eine monotone Abbildung. Dann bildet die Menge P(f) = {y € V|
f(y) = y} der Fixpunkte einen vollstdndigen Teilverband. Insbesondere existieren
eindeutig bestimmte kleinste und gréfSite Fixpunkte.

Beweis. Sei Y < P(f). Zu zeigen ist, dass Y ein Supremum in P (f) hat. Zu zeigen ist
also, dass es einen eindeutig bestimmten kleinsten Fixpunkt in P(f) gibt, der min-
destens genauso so grofd wie alle yy € Y ist. Betrachte hierfiir Vy = {x € V| supY
< x}. Dannist Vy ein vollstandiger Verband mit kleinstem Element Ly = sup Y. Fiir
yeYundx € Vyisty <supY < x,alsoauch f(y) =y < f(supY) < f(x),
da f monoton ist. Damit gilt sup Y < f(supY) < f(x), und f induziert eine mono-
tone Abbildung von Vy nach Vy.

Als vollstandiger Verband ist Vy eine vollstindige Halbordnung. Also existiert
nach dem Satz 7.5 ein kleinster Fixpunkt x ¢y € P(f) von f innerhalb von Vy. Dies
ist in Bezug auf P (f) die kleinste obere Schranke von Y. O

Sei V ein vollstindiger Verband und f : V — V monoton. Dann ist der Teil-
verband P(f) = {y € V| f(y) =y} im Allgemeinen kein Unterverband von V.
Betrachte hierfiir etwa den vollstandigen Verband {1, a, b, c, T} aus Beispiel 7.7. Gilt
f(c) = T und lasst f alle anderen Elemente invariant, so ist f monoton und die
Menge der Fixpunkte P (f) ist der Teilverband {L,a, b, T}.

7.7 Modulare und distributive Verbande

In jedem Verband V gelten die Distributivitatsungleichungen:

XV((yAz)s(xVY)A(xvVz)

XAN(yVvz)2(xXAY)VI(XAZ)
Unter der Nebenbedingung x < z folgt dann die Modularungleichung:
XV(YAZ)<(XVY)AZ

Modulare und distributive Verbdnde sind dadurch definiert, dass die jeweiligen Un-
gleichungen durch Gleichheiten ersetzt werden kénnen.
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Ein Verband V heif3t distributiv, falls er eine der beiden dquivalenten Bedingun-
gen fiir alle x, v, z € V erfiillt:

D xviyaz)=(xVvy ar(xvVvz)

D) xA(yvz)=(xAY)VI(XAZ)
Die Aquivalenz der Bedingungen (D) und (D’) ergibt sich aus der folgenden Uberle-
gung. Es geniigt, etwa (D) = (D’) zu zeigen, die Umkehrung liefert dann das Dualitéts-

prinzip. Betrachte hierfiir a,b,c € Vund setze x = a A b,y = aund z = c. Zu
zeigenista A (b v c) = (a A b) v (a A c¢). Dies erkennen wir wie folgt:

(anb)vanc)=(asrb)va)Aa(anb)vec) nach (D)

=aA((anb)vc) Absorption
=an(ave)Aa(bve) nach (D)
=an((bvc) Absorption

Ein Verband V heifdt modular, falls fiir alle x, v, z € V die folgende Implikation
erfiillt ist:
M x<z=>xVArz)=(XVY) AZ

Jeder distributive Verband ist modular. Unter den zehn Verbanden mit hochstens fiinf
Elementen, die in Abschnitt 7.5 dargestellt sind, sind genau die ersten acht distribu-
tiv. Der neunte Verband ist nicht modular, wiahrend der zehnte Verband modular aber
nicht distributiv ist. Da diese beiden Verbadnde eine zentrale Rolle im Rest dieses Ab-
schnitts spielen, bezeichnen wir sie kurz mit N5 und Ms. Wir halten noch fest, dass
alle Verbande mit hochestens vier Elementen distributiv sind.

-
T
c
a c b
a
1 1
Verband Ms Verband Nj
(modular, nicht distributiv) (nicht modular)

Der Satz von Dedekind (Satz 7.9, Julius Wilhelm Richard Dedekind, 1831-1916)
sagt aus, dass der Verband N5 der Archetyp eines nichtmodularen Verbands ist.

Satz 7.9 (Dedekind). Fiir jeden Verband V sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) V ist modular.

(b) Fiiralle x,y,z € V gilt die modulare Kiirzungsregel:
Wenn x < yund zAx=zAyund zV x =zV Yy gilt,dannist x = y.

(c) V enthdlt keinen zu N5 isomorphen Unterverband.
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Beweis. Ist V modular, so gilt die Kiirzungsregel aufgrund von:
xzxv(X/\z):x\/(Z/\y)@(xvz)/\y:(zvy)/\y:y

Klar ist auch, dass in N5 die Kiirzungsregel nicht gilt. Betrachte hierzu das vorige
Bild von N5 mit x = a, v = c und z = b. Sei jetzt V nicht modular. Dann gibt es
a,b,c € Vmita < cund

avibarc)y<(avb)ac (7.2)

Wir zeigen, dassdiedurchx =av (b Ac),y=b,z=(aVvb)Ac,n=Db Acund
e = a V b definierten Elemente von V einen zu N5 isomorphen Unterverband bilden:

e=avhb

z=(avb)ac
y=>b
x=aVv(bAac)

n=bnac

Esistn < x < z < esowien < y < e. Es kann nicht x < 7y gelten, denn dann wére
a < bund zusammen mita < ¢ wiirde in Gleichung (7.2) links und rechts jeweils b Ac
stehen. Es kann nicht v < z gelten, denn dann ware b < ¢ und zusammen mita < ¢
wiirde in 7.2links und rechts jeweils a Vv b stehen. Hieraus folgt y ¢ {n, x,z,e} und,
dass v weder mit x noch mit z vergleichbar ist. Insbesondere sind die fiinf Elemente
n, x, Y, z, e paarweise verschieden. Weiter gilt:

xvy=av(barc)vb=avb=e

zANy=(@vb)rncAanb=bArc=n

Dies bedeutet einerseits, dass y weder mit x noch mit z vergleichbar ist und anderer-
seits, dass {n, x, y, z, e} beziiglich A und v abgeschlossen und isomorph zu N7 ist.
Damit ist der Satz bewiesen. O

Wir hatten gesehen, dass der Verband M5 modular, aber nicht distributiv ist. Ex-
scheinen weder M5 noch N5 als Unterverbdande, so ist der Verband distributiv. Dies
charakterisiert also distributive Verbande gemaf3 dem Satz 7.10 von Garrett Birkhoff
(1911-1996). Birkhoff gilt als Begriinder der universellen Algebra und war Sohn von
George David Birkhoff (1884-1944), der unter anderem fiir seine 1933 entworfene ma-
thematische Theorie der Asthetik [6] auch auf3erhalb der Mathematik Bekanntheit er-
langte.
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Satz 7.10 (Birkhoff). Fiir jeden Verband V sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) V ist distributiv.

(b) Fiiralle x, v,z €V gilt die Kiirzungsregel:
Wenmx Az=y Azundx VvV z =1y V zgilt dannist x = y.

(c) V enthdlt weder einen zu Ms noch zu N5 isomorphen Unterverband.

Beweis. Ist V distributivund x Az = y A zsowie x V z = y V z, so gilt die Kiirzungs-
regel aufgrund von:

X=XVI(XAZ) Absorption
=xV(yYAz) daxAnz=yAz
=(xVy)A(xVz) Distributivitat
=(xVvy)A(yvVvz) daxvz=yvz
=yYyV(XxAZz) Distributivitat
=yVv(yAz) daxAz=yAz
=y Absorption

Weder in Ms noch in N5 gilt die (distributive) Kiirzungsregel: Betrachte erneut das
obige Bild von M5 und N5 mit {x, y,z} = {a, b, c} fiir M5 und, wie eben, mit x =
a,y =cund z = b fiir Ns.

Sei V nicht distributiv. Wir nehmen an, dass V keinen zu N5 isomorphen Unter-
verband enthilt. Dann ist V modular nach Satz 7.9. Da V nicht distributiv ist, gibt es
a,b,ce Vmit(aab)v(anc)<an (bvc).Wir definieren

n=@nab)yvanc)vibnhc)
e=(avb)Aa(avc)Aa(bvec)
x=(ane)vn

y=(Mbnre)vn

z=(cre)vn

Esgilt n < x, vy, z. Mit (M) sehen wir

arnn=an((@arnbyvanc)Vv(bnac))

((anb)yv(anc)Vv(an(bnac))

=(anb)v(anc)

Zusammen mita A e = a A (b Vv ¢) folgt nun n < e. Daraus erhalten wir x, y,z < e:
Um beispielsweise x < e einzusehen, beachte mandassa Ae < eund n < e gilt. Um
zu zeigen, dass {n, e, x,y, z} einen zu M5 isomorphen Unterverband von V bilden,
reichtes zu zeigen,dass x Ay = xAz=YAz=nundxvy=xvz=yvz=e
ist. Wir zeigen dies exemplarisch fiir die Identitdt x A y = n. Die anderen Falle sind
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analog. Es ist

xAy=U(ane)yvn)An((bAre)vn) Definition
=((ane)Ar((bre)vn))vn Modularitat
=((ane)A((bvn)re)vn Modularitét
=((ane)ren(bvn))vn Kommutativitat
=(ane)n(bvn))vn Idempotenz
=(anbvec)yn(bvanc))vn Absorption

=(anbv(bvec)an(anc))))vn Modularitat

=(anbvanc))vn anc<c=<bvc
=(anb)vianc)vn Modularitat
=n Idempotenz

Damit ist der Satz bewiesen. O

Essei V ein Verband. Ein Element a € V heifdt irreduzibel (genauer V-irreduzibel),
falls es kleinere Elemente gibt, aber a nicht das Supremum von zwei echt kleineren
Elementen ist. Dies bedeutet, a ist kein minimales Element, und fiir alle b,c € V
folgtausa = b v c schon a = b oder a = c. Mit J(V) bezeichnen wir die Menge der
irreduziblen Elemente von V.

Ist M eine Menge, so ist (2M, <) ein vollstiandiger und distributiver Verband, und
die Menge der irreduziblen Elemente sind die einelementigen Teilmengen. Wir kén-
nen also 7(2M) mit der Grundmenge M identifizieren. Wir sagen, dass V ein Mengen-
verband ist, wenn V isomorph zu einem Unterverband eines Potenzmengenverbandes
(2M | <) ist. Jeder Mengenverband ist distributiv, denn Distributivitét vererbt sich auf
Unterverbdnde.

Jeder endliche Verband mit mehr als einem Element enthilt irreduzible Elemente.
Es gibt unendliche Verbande ohne irreduzible Elemente. Ein Beispiel hierfiir ist Z x Z
mit komponentenweisem Vergleich. In Ketten ist jedes von L verschiedene Element
irreduzibel. Im folgenden Hasse-Diagramm sind alle Elemente bis auf 1 irreduzibel.

\I/'
1

Im nédchsten Beispiel sind die irreduziblen Elemente eingekreist.
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Satz 7.11. Sei V ein endlicher, distributiver Verband. Dann ist V ein Mengenverband
vermdge der Zuordnung p : V — 27V die fiir a € V wie folgt definiert ist:

pla)={xeJV) | x<a}

Insbesondere ist p injektiv und erfiillt die Gleichungen p(x v v) = p(x) U p(y) und
p(x Ay)=p(x)np(y).Fernergilt p(1) = Qund p(T) = J(V).

Beweis. Die Abbildung p erfiillt p(1) = @ und p(T) = J(V), und sie {iberfiihrt die
Ordnung < in Teilmengenbeziehungen <. Wir konnen jedes a € V als ein Supremum
a=supJmitJ = {x eV | L <x < a}darstellen. Falls b € J \ J(V) existiert, so
schreibe b = c Vv d fiir echt kleinere Elemente ¢ < b und d < b. Insbesondere gilt
1 ¢ {c,d} < J.Streichen wir in J das Element b, bilden also J' = J \ {b}, so gilt
weiterhin a = sup J'. Da V endlich ist, terminiert dieser Streichungsprozess und wir
erhalten
a=sup{xe JV)|x <a}=supp(a)

Insbesondere ist p injektiv. Zu zeigen ist fiir a,b € V nur noch p(a v b) = p(a) u
p(b)und p(a A b) = p(a) n p(b). Es gilt

playnpb)={xeJ(V) | x <aundx < b} =p(a nb)
Fiir die Vereinigung gilt zunachst
pla)upb)={xeJ(V) | x<aoderx <b}cp(avb)eplV)

Sei umgekehrt x € p(a v b). Dannfolgt x = x A(aVv b) = (x Aa) Vv (x Ab),
da V distributiv ist. Nun ist x € 7(V) und damit irreduzibel, also gilt x = x A a oder
X = X A b. Dies bedeutet x < a oder x < b; damit erhalten wir x € p(a) U p(b).
Dies liefert p(a v b) = p(a) U p(b) und der Satz ist bewiesen. O

7.8 Boolesche Verbande

Es sei V ein Verband mit einem kleinsten Element 1 und einem grofiten Element T.
Ist V endlich, so existieren | und T automatisch. Zwei Elemente x,y € V heifien
komplementdir zueinander, falls x A v = 1L und x v v = T gilt. Die Elemente 1
und T sind stets komplementdr zueinander. Ist V eine Kette, so sind 1L und T die
einzigen Elemente, die komplementare Elemente besitzen. Ein Verband V heif3t kom-
plementiir, falls alle Elemente komplementare Elemente besitzen. Ein Potenzmengen-
verband (2M, <) ist vollstandig, distributivund komplementér. Hier sind A und M \ A
komplementar zueinander. Ein Verband V mit einem kleinsten Element 1 und einem
grofiten Element T heif3t boolescher Verband, wenn er distributiv und komplementar
ist. Die booleschen Verbinde sind nach George Boole (1815-1864) benannt, da sie auf
dessen Logikkalkiile von 1847 zuriickgehen. Den Namen pragte Henry Maurice Shef-
fer (1882-1964) im Jahre 1913.
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In einem distributiven Verband sind komplementdre Elemente eindeutig be-
stimmt, sofern sie existieren. Dies folgt aus der Kiirzungsregel in Satz 7.10, kann aber
natiirlich auch direkt verifiziert werden. Denn seien x, y1,Y2 € Vmitx A y; = L
und x Vv y; = T fiir i = 1,2. Dann gilt aufgrund der Distributivitat:

VI=VIAXVY)=1AX)V(V1IAY2) =Y1AY

Dies zeigt 1 = 1 A 2 und vermOge Symmetrie erhalten wir y; = y> = Y1 A
v». Insbesondere gibt es in einem booleschen Verband zu jedem Element a genau
ein Komplement. Wir verwenden hierfiir im Folgenden die Bezeichnung a. Aufgrund
der Eindeutigkeit der Komplemente gilt @ = a und zusammen mit Dualititsprinzip
erhalten wir die Regeln von de Morgan.

anb=avb ud avb=aab

Die Regeln sind nach Augustus de Morgan (1806—1871) benannt, waren aber spétes-
tens seit dem Mittelalter durch das Handbuch der Logik Summa Logicae von Wilhelm
von Occam (ca. 1288-1347) bekannt. Sein Name wird hdufig mit dem Sparsamkeits-
prinzip in der Scholastik, Occams Rasiermesser, in Verbindung gebracht.

Im Folgenden wollen wir die endlichen booleschen Verbidnde bestimmen und zei-
gen, dass sie zu Potenzmengenverbianden (2M, <) isomorph sind. Es ist iiblich, die
Elemente der Dimension 1 als Atome zu bezeichnen. Ein Atom ist also ein Element
a + 1 einer Halbordnung V mit kleinstem Element 1, fiir welches kein b € V mit
1 < b < a existiert.

Lemma 7.12. Sei (V, <) ein boolescher Verband und a € V. Dann ist a genau dann
irreduzibel, wenn a ein Atom ist.

Beweis. Atome sind irreduzibel. Sei nun L # b € V kein Atom. Dann existiert ein
a € Vmit L <a < b, und es folgt:

avibra)=(avb)aava)=bAaT=b

Es reicht jetzt zu zeigen, dass b A @ < b gilt, denn dann ist b nicht irreduzibel. Ange-
nommen, es wire b A @ = b. Nach der Regel von de Morgan gilt dann b v a = b, also
aucha < b. Damitfolgta < b Ab = 1 im Widerspruchzua # L. Alsoistb A@ < b,
und das Lemma ist bewiesen. O

Satz 7.13 (Stone). Jeder endliche boolesche Verband V kann als ein Potenzmengenver-
band realisiert werden. Genauer gilt, dass (V, <) und (24, <) kanonisch isomorph sind,
wenn A die Menge der Atome von 'V ist.

Beweis. Nach dem Lemma 7.12 ist die Menge der irreduziblen Elemente 7(V) genau
die Menge A der Atome von V. Als boolescher Verband ist V distributiv und somit
nach Satz 711 isomorph zu dem Mengenverband (p(V), <) mit p(V) = {p(a)|a €
Viundp(a) = {x € J(V) | x < a}.Dafiir ein einzelnes Atom a gerade p(a) = {a}
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gilt, gehoren alle einelementigen Mengen zu p (V). Aulerdem gilt p(a; V- - -Vay) =
{ai,...,ayn}. Damit induziert die Inklusion A < V einen kanonischen Isomorphis-
mus zwischen den Verbianden (24, <) und (V, <). O

Wir wissen also insbesondere: Es gibt genau dann einen endlichen booleschen
Verband mit k Elementen, wenn k = 2" eine Zweierpotenz ist. Dieser Verband ist
dann bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Der Satz von Stone, auch bekannt als
Darstellungssatz fiir boolesche Algebren, ist 1936 von Marshall Harvey Stone (1903-
1989) entdeckt worden. Dieser Satz gilt unter Ausnutzung des Auswahlaxioms viel
allgemeiner, wie wir im iiberndchsten Abschnitt sehen werden. Der dort gefiihrte Be-
weis benutzt das technische Konzept von Ultrafiltern.

7.9 Boolesche Ringe

Die Potenzmenge 2M einer Menge M ist nicht nur ein boolescher Verband, sondern ja
auch die Menge der Abbildungen von M nach {0, 1}. Wir identifizieren hierfiir eine
Teilmenge A < M mit ihrer charakteristischen Abbildung x4 : M — {0, 1}, die die
Elemente von A auf 1 schickt und die anderen auf 0. Lesen wir {0, 1} als booleschen
Verband B mit 0 < 1, so ist der Verband 2™ gerade das kartesische Produkt BM. Wir
kénnen {0, 1} aber auch als den Kérper F» = Z/2Z interpretieren. Dann wird 2M
zu der F,-Algebra F5, wobei die Addition und die Multiplikation komponentenweise
erklart sind. Insbesondere ist 2M = F3! ein kommutativer Ring mit 2x = 0 und idem-
potenter Multiplikation x2 = x. Wenn wir die Elemente in diesem Ring wieder als
Teilmengen von M lesen, ergibt sich die Multiplikation als Durchschnitt

A-B=AnNnB
und die Addition wird zur symmetrischen Differenz
A+B=AAB=(AUB)\(ANnB)

Ein Unterring von (=i genauer von (2, A, n, @, M), wird auch Mengenring genannt.
EinRing R = (R, +, -, 0, 1) heif3t boolescher Ring, falls x2 = x fiir alle x € R gilt. Wir
werden in diesem Abschnitt zeigen, dass boolesche Verbande und boolesche Ringe
dquivalente Begriffe sind. Im darauffolgenden Abschnitt beweisen wir (mit dem Kon-
zept von Ultrafiltern) den allgemeinen Darstellungssatz von Stone, der besagt, dass
die booleschen Ringe genau die Mengenringe sind. Natiirlich sind alle Mengenringe
boolesch. Diese Richtung ist also trivial.

Proposition 7.14. Sei R ein boolescher Ring. Dann ist R kommutativ und es gilt 2x
= 0 fiir alle x € R. Anders ausgedriickt, boolesche Ringe sind genau die kommuta-
tiven [F»-Algebren mit idempotenter Multiplikation.
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Beweis. Wir zeigen zuerst, dass 2x = O fiir jedes x € R gilt. Aus der booleschen
Eigenschaft folgt
2x = (2x)? = 4x?% = 4x

Damit gilt wie behauptet 0 = 4x — 2x = 2x. Nun zeigen wir xy = yx. Wir betrach-
ten (x + )2 und rechnen wie folgt:

X+y =X+ =X +Xy +yx+y> =X +Xy +YX+y

Alsoist xy + yx = 0 und nach Addition von yx folgt jetzt xy = yx. O

Ist R ein boolescher Ring, so definieren wir x < 7y durch die Bedingung x =
xy. Die Relation < ist eine partielle Ordnung. Sie ist reflexiv, da x*> = x gilt. Sie
ist antisymmetrisch, da R kommutativ ist. Schliefllich erhalten wir die Transitivitat
durchxz=xyz=xy =xfirx =xyundy = yz.

Proposition 7.15. Sei R(+, -,0,1) ein boolescher Ring und sei x < y durchx = xy
definiert. Dann ist (R, <) ein boolescher Verband. In dem Verband gilt:
(a) L=0undT =1

(b) x Ay =xy
(c) xvVy=x+y+xy
dx=1+x

Beweis. Wir hatten schon gesehen, dass (R, <) eine Halbordnung ist. Klar ist auch
L =0und T = 1. Zu (b): Wegen xyx = xy = Xy ist Xy eine untere Schran-
ke fiir {x, yv}. Sei jetzt z wegen z = zx und z = zy eine andere untere Schranke
fiir {x,y}.Danngilt z = zy = zxy, also gilt z < xy und damitist x A y = xy
die grofite untere Schranke. Zu (c): Es gilt x(x + ¥ + x¥) = x2 + xy + x%y =
X +2xy = x und analog y(x + ¥ + xy) = vy, also ist x + v + xy eine obere
Schranke von {x, y}. Ist z eine andere obere Schranke, so gilt x = xzund y = yz.
Dannfolgt (x+ Yy +xy)z=xz+yz+Xxyz=x+yY+xy,alsoistx+y+xy <z
undx vy=x+y+xy.Zu(d): Wegenx + (1 + x) = 1und x(1 + x) = O0sind x
und 1 + x komplementdr zueinander. Dies zeigt, dass (R, <) ein komplementirer
Verband ist. Das Distributivgesetz ist erfiillt:

(xvy)hnz=Kx+y+xy)z=xz+yz+xyz=(xArz)V(YAZ)

Also ist (R, <) ein boolescher Verband. O

Proposition 7.16. Sei (V, <) ein boolescher Verband. Setze 0 = L und 1 = T und
definiere Addition und Multiplikation durch:

(@ x+y=xAP)VEAY)

(b) x-y=xny

Dannist (V, +,-,0, 1) ein boolescher Ring und x < 7y dquivalent mit x = x.
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Beweis. Offenbar gilt x + x = 0, x +0 = x, x - x = x und x - 1 = x. Ferner ist
x+y=y+xund xy = yx sowie (xy)z = x(yz). Wir zeigen als nachstes die
Assoziativitdt der Addition. Dies gilt wegen:

X+Y)+z=(XAYAZ)VIXAYAZIV(XAYAZ)V(XAYAZ)

=x+(y+2)

Die Rechnung kann durch ein Venn-Diagramm veranschaulicht werden, indem man
sich x, v und z als Mengen vorstellt, bei denen Vv die Vereinigung und + die symme-
trische Differenz ist. Es verbleibt noch, das Distributivgesetz (x + y)z = xz + yz zu
zeigen. Esist (x + )z = (X AYP)VIXAY))IAZ=(XAYAZ)VXAYAZ).
Aufierdem ergibt sich

XZ+Yyz=(XAZAYAZ)V(YAZAXAZ)
=(xAzAPVD)V(YAZA(XVZ)

=(XAYAZ)VXAYAZ)
Dies beweist (x + )z = xz + yz und damit die Proposition. O

Die Konzepte ,,boolescher Verband®, ,,boolesche Algebra“ und ,,boolescher Ring*
sind also vollkommen dquivalent. Wir sprechen von einem Verband, wenn wir die
Halbordnung hervorheben wollen, und leiten hieraus die inneren Verkniipfungen A
und V ab. Wir sprechen dann von einer booleschen Algebra. Starten wir mit einer boo-
leschen Algebra mit den inneren Verkniipfungen A und Vv, dann erhalten wir einen
booleschen Verband, indem wir x < 7 durch x = x A 7y definieren. Wenn wir in der
booleschen Algebra von der ,,Oder-Funktion“ v zu dem ,,exklusiven Oder* + {iber-
gehen, so erhalten wir mittels x + ¥ = (x AY) V(X AYy)und xy = x A Yy
gerade einen booleschen Ring. Schliefilich fiihrt uns der Ring mit der Festlegung
X <y & x = xy zuriick zum Ausgangsverband, bzw. zur Ausgangsalgebra. Dieser
Zusammenhang liefert eine zweite Version des Satzes 7.11 von Stone.

Satz 7.17. Jeder endliche boolesche Ring R ist isomorph zu einem Potenzmengenring 2M,

Lasst man die Endlichkeit weg, so erhdlt man den allgemeinen Darstellungssatz
von Stone, der im nachsten Abschnitt behandelt wird.

7.10 Der allgemeine Darstellungssatz von Stone

Eine Mengenalgebra ist ein Unterverband V in einem Potenzmengenverband (2M, <)
mit &,M € V und V enthilt fiir alle A,B € V, neben A U B und A N B auch das
Komplement M \ A.

Beispiel 7.18. Sei X ein topologischer Raum, dann bildet die Familie der Mengen,
die gleichzeitig offen und abgeschlossen sind, eine Mengenalgebra. Mit einem topo-
logischen Raum meint man eine Menge X zusammen mit einer Topologie. Dies ist
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eine Familie von Teilmengen von X, die abgeschlossen gegeniiber beliebiger Vereini-
gung und endlichem Durchschnitt ist. Die Teilmengen von X, die zur Topologie geho-
ren, nennt man offen, deren Komplemente nennt man abgeschlossen. Die Mengen &
und X sind gleichzeitig offen und abgeschlossen.

Sei X ein endliches Alphabet, dann ist die in der Informatik haufig anzutreffen-
de Familie der reguldren Sprachen (auch bekannt als Typ-3 Sprachen) iiber 3 eine
Mengenalgebra. %

Wir beweisen in diesem Abschnitt den allgemeinen Darstellungssatz von Stone,
der besagt, dass jeder boolesche Ring isomorph zu einem Mengenring ist. Dies liefert
dann automatisch die Aussage, dass jeder boolesche Verband isomorph zu einer Men-
genalgebra ist. Der Beweis benutzt das Auswahlaxiom und basiert auf der Existenz
von Ultrafiltern. Mit dem Konzept der Ultrafilter ist der Beweis des Darstellungssat-
zes sehr einfach. Die Schwierigkeit besteht nun darin, sich mit Ultrafiltern vertraut zu
machen und deren Existenz ,,anzunehmen®. Der Begriff Filter wurde von Henri Paul
Cartan (1904-2008) geprégt, der auch Griindungsmitglied der Mathematikergruppe
Nicolas Bourbaki war. Diese Gruppe begann ab 1934 mit der Verdffentlichung von
grundlegenden Lehrbiichern der Mathematik, den Eléments de mathématigue, und
nahm damit entscheidenden Einfluss auf die moderne Entwicklung dieser Wissen-
schaft.

Filter haben in Halbordnungen (R, <) die folgende anschauliche Interpretation.
Es ist eine nichtleere Teilmenge F < R, in der geniigend grof3e, aber nicht alle, Ele-
mente ,,ausgefiltert werden, sie bleiben in F ,,hdangen“. Insbesondere gilt F + R, da
der Filter einiges durchlassen soll. Ist ferner x in F und 1y gréfler als x, so gilt auch
v € F.Sind x und y in F, so gibt es einen gemeinsamen Grund hierfiir, dies ist ein
z € Fmit z < x und z < . Hat die Halbordnung ein kleinstes Element 1, so gilt
wegen F # R also L ¢ F. Einige Autoren verzichten auf die Forderung F # R und
sprechen von eigentlichen Filtern, wenn F # R gilt.

Im Folgenden benutzen wir Filter nur in booleschen Verbdanden und iiberset-
zen die obige anschauliche Definition fiir diesen Spezialfall gleich in die dquivalen-
te Sprache der booleschen Ringe. Hierdurch werden die Formeln etwas kompakter.
Statt von einem Verband R gehen wir von einem booleschen Ring R aus. Sei also
R = (R,+,-,0,1) ein boolescher Ring und wie iiblich x < y genau dann, wenn
x = x. Eine Teilmenge F < R heif3t jetzt Filter, falls die folgenden vier Bedingun-
gen erfiillt sind:

(a) F+©

(b) 0¢F

(c) VxeFVyeR:x=xy =>YyEF
d) Vx,y€eF:xy€eF

Aus der vorletzten Forderung folgt insbesondere 1 € F.Ist 0 + x € R ein Element,
so bildet die Menge der Ringelemente Fy, = {y € R | x < y} einen Filter, einen so-
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genannten Hauptfilter. Ist {F; | i € I} eine Familie von Filtern fiir eine linear geord-
nete Indexmenge I und gilt F; < F; fiir alle i < j, so ist offenbar deren Vereini-
gung J{F; | i € I} erneut ein Filter. In der Menge der Filter von R haben also Ketten
{F; | i € I} ein Supremum (J{F; | i € I} und nach dem Lemma von Zorn (welches,
wie der Wohlordungssatz, dquivalent zum Auswahlaxiom ist) liegt damit jeder Filter
in einem maximalen Filter. Dies ist ein Filter U < R mit der Eigenschaft, dass jeder
Filter Fmit U < F < R schon gleich U ist. Die maximalen Filter nennen wir Ultrafilter.

Kein Filter F = R kann sowohl x als auch X = 1 + x enthalten, denn dann
miisste auch 0 = x(1 + x) in F liegen, was ausgeschlossen ist. Diese Beobachtung
liefert schon die Charakterisierung von Ultrafiltern.

Lemma 7.19. Ein Filter F < R ist genau dann ein Ultrafilter, wenn fiir jedes x € R
entweder x € F oder 1 + x € F gilt.

Beweis. Sei x € R und F < R ein Filter. Der Filter F kann nicht sowohl x als auch
1+ x enthalten. Angenommen, F enthalt weder x noch 1 + x. Wir zeigen, dass F nicht
maximal ist. Definiere hierfiir die Menge F' = {z € R | 3y € F: xy = xyz}.Esgilt
F < F' und x € F’, da F nicht leer ist. Damit ist F + F’. Zu zeigen ist daher nur,
dass F’ ein Filter ist. Angenommen, es wire 0 € F’. Dann ist xy = xy0 = 0 fiir ein
vy € Fund damit y(1 + x) = y.Alsoist ¥ < 1 + x € F. Dies war ausgeschlossen;
und daher gilt 0 ¢ F'. Fiir z € F' und z = zZz' gilt fiir ein v € F die Gleichung
Xy =xyz=xy(zz') = (xyz)z' =xyZz',alsoz’ € F'.Damitist F’ ein Filter. O

Die Menge der Ultrafilter ‘U ist also genau die Menge der Filter, die fiir jedes x € R
entweder x oder 1 + x enthalten. Im ndchsten Schritt ordnen wir jedem a € R eine
Menge p(a) < ‘U von Ultrafiltern zu. Wir setzen

p@)={UeU|acU}

Dies liefert jetzt den allgemeinen Darstellungssatz.

Satz 7.20 (Stone). Sei R ein boolescher Ring und ‘U die Menge der Ultrafilter von R.
Dann bettet die Zuordnung a — p(a) = {U € ‘U | a € U} den Ring R als Unterring in
das kartesische Produkt 2 = BU ein. Inshesondere ist R ein Mengenring. Also ist jeder
boolesche Verband isomorph zu einer Mengenalgebra.

Beweis. Klar ist p(0) = @ und p(1) = ‘U. Wir zeigen als nachstes, dass p injektiv
ist. Betrachte a,b € R mit a # b, dann kdnnen wir aus Symmetriegriinden a # ab
annehmen, denn entweder ist a + ab oder b + ba = ab. Hieraus folgt a(1 + ab) =
a + ab = 0. Also gibt es einen Ultrafilter U, der den von ¢ = a(1 + ab) erzeugten
Hauptfilter umfasst. Der Ultrafilter U, enthidlt a und 1 + ab. Er kann aber nicht b
enthalten, denn sonst wiare ab € U, im Widerspruch zu 1 + ab € U.. Zu zeigen
bleibt p(ab) = p(a) np(b) und p(a + b) = p(a) A p(b).

Die Ultrafilter, die ab enthalten sind genau diejenigen, die a und b enthalten. Die
Gleichung p(ab) = p(a) n p(b) ist daher erfiillt. Betrachte jetzt einen Ultrafilter U
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mita+b € U. Angenommen, U enthielte weder a noch b. Danngilt1+a,1+b € U,
da ja ein Ultrafilter immer genau eines von zueinander komplementdren Elementen
enthilt. Also gilt (a+b)(1+a)(1+b) € ‘U. Dies ist nicht moglich,da (a+b)(1+a+
b+ab) =a+a+ab+ab+b+ab+b+ab = 0.Dies zeigt die Inklusion p(a+b) <
p(a) U p(b). Angenommen, U enthielte sowohl a als auch b. Dann gilt ab € U. Dies
ist unmoglich wegen (a + b)ab = ab + ab = 0. Also geh6rt U zur symmetrischen
Differenz von p(a) und p(b) und wir schliefien p(a + b) < p(a)Ap(b). Fiir die
umgekehrte Richtung starten wir mit einem Ultrafilter U mit a, (1 +b) € U. Zu zeigen
ist nur noch a + b € U. Im anderen Fall wiaren a, (1 + b),1 + a + b € U. Dies ist
jedoch unméglich wegen a(1 + b)(1 +a+b) = (a+ab)(1 +a+b) =a+a+
ab + ab + ab + ab = 0. Insgesamt erhalten wir p(a + b) = p(a) Ap(b) und damit
die Behauptung. O

Wir bemerken noch, dass Satz 7.13 fiir endliche boolesche Ringe (oder dquivalent
fiir endliche boolesche Verbinde) in der Tat ein Spezialfall von Satz 7.20 ist. Es reicht,
sich zu liberlegen, dass die Ultrafilter in endlichen booleschen Ringen genau von Ato-
men erzeugten Hauptfiltern entsprechen.

Der in Beispiel 7.18 hergestellte Bezug zur Topologie kann durch den Satz 7.20 wei-
ter prazisiert werden. Fiir interessierte Leser, die mit den topologischen Grundbegrif-
fen vertraut sind, konnen wir die wesentliche Idee erklaren: Jeder Ultrafilter {iber R
lasst sich als Abbildung in {0, 1}® auffassen. Das kartesische Produkt {0, 1}® wird
mit der Produkttopologie iiber die diskreten Mengen {0, 1} versehen. Die offenen
Mengen sind dann beliebige Vereinigungen von Mengen der Form N (fs,S), wobei
S < Rendlich und fs € 25 gilt. Wir setzen dann N (fs,S) = {f € 2R | Vs € S: f(5)
= fs(s)}.Die Mengen N (fs, S) sind offen und abgeschlossen. Der Raum 2% = {0, 1}R
bildet dann einen total unzusammenhdngenden kompakten Hausdorff-Raum. Unter
Ausnutzung der Kompaktheit erkennt man, dass die Mengen, die zugleich offen und
abgeschlossen sind, sich als endliche Vereinigung von N ( fs, S) schreiben lassen, wo-
bei S fest gewihlt werden kann. Wir wissen, dass die Menge der Ultrafilter ‘U in 28
enthalten ist. Die Eigenschaft nicht Ultrafilter zu sein, erkennen wir an maximal drei
Komponenten, etwa durch f(x) = f(y) = 1, aber f(xy) = 0 oder f(0) = 1
und so fort. Daher ist das Komplement von ‘U offen und ‘U in 2% abgeschlossen.
Also ist ‘U selbst ein total unzusammenhdngender kompakter Hausdorff-Raum. Bei-
spiel 7.18 und der Satz 7.20 sagen uns in dieser Interpretation, dass die booleschen Al-
gebren genau den Mengenalgebren der offen-und-abgeschlossenen Mengen in total
unzusammenhdngenden kompakten Hausdorff-Rdumen entsprechen. Die angespro-
chenen Begriffe und Sitze aus der Topologie findet man in Lehrbiichern wie etwa [32]
oder [9].
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Aufgaben

7.1. Die Kettenbedingung in dieser Ubungsaufgabe kommt in der Algebra hiufig
vor. Sie ist benannt nach Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922) und Otto Lud-
wig Holder (1859-1937). Sei (M, <) eine Halbordnung mit kleinstem Element, in der
jedes Element eine endliche Dimension habe. Dann sind folgende Aussagen dquiva-
lent:

(@) Je zwei maximale Ketten mit den selben Endpunkten haben die gleiche Liange
(Jordan-Hélder’sche Kettenbedingung).

(b) Fiir alle Elemente a,b € M gilt: Ist b oberer Nachbar von a, so gilt fiir die
Dimensionen dim(b) = dim(a) + 1.

7.2. In den Bezeichnungen von Abschnitt 7.3 und Satz 74 sei ¢ € F eine partiell
definierte Funktion von X nach > und w = while b do c od eine while-Schleife. Wir
wissen, dass die partiell definierte Funktion w € ‘F der kleinste Fixpunkt des Opera-
tors I, ¢ ist.

(@) Essei L die total undefinierte Funktion. Gilt I, o (L) = L?

(b) Wiéhlen Sie b und c so, dass alle f € F Fixpunkte des Operators I}, » sind. Wie
sieht der Definitionsbereich von I, - (L) in diesem Fall aus?

(c) Charakterisieren Sie sowohl w £ id als auch w = while b’ do ¢ od.

(d) Seic € F iiberall definiert. Zeigen Sie, dass I, . genau dann mehrere Fixpunk-
te hat, wenn w nicht {iberall terminiert.

(e) Zeigen Sie, dass I}, . moglicherweise nur einen Fixpunkt hat, obwohl w nicht
iiberall terminiert.

Hinweis: Nach Aufgabe 7.2. (d) ist ¢ € F nicht {iberall definiert.

7.3. Zeigen Sie die Existenz (unendlicher) boolescher Verbinde, die zu keinem Po-
tenzmengenverband isomorph sind.

7.4. Zeigen Sie die Existenz von unendlichen Verbanden (mit kleinstem Element),
die keine irreduziblen Elemente haben.

7.5. Zeigen Sie die Existenz von unendlichen Mengenverbanden, die keine irredu-
ziblen Elemente haben.

7.6. Sei M eine nichtleere Menge und 2™ die Potenzmenge von M. Zeigen Sie, dass
wir keinen Ring erhalten, wenn wir Addition und Multiplikation definieren durch A +
B=AuBundA-B=AnNB.

7.7. Bestimmen Sie die Hasse-Diagramme aller Verbdnde mit 5 Elementen.
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7.8. Zeigen Sie, dass der Verband Ms nicht distributiv, aber modular und komple-
mentar ist.

-
a c
1L
Verband M;
Zusammenfassung
Begriffe
—  Halbordnung, partielle Ordnung —  Fixpunkt
- lineare/totale Ordnung — denotationale Semantik
—  wohlfundiert - Verband
— minimales, maximales Element —  Unterverband, Teilverband
- Wohlordnung - vollstdndiger Verband
—  Nachbar —  modularer Verband
—  Hasse-Diagramm —  distributiver Verband
—  Kette —  Verbande M5 und Nj
—  Dimension dim(x) —  irreduzible Elemente 7(V)
-  Verfeinerung - Mengenverband
—  topologische Sortierung —  komplementire Elemente
—  gerichtete Teilmenge —  boolescher Verband
—  vollstdndige Halbordnung — Atom
—  kleinstes Element L —  Mengenring
—  grofites Element T —  boolescher Ring
- monotone Abbildung - Mengenalgebra, Potenzmengenring
—  stetige Abbildung —  Filter, Hauptfilter, Ultrafilter

Methoden und Resultate

— Jede abzdhlbare Halbordnung ldsst sich injektiv und monoton in Q einbetten.

- Fixpunktsatz von Kleene: Jede stetige Abbildung f iiber einer vollstiandigen Halb-
ordnung hat sup{fi(1) | i = 0} als eindeutigen kleinsten Fixpunkt.

—  Semantik von while-Schleifen als Fixpunkt des Operators I ¢

—  Jede monotone Abbildung iiber einer vollstindigen Halbordnung hat einen ein-
deutigen kleinsten Fixpunkt.
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Die Rechenregeln (V2) bis (V4) charakterisieren Verbande.

Fixpunktsatz von Knaster-Tarski: Sei f eine monotone Abbildung iiber einem
vollstdndigen Verband. Dann sind die Fixpunkte von f ein vollstindiger Teilver-
band.

Dedekind: V modularer Verband < V hat keinen Unterverband N5

Birkhoff: V distributiver Verband < V hat keine Unterverbdnde Ms, N5

V ist endlicher, distributiver Verband < V ist endlicher Mengenverband

In jedem booleschen Verband gilt: irreduzibel < Atom

boolescher Ring = boolescher Verband

Filter F < R Ultrafilter & Vx € F: entweder x € Foder1 + x € F

Satz von Stone: Jeder Boolesche Verband ist isomorph zu einer Mengenalgebra.



8 Boolesche Funktionen und Schaltkreise

Wir machen nun einen Ausflug in die Schaltkreistheorie. Zunachst beweisen wir ein
fundamentales Resultat von Shannon aus dem Jahr 1949. Es besagt, dass n-stellige
boolesche Funktionen durch Schaltkreise realisiert werden konnen, deren Grof3e mit
der Ordnung © (2" /n) wachst. Danach beweisen wir die scharfere Abschitzung von
Oleg Borisovich Lupanov (1932-2006), nach der 2" /n + 0(2™ /n) Gatter geniigen, um
beliebige n-stellige boolesche Funktionen zu berechnen. Diese Schranke ist asympto-
tisch optimal.

Mit B = {0,1} meinen wir den booleschen Verband mit 0 < 1 und Operatio-
nen V fiir das logische Oder, A fiir das logische Und und die Komplementbildung
X. Das komplementire Element X (die Negation) von x kann als 1 — x geschrieben
werden. Die Elemente in B interpretieren wir auch als Wahrheitswerte. Das kartesi-
sche Produkt B" ist ein boolescher Verband, wobei die Operationen v und A kom-
ponentenweise erklart sind. Wir wissen bereits aus dem Darstellungssatz von Stone,
dass die Verbande B™ mit n € N alle endlichen booleschen Verbinde (bis auf Iso-
morphie) eindeutig beschreiben. Gleichzeitig kénnen wir ein z € B" als Bit-Folge
(z1,...,2n) mit z; € {0, 1} auffassen und diese wiederum als Bindrdarstellung der
Zahl 3", z;2i"1 € {0,...,2" — 1} interpretieren. Die Hasse-Diagramme fiir B!, B>
und B3 stellen also jeweils die Zahlenbereiche {0, 1}, {0,1,2,3} und {0,...,7} dar.

11

1
° o1 10 001 » 100
[ ]

0 00 000

[Bl [BZ [B3

Unter einer n-stelligen booleschen Funktion wird eine Abbildung f: B" — B ver-
standen. Wir kdnnen jede Funktion f: B" — B auch als Eigenschaft der Zahlen zwi-
schen 0 und 2" — 1 interpretieren. Fiir n = 0O sind diese Eigenschaften trivial und
entsprechen den beiden Konstanten L und T. Im Folgenden nehmen wir n > 1
an. Schon fiir moderate n ist die Anzahl dieser Eigenschaften gewaltig; sie ist 22".
Fiir n = 8 hat die Zahl 22°6 schon 77 Dezimalstellen.

Schaltkreise nehmen eine Bit-Folge (z1,...,z,) € B™ als Eingabe und werten
diese zu einem Wahrheitswert in B aus. Sie sind also geeignet, Eigenschaften von na-
tlirlichen Zahlen in dem Bereich von 0 bis 2" — 1 zu iiberpriifen. Die algorithmische
Schwierigkeit einer Eigenschaft kann dann in der Grof3e der entsprechenden Schalt-
kreise gemessen werden. Wir werden sehen, dass sich alle n-stelligen booleschen
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Funktionen durch Schaltkreise der Grofle @ (2" /n) darstellen lassen und dass ,,fast
alle“ diese exponentielle Grof3e erfordern.

Diese sehr scharfe ,,generische® Schranke niitzt leider fiir konkrete Funktionen
nicht viel. Obwohl fast alle booleschen Funktionen extrem schwierig sind, ist keine
einzige konkrete Familie von booleschen Funktionen f;, bekannt, deren Schaltkreis-
grofle mindestens quadratisch mit n wachst.

Im Folgenden bezeichnen wir allgemeiner alle Abbildungen von der Form f: B"
— B™ als boolesche Funktionen. Die formale Definition eines Schaltkreises iiber
einer Menge von booleschen Variablen {b1,...,b,} ist etwas technisch. Ein Schalt-
kreis S ist ein gerichteter Graph ohne Kreise, dessen Knoten Gatter genannt werden.
Die Gatter haben entweder Eingangsgrad O oder 2, und jedes Gatter mit Eingangs-
grad 2 besitzt einen Typ. Die Gatter mit Eingangsgrad O heifien Eingangsgatter und
sind der Menge {g1,---,9n,91;-- -, 9y} entnommen. Die Gatter mit Eingangsgrad 2
heiflen interne Gatter und haben entweder den Typ V (logisches Oder) oder A (logi-
sches Und). Die internen Gatter mit Ausgangsgrad O heifen Ausgabegatter und sind
durchnummeriert mit 01, ..., 0. Die Grifle eines Schaltkreises S ist die Anzahl der
internen Gatter. Jeder Schaltkreis definiert eine boolesche Funktion f: B"” — B™, in-
dem wir fiir alle z € B" und alle Gatter g einen Wert g(z) € B definieren und dann
F(z) auf (01(2),...,0m(z)) setzen. Die Definition von g(z) € B erfolgt von den
Eingangsgattern abwarts. Zunachst setzen wir fiir die Eingangsgatter g;(z) = z; und
gi(z) = 1 — z;. Ist g ein internes Gatter mit gerichteten Kanten von den Gattern f
und h, so kénnen wir induktiv annehmen, dass f(z) und h(z) schon definiert sind.
Ist g vom Typ V, so schreiben wir g = f v hund setzen g(z) = f(z) v h(z).Istg
vom Typ A, so schreiben wir g = f A h und setzen g(z) = f(z) A h(z). Der Un-
terschied zwischen booleschen Formeln und Schaltkreisen ist, dass bei Schaltkreisen
jedes Gatter das Eingangsgatter von mehreren anderen Gattern sein kann. Bei For-
meln hingegen muss man identische Teilformeln bei Bedarf mehrfach hinschreiben,
da man sie nicht wiederverwenden kann.

Ein Schaltkreis S realisiert eine boolesche Funktion f: B" — B, falls 01(z) =
f(z) fiir alle z € B" gilt. Benutzt ein Schaltkreis nur Eingangsgatter aus der Menge
{91,-.-,9¢,91,---,9.) und Ausgabegatter 01, ..., 04, so stellt er boolesche Funktio-
nen f: B" — B™ fiiralle n > c und m < d dar.
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x ¥y z|flxy2)
0 0O O 0
o 0 1 1
0O 1 O 0
0 1 1 0
1 0O O 0
1 0 1 1
1 1 0 1
1 1 1 1
Schaltkreis S von S realisierte Funktion f

8.1 Shannons obere Schranke fiir die Anzahl der Gatter

Sei f: B" — B eine beliebige boolesche Funktion mit 7 > 1. Zum Aufwédrmen wollen
wir zwei einfache obere Schranken fiir die Anzahl der internen Gatter angeben, die
man benétigt, um f zu realisieren. Zunichst zeigen wir, dass hierfiir 27! — 3 Gatter
geniigen. Fiir n = 1 gibt es genau vier boolesche Funktionen, die jeweils durch ein
internes Gatter dargestellt werden konnen. Also stimmt die Behauptung fiir n = 1.
Ab jetzt sei n > 2 und die Behauptung richtig fiir n — 1. Die Funktion f definiert
zwei Funktionen fo: B"*"! — B und fi: B"' — B, indem wir fy(z1,...,2n_1) =
f(z1,...,2n-1,0) und f1(z1,...,2n-1) = f(z21,...,2Zn-1,1) setzen. Induktiv kon-
nen wir f; durch einen Schaltkreis S; realisieren, der weniger als 2" — 3 interne Gatter
hat. Dann erhalten wir die Shannon-Zerlegung von f durch (So A g,,) V (S1 A gn)-

Schaltkreis fiir f

Dieser Schaltkreis benétigt hochstens 2 (2" — 3) + 3 = 2"*1 — 3 interne Gatter. Damit
ist die Behauptung fiir alle n > 1 gezeigt. Bei dieser Konstruktion hat jedes Gatter
einen Ausgangsgrad von héchstens 1.

Durch Mehrfachverwendung von bereits berechneten Zwischenergebnissen (d. h.,
bei manchen Gattern ist der Ausgangsgrad grofier als 1) erhalten wir bessere Schran-
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ken. Ein einfacher Ansatz hierzu ist wie folgt. Zundchst bestimmen wir eine obere
Schranke fiir die Anzahl der Gatter eines Schaltkreises, welcher alle booleschen Funk-
tionen B¥ — B berechnet; fiir jede dieser Funktionen hat der gesuchte Schaltkreis ein
Ausgabegatter. Sei Cy die Grof3e des Schaltkreises. Wir behaupten:

Cp<4-2%

Es gibt 4 boolesche Funktionen B — B und jede bend6tigt hochstens 1 internes Gatter.
Damit gilt C; < 4 und die Behauptung gilt fiir k = 1. Sei nun k > 2. Wie zuvor
koénnen wir f : B¥ — B in zwei Funktionen fo, f1: B¥~! — B aufteilen und dann die
Schaltkreise fiir f; und f> mit 3 Gattern zu einem Schaltkreis fiir f zusammensetzen.
Wenn wir diese Technik fiir jede der 22" Funktionen BX — B anwenden, dann sehen
wir:
Cy < Cg-1+3- 22"

Mit Induktion gilt nun Cy < 422" + 3 22“ und zusammen mit 4 - 22" < 22" folgt
daraus die Behauptung.

Wir verwenden nun die Schranke fiir Cx, um die Schranke bei einer einzelnen
Funktion f: B" — B etwas zu verfeinern. Nehmen wir an, wir hétten bereits einen
einzelnen Schaltkreis fiir alle Funktionen B¥ — B. Wir wollen abschitzen, wie viele
zusitzliche Gatter bendtigt werden, um f zu realisieren, wenn n > k gilt. Wir be-
haupten, dass 3 - 2% — 3 zusitzliche Gatter ausreichen. Fiir n = k benétigen wir
keine weiteren Gatter, und mit 3 - 2° — 3 = 0 ist die Behauptung erfiillt. Seinunn > k.
Indem wir f wieder in Funktionen fo, f1: B"! — B aufteilen, und die Schaltkreise
fiir fo und f1 mit 3 Gattern zu einem Schaltkreis fiir f kombinieren, sehen wir dass
fiir f hochstens 2 - (3 - 2n~1-k — 3) 4+ 3 = 3. 2"~k _ 3 zysitzliche Gatter bendtigt
werden. Zusammen mit den Gattern fiir die Funktionen BX — B ben&tigen wir fiir f
weniger als 3 - 27K + 4 . 22" Gatter. Mit k = [log, n] — 1 sehen wir:

3.2n7k 4. 02 = 3. pn-llogenl+l |y p2liorzn

<3. 2n—10g2 n+2 + 4. 2210g2 n-1

21’1
=12- — 4.2m2% ¢ 92" /n)

8.2 Die untere Schranke von Shannon

Als Nichstes zeigen wir das Gegenstiick zur oberen Schranke: Fast alle n-stelligen
booleschen Funktionen bendétigen Schaltkreise der Grofie 2™ /1, um sie zu realisie-
ren. Der Grund ist eigentlich recht einfach; es gibt zu wenige Schaltkreise der Grofie
2"/n, um 22" Funktionen darzustellen. Wir diirfen sogar die Berechnungsfihigkeit
der Gatter erweitern, ohne dass sich das Ergebnis dndert. Im Folgenden stellen wir
Gatter fiir jede zweistellige boolesche Funktion zur Verfiigung. Es gibt also nicht nur
zwei verschiedene Typen, sondern 16 = 22°, Dafiir kénnen wir jetzt auf negierte Ein-
gabegatter verzichten. Es gibt also nur noch n Eingabegatter g1, ..., gn. Jeweils ein
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internes Gatter wird als Ausgabegatter spezifiziert, und damit berechnet jeder Schalt-
kreis mit diesen 16 moglichen Gattertypen eine n-stellige boolesche Funktion. Ein
Gatter selbst kann als Tripel (T, £, 7) beschrieben werden, wobei T der Typ ist und ¥
und r das linke beziehungsweise rechte Eingangsgatter bezeichnet.

Das Ziel ist zu zeigen, dass fast alle Funktionen 2" /n Gatter benotigen. Hierfiir
ist etwas Vorbereitung erforderlich. Wir nennen einen Schaltkreis reduziert, wenn je
zwei verschiedene interne Gatter verschiedene boolesche Funktionen definieren. Man
beachte, dass sich in reduzierten Schaltkreisen interne Gatter also durchaus wie Ein-
gabegatter verhalten diirfen.

Lemma 8.1. Sei S ein Schaltkreis mit s internen Gattern und n Eingabegattern. Dann
existiert fiir jedes t mit s <t < 22" ein reduzierter Schaltkreis mit t internen Gattern,
der dieselbe boolesche Funktion f berechnet wie S.

Beweis. Wir ordnen die Gatter von S von links nach rechts, so dass fiir jedes Gatter
die jeweiligen Eingangsgatter weiter links stehen. Die Eingabegatter stehen in dieser
Ordnung also ganz links. (Wir haben die Gatter topologisch sortiert.) Danach erwei-
tern wir die Ordnung auf der rechten Seite um weitere interne Gatter, bis am Ende jede
der 22" booleschen Funktionen durch ein internes Gatter repriasentiert wird. Die Ord-
nung, dass jeweilige Eingangsgatter weiter links stehen, behalten wir wahrend der
Erweiterung bei.

Diesen sehr grofen neuen Schaltkreis reduzieren wir von links nach rechts. Wenn
jetzt zwei interne Gatter dieselbe Funktion darstellen, so kénnen wir auf das weiter
rechts stehende Gatter verzichten, denn alle Leitungen, die von diesem Gatter aus-
gehen, konnen umdirigiert werden, ohne die Ordnung zu zerstoéren. Durch diesen
Prozess wird der grofle Schaltkreis nach und nach reduziert. Wir stoppen den Pro-
zess, wenn wir einen reduzierten Schaltkreis mit ¢ internen Gattern erzeugt haben.
Die noch nicht betrachteten Gatter am rechten Ende werden wieder geléscht. Wegen
s < t befindet sich in dem reduzierten Schaltkreis ein internes Gatter, welches f be-
rechnet. O

Sei S ein Schaltkreis mit s internen Gattern. Wir identifizieren im néachsten Schritt
die Gatter mit den Zahlen 1,...,s,s + 1,...,s + n, wobei wir jetzt die folgende An-
ordnung vornehmen. Wir benennen das Ausgabegatter mit s und mits + 1,...,s +n
bezeichnen wir die Eingabegatter gi,..., gn. Dies fiihrt auf eine Beschreibung des
Schaltkreises als Folge von Tripeln

S = ((Tl,ﬁl,rl),...,(TS,&,TS))

wobei T; einer der mdglichen 16 Gattertypen ist und £; und 7; die linken und rech-
ten Vorganger des internen Gatters i bezeichnen. Ist 71 eine Permutation von {1,...,
s + n}, welche die Zahlen s,s + 1,...,s + n fest lasst, dann verandert 1t die Na-
men interner Gatter, aber nicht die Funktionsweise des Schaltkreises. Wir erhalten
eine neue Schaltkreisbeschreibung 77(S). In 17(S) wertet sich jedes Gatter 77 (i) ge-
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nau wie i in S aus. Da 7t das Ausgabegatter fest 1dsst, berechnet das Gatter s weiterhin
dieselbe boolesche Funktion. Die Schaltkreisbeschreibung nach Anwendung der Per-
mutation 1t hat die Form w(S) = ((T7,€1,71), ..., (T, €s,7{)) und fiir 1t (i) = j gilt
(T;,ﬂ;, rJf) = (T;, t(€;), 7t (17)). Ist der Schaltkreis reduziert und 7t + id, so gilt fiir
die jeweiligen Beschreibungen S # 717(S). Dies sieht man wie folgt. Wegen 1t + id
gilt 7t (i) = j =+ i fiir zwei Gatter i und j. Angenommen, die Beschreibung ware
identisch, dann wire inshesondere (T}, ¥, 7j) = (TJf, 53., TJ’.) = (Ti, w(;), (7).
Alsoist T; = Tj, w(¥¢;) = £; und 1 () = v;. Daher werten sich die urspriinglichen
Gatter i und j genau gleich aus, was aber in reduzierten Schaltkreisen unmdoglich ist.

Lemma 8.2. Seis > n.Dannist die Anzahl der n-stelligen booleschen Funktionen, wel-
che sich durch Schaltkreise mit hochstens s internen Gattern berechnen lassen, durch
eine Funktion in 251085+0() pegrenzt.

Beweis. Gehort f: B" — B zu einer dieser Funktionen, so wird f nach Lemma 8.1
durch einen reduzierten Schaltkreis S mit genau s internen Gattern berechnet. Die
Beschreibung von S ergibt eine Liste von Tripeln

((Tllyllrl)! ceny (TSI€SIYS))

und die Zahl dieser Folgen von Tripeln ist kleiner als (16(s + n)(s + n))° < k* - s
fiir eine Konstante k < 642. Zu jedem Schaltkreis S fiir die Funktion f gehdren aber
nun (s — 1)! Beschreibungen 77 (S), und diese sind alle paarweise verschieden. Bei
der gewliinschten Abschitzung diirfen wir also die Zahl kS - 525 durch (s — 1)! teilen.
Nach Gleichung (2.1) gilt s! > (s/e)’. Damit erhalten wir:

ks _525/(5 —D!<s-(ek)’ _SZS/SS = 2510g5+0(5)
Also gilt die Behauptung. O

Satz 8.3 (Shannon 1949). Der Anteil der n-stelligen booleschen Funktionen, die sich
durch Schaltkreise mit hochstens 2" /n internen Gattern berechnen lassen, strebt ge-
gen O fiirn — oo,

Beweis. Nach Lemma 8.2 gibt es hochstens 251985+0() Funktionen bis zur Grofe s.
Setzen wir s = 2" /n und bilden den Logarithmus, so erhalten wir 2" — an% +
O(2"/n). Um den Anteil der Funktionen der Gréfle s unter den 22" Funktionen zu
erkennen, miissen wir log(22") = 2" subtrahieren und sehen, dass die Differenz
gegen — oo strebt. Also geht der Anteil, wie behauptet, gegen 0. O

Fiir eine boolesche Funktion f: B" — B sei sy die minimale Anzahl der Gatter,
die ein Schaltkreis benétigt, der f realisiert. Ferner sei s(n) das Maximum der s ¥
iiber alle f: B" — B. Dies bedeutet, s(n) ist die minimale Anzahl an Gattern, die
bendtigt wird, um eine beliebige n-stellige boolesche Funktion zu realisieren. Fiir die
Funktion s(n) gilt s(n) € ©(2"/n), denn nach Satz 8.3 gilt s(n) € Q(2"/n), und
die obere Schranke s(n) € @(2"/n) wurde bereits in Abschnitt 8.1 gezeigt.
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8.3 Die obere Schranke von Lupanov

Die obere Schranke von @ (2" /n) aus Abschnitt 8.1 wurde von Lupanov weiter verbes-
sert [27]. Er zeigte, dass sich jede n-stellige boolesche Funktion durch einen Schalt-
kreis mit nur 2" /n + 0(2" /1) Gattern realisieren ldsst. Wir beweisen als néchstes
diese Schranke, welche aufgrund von Satz 8.3 asymptotisch optimal ist.

Als wichtiges Hilfsmittel fiir den Beweis betrachten wir boolesche Matrizen. Sei-
en R und S endliche Indexmengen und sei F eine boolesche Matrix aus BR*S. Wir
fassen R und § als disjunkte Mengen boolescher Variablen auf. Die Elemente p € BR
kann man als Teilmengen von Zeilen aus R auffassen. Damit ist p(x) fiir x € R ein
boolescher Wert, der sich genau dann zu 1 auswertet, wenn x zu der von p reprisen-
tierten Menge gehért. Eine entsprechende Sichtweise ist auch fiir o € BS moglich.
Die Matrix F definiert nun eine boolesche Funktion H: BR x BS — B durch

1 fallsix eR3Iy e S:1=p(x)=0(y)=F(x,y)
H(p,o) =

0 sonst

Wenn wir p(x) = 1lesen als,,p aktiviert die Zeile x“ und entsprechend o (7y) = 1 fiir
Spalten interpretieren, bedeutet H(p, o) = 1, dass F(x,y) = 1 fiir eine aktivierte
Zeile x und eine aktivierte Spalte 7 ist. Wir sagen, ein Schaltkreis mit Eingabegat-
tern hy und h,, fiir x € Rund y € S realisiert die Matrix F, wenn er die boolesche
Funktion H realisiert. Die negierten Gatter h, und Ey werden dabei nicht verwendet.

Lemma 8.4. Seien R, S endliche Indexmengen und sei F eine boolesche Matrix aus
BRXS. Wenn in F héchstens p Zeilen nicht Null sind, dann ldsst sich F mit einem Schalt-
kreis der Grofie 3 - 2P + |S| realisieren.

Beweis. Sei P < R mit |[P| = p eine Teilmenge der Zeilen, welche alle Zeilen mit
einem von Null verschiedenen Eintrag enthadlt. In F gibt es hochstens 27 viele ver-
schiedene Spalten. Wir definieren H: B? x BS — B durch

1 fallsixeP3IyeS:1=p(x)=0(y)=F(x,y)
H(p,0o) =

0 sonst

fiir p € BP und o € BS. Es geniigt, H durch einen Schaltkreis mit Eingabegattern h
und h,, fiir x € Pund y € S zu realisieren. Die negierten Gatter hy und h, kommen
in der Konstruktion nicht vor.

Fiir eine Spalte s € S sei J(s) < S die Menge der Spalten von F, die mit s {iber-
einstimmen. Formal ist

J)={yeS | VxeP:F(x,y)=F(x,s) }
Fiir s € S definieren wir auf3erdem zwei boolesche Funktionen:
Es(p) = \/{p(x) | F(x,s) =1}
Gs(o) =\/{oW) | y €J(s)}



Die obere Schranke von Lupanov =— 197

Die Funktionen E;: BY — Bund Gs: BS — B kdnnen durch Schaltkreise von der Form
Vi{hx | F(x,s) = 1} beziehungsweise \/{h, | v € J(s)} realisiert werden. Durch
ein weiteres Und-Gatter kénnen wir folgende Funktion realisieren:

Hs(p,0) = Es(p) A Gs(0)

Damit ist Hs(p, o) = 1 dquivalent dazu, dass es eine Zeile x € P und eine Spalte
v € S mit den folgenden drei Eigenschaften gibt: (1) Es gilt 1 = p(x) = o(y).
(2) Die Spalten y und s sind identisch. (3) Es gilt F (x, y) = 1.

Im néchsten Schritt konstruieren wir einen Schaltkreis fiir H als Disjunktion von
Schaltkreisen fiir H; fiir eine geeignete Menge von Spalten s. Wir wahlen dafiir eine
minimale Menge Q < S mitS = J{J(s) | s € Q}. Dies bedeutet, jede Spalte in der
Matrix F erscheint genau einmal als artgleiche Spalte in Q. Nun gilt:

H(p,0) = \/{Hs(p,0) | s € Q}

Die Anzahl der Schaltkreise, die notig ist, um alle Funktionen G, zu realisieren, ist
durch |S| beschrankt, da die Mengen J(s) eine Partition von S definieren. Fiir die
Funktionen E; geniigen insgesamt 27 Gatter. Mit |Q | < 2”7 erhalten wir fiir die Grof3e
des Schaltkreises fiir H die folgende obere Schranke:

2P +[S| + 2P + 2F
S O <~ <~
E; Gy ein Und-Gatter Oder-Gatter
pro Hg bei H
Dies beweist das Lemma. O

Satz 8.5 (Lupanov 1958). Jede n-stellige boolesche Funktion wird durch einen Schalt-
kreis der Grofie 2" /n + 0(2™ /n) realisiert.

Beweis. Sei f: B" — B eine n-stellige boolesche Funktion und 1 < k < n. Bei den
Argumenten von f fassen wir die ersten k und die {ibrigen n — k Parameter jeweils
als eine Einheit auf. Sei R = BX und S = B" ¥, dann definieren wir eine Matrix F €
BR*S durch F(x, v) = f(x, ) fiir einen Zeilenindex x € R und einen Spaltenindex
v € S. Weiter fassen wir in F jeweils p Zeilen zu einer neuen Matrix zusammen. Sei
hierzu R = A; U - - - U A eine Partition von R mit |A;| < p und € = [2%/p]. Wir
definieren nun die Matrizen F; € BR*S durch

F(x,y) firx e A;
Fi(x,y>={ Y ’

0 sonst

Damit gilt F = F; Vv - - - vV Fyp. Auf3erdem gibt es in F; héchstens p Zeilen, die nicht
Null sind. Mit Lemma 8.4 1dsst sich jede Matrix F; mit 3 - 27 + |S| Gattern realisieren.
Damit existiert fiir F ein Schaltkreis der Grof3e:

f-(3-2P 42Ky 4 ¢
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Um aus der Realisierung der Matrix F eine Realisierung der Funktion f zu erhal-
ten, miissen wir noch die Eingangsgatter h, und h, fiir F zur Verfiigung stellen.
Seien g1,...,9n,91,---» 9y die Eingangsgatter fiir den Schaltkreis zur Funktion f.
Dann ergibt sich hy als eine Konjunktion von k Gattern aus {g1,...,9k, G1s---> 9k}
und h, als eine Konjunktion von n — k Gattern aus {gk+1,..-,9nGks1r-+->9n}-
Damit benotigt die Berechnung aller hy und h,, fiir x € R und v € § hdchstens
k - 2X + (n — k) - 2"~k Gatter. Insgesamt ergibt sich damit fiir die GréRe des Schalt-
kreises fiir f die folgende Schranke:

2k 2k
[?] (3-2F 427Ky 4 [?w +k-2k+ (m—k)-2nk

Wir setzen jetzt k = 3[log, n] und p = n — 5[log, n]. Fiir den hinteren Teil der

obigen Schranke gilt nun

n

k
3-2’”+2"‘k+[2—]+k-2k+(n—k)-2”‘k eo(—)
P n

IA

2k
?(3 . 2P 4 21k

Fiir den restlichen Teil ist
3.2k pnpn 2n
R (7)

(5] e
p p n

Fiir die letzte Abschatzung beachte man, dass fiir jedes geniigend grof3e n die Unglei-
chung 1/(n —logn) < 1/n + 1/(nlogn) gilt. Insgesamt benotigt der Schaltkreis
fiir f hochstens 2" /n + 0(2™ /n) interne Gatter. O

Korollar 8.6. Sei s(n) die kleinste natiirliche Zahl, die ausreicht, damit jede n-stel-
lige boolesche Funktion durch einen Schaltkreis mit s (n) Gatternrealisiert werden kann.
Dann gilt die Asymptotik s(n) ~ 2" /n.

Beweis. Nach Satz 8.3 gilt s(1) > 2" /n. Die Schranke von Lupanov besagt s(n) €
2" /n + 0(2™/n). Zusammen ergibt dies die Aussage des Korollars. O

Der Schaltkreis, den wir in Satz 8.5 konstruiert haben, verwendet vier logische
Level; dies bedeutet es wird nur dreimal zwischen Und-Gattern und Oder-Gattern al-
terniert. Der oberste Level (ein Und-Level) ist die Konstruktion der hy und h, . Da-
nach kommt durch die Konstruktion in Lemma 8.4 ein Oder-Level fiir E; und Gs. Als
dritter Level folgt wieder ein Und-Level zur Konstruktion der Schaltkreise fiir H;. Als
letztes folgt schlief3lich ein Oder-Level zur Konstruktion von H sowie zur Disjunktion
der Matrizen F;. Ubliche Normalformen fiir boolesche Formeln, wie die disjunktive
Normalform oder die konjunktive Normalform, verwenden nur zwei logische Level.

Fiir weiterfithrende Literatur zu Schaltkreisen verweisen wir auf die Biicher von
Heribert Vollmer [31] und Ingo Wegener [33].



A Grundlagen

A.1 Mengen, Relationen und Abbildungen

Wir verwenden folgende Standardbezeichnungen: Mit N, Z, Q, R, C bezeichnen wir
die natiirlichen, ganzen, rationalen, reellen und komplexen Zahlen. In diesem Kapitel
meint n stets eine natiirliche und k eine ganze Zahl. Mit x, » und » meinen wir reelle
oder komplexe Zahlen. Da viele Identitdten allgemeiner gelten, verzichten wir manch-
mal auf eine genaue Spezifikation. Wer mit komplexen Zahlen nicht vertraut ist, mége
sich stets eine reelle Zahl vorstellen. Auf der anderen Seite gibt es keine guten Griin-
de, sie von vornherein auszuschlieBen. Wenn x = a + bimita,b € Rundi = v—1
eine komplexe Zahl ist, so meint der Betrag | x| wie iiblich den Wert Va? + b2, Insbe-
sondere ist der Betrag |7 | einer reellen Zahl » € R wie iiblich definiert, also |7 | = v
flirr > O0und |r| = —7 fiirr < 0.

Das kartesische Produkt A X B zweier Mengen A und B ist die Menge aller Paare
(a,b) mita € Aund b € B. Benannt ist diese Konstruktion nach dem franzosischen
Mathematiker René Descartes (1596-1650). Sind A und B endlich mit n beziehungs-
weise m Elementen, so enthdlt A X B genau nm Elemente.

Eine Relation zwischen A und B ist eine Teilmenge von A X B. Eine Relation ist
also eine Menge von Paaren. Eine Abbildung (oder Funktion) f: A — B von einer
Menge A nach B ist formal ein Tripel (A, B,R), wobei R = A X B eine Relation ist,
fiir die gilt, dass es zu jedem a € A genau ein b € B mit (a,b) € R gibt. Wie
iiblich schreiben wir dann f (a) = b. Die Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen
f:A— Bundg: B — Cisteine Abbildung go f: A — C, welche durch die Vorschrift
(g o f)la) = g(f(a)) definiert ist.

Eine Abbildung f: A — B heif3t injektiv, wenn fiir alle b € B hochstens ein a
€ Amit f(a) = b existiert. Sie heif3t surjektiv, wenn fiir alle b € B mindestens ein
a € Amit f(a) = b existiert. Sie heifdt bijektiv, wenn sie sowohl injektiv als auch
surjektiv ist. Wir sprechen auch von Injektionen, Surjektionen und Bijektionen. Eine
Bijektion von einer endlichen Menge auf sich selbst wird auch Permutation genannt.
Eine Menge A ist abzdhlbar, wenn eine Surjektion f: N — A existiert.

A B A B A B A B
= ]
- i i |
H = M

f beliebig f injektiv f surjektiv f bijektiv
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A.2 Die O-Notation

Haufig sind wir nicht an Funktionen selbst, sondern nur an ihrem Wachstumsver-
halten interessiert. Hierfiir haben sich die Landau-Symbole bewahrt (Edmund Georg
Hermann Landau, 1877-1938), welche Funktionsklassen beschreiben. Im Folgenden
betrachten wir Funktionen f, g,... von N nach R oder nach C. Die Funktionsklas-
sen O(g), Q(g) und O©(g) (lies ,,GroR-Oh von g*, ,,Gro3-Omega von g* und ,,Theta
von g*) sind folgendermaflen definiert:

0@ ={f:N-C|3Ic>0TIng=0Vn=ng: |[f(n)| <c-|lgn)l}
Q@) ={f:N-Clgeo(f)}
0(g) = 0(g) NnQ(g)

Es gilt also f € O(g), wenn f bis auf eine Konstante schliellich (ab einem ng) nicht
schneller wachst als g. Au3erdem halten wir die Konvention fest, dass durch O de-
finierte Klassen stets nach unten abgeschlossen sind. Damit vermeiden wir seltsame
Effekte. Wenn man etwa eine Klasse 29 definiert, so soll diese sicherlich auch alle
Polynome enthalten. Analog gilt f € Q(g), wenn f bis auf eine Konstante schlief3-
lich nicht langsamer wichst als g und f € ®(g), wenn f bis auf Konstanten schlief3-
lich gleich schnell wichst wie g. Es gilt z. B. (?) e Omn3) c oM.
Wir definieren 0(g) und w(g) (lies ,,Klein-Oh* und ,,Klein-Omega“) durch:

0(g)={f:N-C|Vec>0Iny>0Vn=ng: |f(n)<c-|lgn)|}
w(@) ={f:N=-Clgeo(f)}

Damit enthilt o (g) die Funktionen, die (echt) langsamer wachsen als g und in w(g)
liegen die Funktionen, die schneller wachsen als g. Damit gilt z. B. 0 (g) € O(g) und
o(g) NB(g) = .

Die Relationen, die sich durch @, Q und O ergeben, sind reflexiv: Es gilt f €
Of), f € Q(f) und f € O(f). Dies ist fiir o und w falsch: f ¢ o(f) und f &
w (f). Samtliche Relationen sind transitiv: aus f € O(g) und g € O(h) folgt f €
O(h), entsprechend fiir Q, 0, 0, w. Unter diesen Relationen ist nur ® symmetrisch:
aus f € O(g) folgt g € O(f). Insbesondere aufgrund dieser Symmetrieverletzung
ist die in der Literatur iibliche Bezeichnung f = ©(g), also Gleichheitszeichen statt
Element, mit Vorsicht zu gebrauchen.

Fiir alle Basen a, b > 1 gilt

log,(n) € B(log,(n))

Wir kénnen also Klassen wie @(logn) definieren, ohne die Basis zu spezifizieren.
Weiterhin gilt noch die Beziehung:

logk(n) € o(log"** (n)) < o(n)
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Eine Funktion f: N — C heif3t polynomiell beschréinkt, wenn f € ©(n*) fiir ein
k > 0 gilt. Wir reden etwa von einem polynomiellen Algorithmus, wenn die Laufzeit
polynomiell beschrankt ist. Haufig wird der Term effizient als Synonym hierfiir be-
nutzt. Diese Klasse von Algorithmen ist robust in dem Sinne, dass die Definition poly-
nomieller Algorithmen weitgehend unabhingig vom Maschinenmodell (beziehungs-
weise von Implementationsdetails) ist.

Um asymptotisch gleiches Wachstum von Funktionen f, g: N — C auszudriicken,
verwendet man die Bezeichnung f ~ g. Sie ist definiert durch die folgende Aquiva-
lenz:

fn)

~g e lim=—— =1
f~g Pl

Damit gilt zwar (731) € 0(n3), aber (731) + m3. Es gilt jedoch (’;) ~ %3. Allgemeiner

konnen wir fiir k > 0 festhalten (’Z) ~ "7],( Wir werden die Asymptotik nur auf Funk-
tionen anwenden, die fast niemals den Wert Null annehmen, und vermeiden so hier
die Diskussion, ob 0 ~ O gilt.



B Losungen der Aufgaben

Zu Kapitel 1

1.1. Es kommt gar nicht darauf an, dass p eine Primzahl ist. Wir benutzen nur, dass p
keine Potenz von 10 ist, denn aus log;o(p) = /s folgt log,,(p*) = v und damit
ps =10".

1.2. (a) Euklidischer Algorithmus:

56=2-35-14, d.h.14=2-35-56
35=2.14+7, dh 7=35-2-14
14=2.7, d.h. 7 =ggT(35,56)

Einsetzen der ersten Gleichung in die zweite liefert 7 = 35 -2 - (2 - 35 - 56) =
-3-35-(-2)-56,d.h.x =-3, y = -2.

1.2.(b)

7=—3-35+5—76-35—3—75-56+2-56

56 35
—(7‘3)'35‘(7‘2)'56
=5-35-3-56, dh.x=5,y=3

1.3. Die Losungen der beiden separaten Kongruenzen 3x = 0 mod 13 und -7y =
11 mod 13 ergeben durch Addition auf alle Fille Losungen der Kongruenz 3x —
7y = 11 mod 13. Sei xg = 0 eine spezielle Lésung von 3x = 0 mod 13 und
Yo = 4 eine spezielle Lésung von —7y = 11 mod 13. Damit erhalten wir in 3x¢ —
7y eine zur Aufspaltung 11 = 0 + 11 gehorige spezielle Losung der urspriinglichen
Kongruenz. Die zu X, Vo gehorige allgemeine Losung der urspriinglichen Kongruenz
hat dann die Gestalt

3x0 —7y0 + 13t =3(xg+u) - 7(y0 + v)

wobei 3u = 7v mod 13 gelten muss. Fiir u = 1 ergibt sich3 = 7 - 6 mod 13, also
3s =7-6-s mod 13 mit beliebigem s € Z. Fiir die allgemeine Losung erhalten wir
alsox =5,y =4+6s,also03s —7(4+6s) =11 mod 13 fiiralles € 7.

1.4. Jeder gemeinsame Teiler von a + b und a — b teilt auch 2a und 2b. Die Behaup-
tung folgt nun aus ggT(2a, 2b) = 2.

1.5.(a) Sein = Zﬁzo ax 10k, Dann ist die Quersumme g (n) = Zﬁzo ag. Wegen 10 =
1 mod 3 folgt n = q(n) mod 3. Dies beweist die Dreierregel zur Division.

1.5. (b) Sei wieder n = Zizo ax10%. Dannist 10¥ = (—1)* mod 11. Es folgt die Elfer-
regel zur Division: n = Zﬁzo(— 1)ka) mod 11. Ein Zahl ist also genau dann durch 11
teilbar, wenn ihre alternierende Quersumme durch 11 teilbar ist.
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1.6. =: Sei n zusammengesetzt, n = pq mit 1 < p,q < n. Dann ist p Teiler von
(n — 1)!, aber nicht von —1, da p kein Inverses in (Z/nZ)* besitzt.

<: (n — 1)!ist das Produkt der Zahlen in M = {2,...,n — 1}. Ist n prim, so sind
alle Elemente in M modulo n invertierbar und nur fiir x € M mit x = n — 1 gilt
x = x~! mod n. Fasse die Elemente aus M \ {nn — 1} durch Umordnung paarweise
mit ihren Inversen modulo n zusammen. Das Produkt iiber diese Zahlen ist damit 1
modulo . Daherist (n —1)!=n—-1= -1 mod n.

1.7. n* + 4" ist niemals 2, also kénnen wir annehmen, dass n = 2k + 1 ungerade
ist mit k > 1. Setze x = nund y = 2%, dann ist n* + 4" = x* + 4y4, denn
4y4 = 4. 24k = 42k+1 gchlieflich ergibt sich: x* + 4% = (x2 +2y2)2 —4x2y2 =
(x? +2y%2 +2xy)(x? +2y? — 2x). Sind jetzt x, v € Nmit y > 1, so gilt x> +
292 +2xy = x2 +2y% - 2xy = (x — y)? + y? = 4. Insbesondere ist ist x* + 4%
keine Primzahl.

1.8.(a) Angenommen n = pq mit p,q > 1. Betrachte die Identitat

q-1
x1-yi=(x-y) > xtyr !t (B.1)

i=0
mit x = 2” und y = 1. Primzahlen der Form 2" — 1 bezeichnet man als Mersenne-
Primzahlen (nach Marin Mersenne, 1588-1648).
1.8. (b) Angenommen #n = ¥2™ mit+ > 1 ungerade. Dann gilt 272" + 1 = (22™)" —
(—1)". Aus Gleichung (B.1) mit x = 22",y = —1 und q = v ergibt sich wieder eine
nichttriviale Faktorisierung. Primzahlen der Form 2" + 1 bezeichnet man als Fermat-
Primzahlen.

1.8. (c) Sei ohne Einschriankung 1 < m < n.Seid € Ny mitd | f,, und d | f». Es gilt

fn - 2 _ 22" - ]. _ om on-m_] om on-m_»o
= e = @) (22") + 1
Damit ist fi, | (fn — 2) und folglich d | (f,, —2). Wegen d | f), folgt also d | 2. Aber es
istd + 2, da f), und f), beide ungerade sind. Da die Zahlen f,, paarweise teilerfremd
sind und jedes f;, mindestens einen Primteiler hat, muss die Folge der Primzahlen
unendlich sein.

1.9. Die Losung lautet 111: Die beiden Forderungen x = 1 mod 2 und x = 0 mod 3
sind dquivalent mit x = 3 mod 6. Nehmen wir die dritte Gleichung hinzu, so muss
3 + 6k = 1 mod 5 gelten. Daraus folgt k = 3 mod 5 sowie x € 21 + 304 fiir ein
£ € N.Dieletzte Gleichung verlangt 21 +30¢ = 6 mod 7, also 2¢ = 6 mod 7. Dies ist
dqivalent mit £ = 3 mod 7. Wir erhalten die eindeutige Losung x = 21+30-3 = 111.
Sie ist die einzige positive Losung im Bereich bis kgV{2,3,5,7} = 210.

1.10. Sei x( eine Losung des gegebenen Systems. Dann gilt xo—a = ¥rnund xo—b =
smund folglicha—-b = (xg—b) — (xo—a) = sm—rn.Wirsetzend = ggT (n, m).
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Die Linearkombination sm — v n ist ein Vielfaches von d. Also gilt d | (a — b). Sei
umgekehrt d | (a — b). Dann gilt a — b = kd. Ferner gibt es eine Darstellung d =
nx + my. Folglich ist a — knx = b + kmy = Xx( eine Losung des Systems. Sei
t = kgV (n,m). Dann gilt dt = nm. Ferner gibtes v, w € Zmitn = vd, m = wd.
Folglichist t = vwd. Sei nun x( eine Losung des gegebenen Systems. Dann gilt xo =
a mod vd und xg = b mod wd. Wegen t = vwd sind damit die Kongruenzen
xo+kt =a mod vdund x¢ + kt = b mod wd fiir beliebige k € 7 erfiillt; d. h., x¢
ist eindeutig modulo t = kgV (n, m).

1.11. (a) Nach dem kleinen Satz von Fermat gilt n> = n mod 2, n° = n mod 3 und
n° = n mod 5. Mit dem Chinesischen Restsatz folgt n°> = n mod 30.

1.11. (b) Es gilt

gntenie2nid — 0= 21 mod 3 (B.2)
gntenienid — 1 = 21 mod 4 (B.3)
gntenie2ned — 1 = 21 mod 5 (B.4)

Hierbei gilt (B.2), da die linke Seite fiir alle n € N durch 3 teilbar ist. Die Gleichung
(B.3) ist wahr, da fiir die Basis 3 = —1 mod 4 gilt und der Exponent fiir alle n € N
gerade ist. Da ggT(3,5) = 1 gilt, folgt (B.4) aus dem kleinen Satz von Fermat, denn
fiir den Exponenten gilt n* + n? + 21 + 4 = 0 mod 4. Diese Kongruenz rechnet man
leicht fiir alle n € {—1,0,1, 2} nach. Die Behauptung folgt nun aus dem Chinesi-
schen Restsatz.

1.11.(c) Mit 64 = 7 mod 57 ergibt sich 72 + 827+l = 49 . 7" 1 8 . (82)" = 49 .
7"+ 8-(64)"=49-7"+8-7"=57-7" =0 mod 57.

1.12. Aus ggT(a, p) = 1 folgt mit dem kleinen Satz von Fermat, dass a?~! = 1 mod
p.Dap — 1 = 2k gerade ist, folgt aus ggT(a,4) = 1 mit dem Satz von Euler a?~! =
a?* = (@®@W)k = 1¥ = 1 mod 4. Wegen ggT (4, p) = 1 ergibt sich die Behauptung
nun mit dem Chinesischen Restsatz.

113.(a) [(Z/512)*| = (51) = p(3)@(17) =2 - 16 = 32.

1.13.(b) Es gilt (51) =32 =3-11 — 1.Damitgilt 3 - 11 = 1 mod 32 und es ergibt
sich der geheime Schliissel s = 3.

113.(c)73=49-7=-2-7=-14=37mod 51,d.h. x = 37.

1.13. (d) Nach dem Satz von Lagrange 1.22 teilt die Ordnung eines Elements die Grup-
penordnung; da 10 kein Teiler von 32 ist, gibt es keine Elemente der Ordnung 10.

1.13. (e) Sowohl in (Z/37)* als auch in (Z/177Z)* haben alle Elemente a die Eigen-
schaft al® = 1. Nach dem Chinesischen Restsatz haben auch in (Z/517)* alle Ele-
mente diese Eigenschaft. Insbesondere gibt es keine Elemente der Ordnung 32. Also
ist (Z/5127)* nicht zyklisch.
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1.14. Wider Erwarten hat der Haushaltsausschuss diesmal richtig gelegen. Es kommt
nach dem chinesischen Restsatz und bis auf Symmetrie in p und q nur darauf an,
dass immer x%° = x mod p gilt. Dies ist schon erfiillt, wenn es = 1 mod k fiir
ein Vielfaches k € (p — 1)Z gilt. Nach Auflésung der Symmetrie reicht uns k €
kgV(p — 1,9 — 1)Z.Fiirp = 7und q = 19 mit e = 5 hétte der Haushaltsausschuss
s = 11 statt s = 65 empfohlen.

1.15.(a) Es gilt d(c(x)) = (x* mod n)S mod n = x% = x1**¥-1 = x mod p fiir
k € N. Analog zeigt man d(c(x)) = x mod q und d(c(x)) = x mod v. Mit dem
Chinesischen Restsatz folgt d(c(x)) = x mod n. Mit x € {0,...,n — 1} erhalten
wir schliefilich d(c(x)) = x.

1.15.(b) Es gilt »(66) = 20und 1 = 21 = 3 - 7 = 3 - 27 mod 20. Dies liefert den
Enschliisselungsexponenten s = 3. Es folgt 143 = 03 = 0 mod 2, 143 = (-1)3 =
-1 =2 mod3und 143 = 33 = 27 = 5 mod 11. Mit dem chinesischen Restsatz
erhalten wir x = 38.

1.16. Da Oskar die teilerfremden Zahlen e; und e, kennt, kann er mit Hilfe des eu-
Kklidischen Algorithmus Zahlen a,b € Z mit ae; + be, = 1 berechnen. Mit ihnen
und den verschliisselten Nachrichten m°* mod n und m® mod n erhilt er (m®é )4 -
(me2)b = maer+bez =y mod n.

1.17. Wenn zwei der Zahlen n, 1y, 13 nicht teilerfremd sind, kann Oskar deren grof3-
ten gemeinsamen Teiler berechnen und erhalt damit eine Faktorisierung. Nehmen
wir also an, dass 11, np und nj teilerfremd sind. Dann kann aus den verschliis-
selten Nachrichten m3 mod »; mit Hilfe des chinesischen Restsatzes eine Zahl x €
{1,...,11 - N2 - n3} mit x = m3 mod n; - n» - n3 bestimmt werden. Da m < n;
ist, folgt m3 < ny - np - n3 und somit x = m3. Also kann die Nachricht m = ¥/x
durch Wurzelziehen bestimmt werden.

1.18. Aus Satz 1.19 folgt a®®) + pP@ = g®® = 1 mod b. Analog gilt a®?) +
b®@ = 1 mod a. Da a und b teilerfremd sind, impliziert der chinesische Restsatz
a®® 4 p®@ =1 mod ab.

1.19.(@) Esist F, = F3 — F»,...,Fy_1 = Fyp41 — Fy. Aufsummieren ergibt Fy + - - - +
Fn = Fn+2 - F2 = Fn+2 - 1.

1.19.(b) Fiirn = 0 gilt S%_oFZ = F; =0-0=0=0-1 = FoFy. Fiir n > 0 ergibt
sich Sp_o Ff = S¢2g F2 + F2 = Fy_1Fn + F2 = Fn(Fu_1 + Fy) = FnFns1.

1.19. (c¢) Fiir k = 1 ist dies trivial. Sei daher k > 1. Dann gilt:
FyFni1 + Fx-1Fn = (Fx—1 + Fx-2)Fns1 + Fe-1Fn
= Fx-1Fn+1 + Fx—2Fn+1 + Fx-1Fy
= Fx-1(Fn+1 + Fn) + Fx—2Fn+1
= Fx-1Fn+2 + Fx—2Fn+1

=Fn+1)+k-1) = Fnyk
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1.19. (d) 1. Mit Induktion: Esist FoFo — FZ = —1 und fiir n > 1 gilt:

Fni1Fn_1 —F2 = (Fy + Fy_1)Fy_1 — F2
= FpFn1 +F> | —F2
= Fy(Fy_1 — Fp) + F2_4
= —FyFp 2 +F>_,

=

-t = (="

n
2. Matrixbeweis: Nach Gleichung (1.4) gilt (F}};l Er ) = ((1) %) . Die Determinante
von ( (1) } ) ist —1, also ist die Determinante der rechten Seite gerade (—1)". Die Deter-

minante der linken Matrix ist F; 41 Fn-1 — F,%. Dies zeigt die Behauptung.

1.20.(a) Da f? die identische Abbildung ist, ist f eine Bijektion. Angenommen
fi(m) = fi(m) fiireinl <i < j < p.Dann gilt f4(m) = mfiirq =j—i < p.
Es folgt f28T(r.@) (m) = m und dann f(m) = m, denn ggT(p,q) = 1. Wegen
fm) = mist f¥(m) = mfiiralle k € N.

1.20. (b) Die Relation m ~ n, falls fi(m) = f7(n) fiir gewisse i, j € N, ist eine Aqui-
valenzrelation. Nach Aufgabe 1.20. (a) hat die Klasse von einem m € M \ F genau p
Elemente. Die Anzahl der Nicht-Fixpunkte ist also durch p teilbar.

1.21. (a) Wir fiihren den Beweis induktiv nach n: Fir n € {1, 2} ist die Gleichung
jeweils erfiillt. Weiterhin gilt:

v
Lyi2 =Lys1 + Ly = (Fug2 + Fy) + (Fpg1 + Fu-1)
= (Fny2 + Fuy1) + (Fn + Fpo1) = Fuy3 + Fa1

1.21.(b) Es gilt £; = {D}, denn 1 folgt nach 1 modulo 1. Die Menge £ besteht aus
den drei Teilmengen @, {1} und {2}. Seialso n > 3. Rechnen wir nicht modulo n, so
ist die Anzahl der entsprechenden Teilmengen von {1,...,n} gerade die Anzahl Wor-
ter iiber den Buchstaben a, b, in denen keine zwei a’s hintereinander stehen. Nach
Beispiel 1.25 gibt es hiervon Fy,.» Worter. Angenommen, wir rechnen jetzt modulo #.
Die Anzahl der Teilmengen M € L, mit 1 ¢ M ist daher F, 1, denn die Einschran-
kung, dass 1 der Nachfolger von 7 ist, kommt nicht zur Geltung. Betrachte jetzt die
Teilmengen M € £, mit 1 € M. Dann kdnnen die Positionen 2 und n nicht besetzt
werden. Ferner ist 2 < n. Also ist die Anzahl solcher M (erneut nach Beispiel 1.25)
gerade F,,_1. Die Behauptung folgt aus Aufgabe 1.21. (a).

1.21.(c) Sei f : L, — L, definiert durch f(M) = {i+1modn | i€ M}. Dann
gilt fP(M) = M fiir alle M € L,. Der einzige Fixpunkt von f ist M = <. Nach
Aufgabe 1.20. ist daher | £, | = 1 mod p.

1.22. Fy = O und F; = 1 zusammen mit Gleichung (1.2) definiert die Zahlen F,, € [
fiir alle n € Z. Wihle g € K mit g2 = 5. Dann ist g eine Lésung der quadratischen
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Gleichung x? — 5; und es gilt x> — 5 = (x — q) (x + q) fiir alle x € F. Daher ist q bis
auf das Vorzeichen eindeutig definiert. Wir schreiben g = /5 und setzen @ = #
sowie Q = I_Tﬁ Dies ist mdglich, denn 2 ist invertierbar. Ferner gilt ¢ — ® # 0,da5
invertierbar ist. Der Beweis von Gleichung (1.3) aus Abschnitt 1.11 kann nun wortlich
iibernommen werden.

In Z/117 gilt F1p = 0 nach Gleichung (1.3) und dem kleinen Satz von Fermat.
AufBerdem gilt 42 = 16 = 5mod 11 sowie 2~} = 6 mod 11. Mit @ = -3 und @ = 4
ist dgr goldenen Schnitt —3 oder 4. Nach dem kleinen Satz von Fermat gilt nun F» =

2_452 ~
"’(pfg =p+P=1.

1.23.(a) Zunichst sei /5 ein neues Symbol. Wir setzen F = Fp X Fp und schreiben
ein Paar (a, b) € F als Summe a + b+/5. Wir addieren komponentenweise und mul-
tiplizieren durch (a + b+/5) (¢ + d+/5) = ac + 5bd + (ad + bc)+/5. Assoziativ- und
Distributivgesetze konnen direkt verifiziert werden. Wir konnen 7Z/pZ in F vermoge
a — a + 0+/5 einbetten und sehen auch, dass J52 = 0++/52=5+0/5=5
gilt. In F ist 5 also ein Quadrat. Hierfiir wird weder benétigt, dass p eine Primzahl ist
noch dass 5 kein Quadrat in Z/pZ ist. Wir benotigen diese Eigenschaften, um zu zei-
gen, dass [F ein Korper ist. Zunichst sind alle Elemente (a, 0) und (0, a) invertierbar,
sofern a + 0 gilt, da p eine Primzahl ungleich 5 ist. Es reicht daher, ein Inverses zu
1+ b+/5 zu finden. Nach der binomischen Formel gilt (1 + b~/5)(1 —b+/5) = 1 —5b2.
Da 5 kein Quadrat ist, ist dies ein von Null verschiedenes Element ¢ € [,. Das Inverse
zu 1 + b+/5 erhalten wir nun durch (1 — b/5)c 1.

1.23.(b) Es gilt V5% = 57 = 5 & [ nach dem Kkleinen Satz von Fermat. Also ist /5"
€ Fein Element, dessen Quadrat 5 ist. Hieraus folgt /5" = ++/5, denn g2 = 5istin F
dquivalent mit (q — v/5)(q + +/5) = 0. Der Binomialsatz (1 + y)? = >}_, (’,Z)yp‘k
kann sehr leicht mit Induktion im Vorgriff auf Satz 4.3 bewiesen werden. Alle Bi-
nomialkoeffienten (i) sind fiir 1 < k < p kongruent O modulo p, denn die Prim-

zahl p kann bei (Z) = k!(;’lk)! = p(pfl)”k'!(p*k“) nicht gekiirzt werden. Wir erhalten

(1++/5)7 =1++/5"und (1 -+/5)? =1 - /5. Hieraus folgt die Behauptung, da
nach dem kleinen Fermat 27 = 2 gilt.

1.24. Fiir p = 2 und p = 5 tliberpriifen wir die Behauptung direkt. Sei also 2 = p
+ 5. Mit [, bezeichnen wir den Kérper Z/pZ und setzen F = [, falls 5 ein Quadrat
ist in F,,. Ansonsten adjungieren wir /5 und betrachten F = F,(/5) entsprechend
Auggabe 1.23.. Wir verwenden mehrfach den kleinen Satz von Fermat und setzen ¢ =
145
>

1. Herleitung: Nach Aufgabe 1.22. konnen wir Gleichung (1.3) benutzen, und Auf-
gabe 1.23. (b) zeigt {@?, P?} = {@, $}. Wir unterscheiden zwei Fille. Im ersten Fall
gelte p? = @, also auch @? = @. (Dies ist insbesondere der Fall, wenn 5 ein Quadrat
in Fp ist.) Es folgt @71 = @P~! = 1, also Fp—; = Ound F, = 1. Damit ist dann auch
Fpi1=1.
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Im zweiten Fall gilt ” = @. (Inshesondere ist 5 kein Quadrat in [F,.) Dann gilt
auch ¢? = @.Esfolgt F, = —1. Wegen @ - @ = —1 ist ferner Fy.+; = 0 und damit
Fpo1=1.

Sind wir also in einem Fall F,,_1 = 1, wie etwa bei p = 7 mit Fg = 8 oder p = 13
mit F1o = 144, so kénnen wir schlieflen, dass 5 kein Quadrat in F, ist. (Tatsdchlich
gilt F,—1 = 1 mod p genau dann, wenn 5 kein Quadrat in [F,, ist; und V5P = —/5ist
dquivalent mit F,_; = 1.)

2. Matrixbeweis: Wir benutzen Kenntnisse der linearen Algebra. Die Spur der Ma-

trix ( Ffé: Fl;il ) ist die Summe der Diagonalelemente F, 1 +Fp—_1. Nach Gleichung (1.4)
01

reicht es, die Spur von ( i 1) als 1 € [F nachzuweisen. Hierfiir diagonalisieren wir

( 01 ) Die Eigenwerte dieser Matrix berechnen sich aus der Losung des linearen Glei-

chungssystems Ax = y und Ay = x + . Die Eigenwerte sind also gerade = “Tﬁ

und @ = 1_2—J§ Es gilt @ # @ und die Matrix ((1’ 1 ) kann iiber F durch ((g (% ) diago-
nalisiert werden. Wir erhalten <(g (% ) = (‘%ﬂ qu ) Die Exponentation mit p liefert
nach Aufgabe 1.23. (b) nun {@?, ®?} = {@, P}. Da die Spur einer Matrix nicht von

der gewihlten Basis abhingt, folgt die Behauptung wegen @ + @ = 1.

1.25. Der euklidische Algorithmus berechnet auf eine Eingabe £,k mit £ > k > 0
wie {iblich eine Folge qn,dn-1,...,4q1,0 mit€ = gn, k = gn_1 und q1 = ggT (L, k).
Setzen wir g; = |qil, so gelten gop = 0, g1 = 1 und gm+1 = gm + 2gm-1 fiir 1 <
m < n. Die quadratische Gleichung x2 = 1 + 2x hat die Losungen x = /2 + 1. Wie
in Abschnitt 1.12 erhalten wir hieraus g, < ((+/2 + 1)™ + (1 — /2)™) /2. Dies liefert
die Behauptung.

Zu Kapitel 2

21.(@) Firn = 0gilt (1 +x)° =1 = 1+ Ox. Sei jetzt n > 0. Mit Induktion gilt
1+x)"=0+x)1+x)"1>10+x)1+n-1x)
=l+nx+m-1)x%2=1+nx.

2.1.(b) Aus eX > 1 + x folgt x = e®X > 1 + In x. Wir zeigen X = 1 + x.

1. Reihendarstellung: Es ist eX = >, .o x"/nl Zu zeigen ist > ,., x"/n! > 0.
Nun ist x"/n! = —x"*1/(n + 1)! fiir gerade n dquivalent mit n + 1 > —x. Insbe-
sondere gilt die Behauptung fiir —1 < x, indem wir immer zwei Summanden zusam-
menfassen. Also ist eX/™ > 0 fiir alle x, wenn nur m grof3 genug ist. Deshalb ist
eX = (eX/™)™M > Q fiir alle x. Schlieflich ist 1 + x < O fiir x < —1. Damit gilt die
Behauptung fiir alle x € R.

2. Kurvendiskussion: Die Funktion f(x) = eX — x — 1 hat ein Minimum bei x = 0
(die Ableitung e* — 1 wird nur dort Null). Ferner geht f (x) gegen Unendlich fiir x —
+00, Da x = 0 eine Nullstelle von f ist, ist dies also die einzige Nullstelle, und sonst
gilt f(x) > 0. Damit ist die Ungleichung gezeigt.
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2.1.(c) Fiir —x < n # 0 stehen auf beiden Seiten nicht negative Zahlen. Die Behaup-
tung folgt, indem wir auf beiden Seiten der Ungleichung die n-te Wurzel ziehen und
danach in Aufgabe 2.1. (b) einsetzen.

2.1. (d) Wir betrachten die Funktion f (x) = In(x + 1) — 1. Diese hat eine Nullstelle
bei x = 0. Ferner nimmt f dort auch ihr Minimum an, denn die Ableitung f'(x) =

ﬁ - ﬁ = ci1? ist positiv fiir x > 0 und negativ fiir x < 0.

2.2. Wir kdnnen 77 sortieren, indem wir nacheinander Situationen mit b ;) > D (i+1)
betrachten und dann by ;) und b (i+1) vertauschen. Es reicht zu zeigen, dass S (1)
bei einer solchen Vertauschung nicht abnimmt. Dies ist eine rein lokale Situation,
daher diirfen wir n = 2 annehmen. Sei also a; < a; und b; < b». Zu vergleichen
sind die Summen S = a1b; + axb, und S’ = a1 by + axb;. Die Differenz S — S’ ist
nicht negativ wegen a, b, + a>b> — a1b, — a>b, = a,(b; — by) + a»(b, — by) =
(az —ay) (b2 — by).

2.3. Es gilt

= n > n =mina
= 1= <wn - — = i J
2ia; 1™ Y (minjaj)-! J

und

— n — n
Q= \/” Yt a; < \/” 'Y (max;a)? = mjaxaj

Als Néachstes zeigen wir G < A. Der Beweis ist mit Induktion. Fiir n = 1 ist die Unglei-
chung erfiillt. Sei nun n > 1. Sind alle a; gleich, so gilt auch G = A. Andernfalls kdn-
nen wir ohne Einschrankung annehmen, dass a; > A und a; < A. Nun setzen wir
y =ai+ar—A.Dannist (n—-1)A = y+as+- - - +a, und somit ist A auch das arith-
metische Mittel von y, as,...ay.Fernergilt yA—aiar = a1A+arA—-A2 —aqa; =
(a1 —A)(A—ay) > 0. Also folgt mit Induktion A" = A- A" 1 >A.y.a3---a, =
ai---an.ZuH < G:EsgiltH = n/ X a7 = [[} a;/(n™ 1 X1 [Tz a). Im
Nenner steht hier also ein arithmetisches Mittel. Nach dem eben gezeigten ist dies
grofier oder gleich dem geometrischen Mittel:
n?ﬂ aj _ H?=1 aj

H< =
U Meias (e a)"

Zu A < Q: Wir verwenden wieder G < A und erhalten

S a /T d = S vA - (a T a)
i=1 i=1

n 2
1 as
D=t = 2):1
i=1 (211 2 21:1 aj;

Durch Multiplikation mit /> 1" af / /7 ergibt sich die gewiinschte Ungleichung.
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2.4, Sei s > 1. Die Funktion x - XL ist monoton fallend fiir x > 0. Damit ist
% < fii_l %dx und es gilt also > ;. l% <1+ %dx < o.Seinun s = 1
und k > 1, d.h., wir betrachten die harmonische Reihe. Dann ist Z%izk—l ait =
S e, 2% = 1/2.Fiirallen > 1istalso 2, 1>my2.

2.5. Wir zeigen nlnn — n < nt(n) < nlnn + n. Jede Zahl k wird in der Summe
> | t(i) genau bei den Zahlen k, 2k, ..., | 7 |k einmal als Teiler gezahit. Daraus folgt
ntn) =>¢ 4l 7 . Hierfiir erhalten wir schliefSlich die Abschatzungen

ldx) <n+nlnn
X

,_
=3
—
M=
=3
IA
S
M=
=
IA
S
—
—
+
»—‘%}:

2.6. Nach Gleichung (2.9) gilt T(n) < 103g?n fiir fast alle n. Damit muss sogar der
mittlere Abstand zwischen Primzahlen wachsen. Eine elementare Lésung der Aufga-
be kannte schon Euklid: Die n — 1 Zahlen n! + 2, n! + 3, ..., ! + n sind alle zusam-
mengesetzt, da n! + i fiir 1 < i < n durch i teilbar ist. Wenn p; die gréfite Primzahl

ist mit p; < n! + 2, dann folgt p;+1 > n! + nund damit p;4+1 — p; > n.

2.7.(a) Aus m/logm < tr(m) folgt mit m = p,, dass p,, < nlogp, gilt (da
1 (pn) = n). Fiir p,, < 2nlog n ist diese Ungleichung erfiillt.

2.7. (b) Fiir jede gentigend grof3e Zahl m gilt 11 (1) < 3m/ log m nach Gleichung (2.9).
Mit m = p, ergibt sich p,, > %n log px. Aus p,, = n folgt daraus die Behauptung.

2.7.(c) Elementare Losung: Angenommen, die Reihe konvergiert. Dann gilt > ;. %
< % fiir einen geniigend groflen Index k. Fiir n € N sei M,, die Menge der Zahlen
aus {1,...,n}, deren Primteiler alle kleiner als py sind. Jede Zahl x € M,, lasst sich
eindeutig als Produkt x = 752 schreiben, wobei + quadratfrei ist. Fiir 7 gibt es nur
konstant viele Moglichkeiten und fiir s gilt s < ./n. Damit ist |M,| € O(,/n). Fiir
jedes i > 1 ist die Anzahl der Zahlen aus {1, ..., n}, die durch p; teilbar sind, kleiner
oder gleich n/p;, denn nur jede p;-te Zahl ist durch p; teilbar. Hieraus folgt
n < Z£+O(ﬁ)sg+0(ﬁ)
i~k F't

Dies ein Widerspruch.

Losung mittels Primzahldichte: Mit p bezeichnen wir Primzahlen. Nach Satz 2.6
liegen zwischen 1 und 27 bereits ©®(n/log n) Primzahlen. Daher ist 3"k <, <ok+1 % e
®(1/k) und damit

S L conogk)
p<2k

Es folgt >, % € O(loglogn).
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Zu Kapitel 3

3.1. Es gibt 210 = 1024 Schussfolgen, die alle gleich wahrscheinlich sind. Hiervon ist
eine Folge dabei, bei der er nie trifft. Bei zehn Folgen landet er genau einen Treffer und

bei (12()) = 45 Folgen sind es genau zwei. Also verbleiben 1024 — 56 = 968 Schussfol-

gen mit mindestens drei Treffern. Die Wahrscheinlichkeit ergibt sich zu Jo8 _ 12

1024 128>
dies sind nach kaufmannischer Rundung 95%.

3.2.(a) Es gibt insgesamt 24 = 16 verschiedene Moglichkeiten welchen Geschlechts
die vier Kinder sein konnen — von vier Jungen (jjjj) bis vier Mddchen (mmmm).
Damit gibt es vier verschiedene Moglichkeiten (das erstgeborene Kind ist ein Mad-
chen (myjjj), das zweitgeborene ist ein Mddchen (jmjj) usw.). Wir erhalten insge-
samt: i

P in Madchen] =4 - — = —

r[genau ein Mddchen] 16-2

3.2.(b) Wenn die ersten beiden Geschlechter feststehen, gibt es fiir das dritte und
vierte Kind genau vier Moglichkeiten, es ist deshalb

Pr[erstes und zweites Kind ein Junge] = i

3.2.(c) Die Wahrscheinlichkeit, dass genau zwei Kinder méannlich sind, ist 1—66 (es ist
(3) = 6), die Wahrscheinlichkeit, dass genau drei Kinder mannlich sind, betréagt 14—6
(es ist (3) = 4) und die Wahrscheinlichkeit, dass genau vier Kinder ménnlich sind,
ist %6. Insgesamt erhalten wir

. J— . . 6 4 1 11
Pr[mindestens zwei Kinder ménnlich] = 16 + 16 + 616

3.2.(d)

Pr[alle Kinder weiblich] = 1_16

3.3. Wir nehmen an, dass Alice a wahlt und Bob b. Die Anzahl der Paare (a,b)
mit a = b ist m. Wir zdhlen jetzt zundchst die Paare mit |a — b| < nunda < b < n.
Deren Anzahl ist Z?;ll j= w Die Anzahl der Paare mit |[a — b| < nunda < b
sowien + 1 < b < mistnun (m — n)n. Fiir a < b ergibt sich eine Machtigkeit von
20D 4 (m—n)n. Die Anzahl |{(a,b) | a,b € M und |a — b| < n}| errechnet sich

damit zu
nn-1)

2

Die Anzahl der Paare ist m2. Also ergibt sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit zu
1+2n  n’-n

m me *

m+2( +n(m—n))=m+2mn—n2—n
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3.4. Es sei Q (n) die mittlere Zahl der Vergleiche, wenn alle Positionen fiir das Pivot-
element gleich wahrscheinlich sind. Die Losung lautet Q (n) = 2(n + 1)H,, — 4n,
wobei H, die n-te harmonische Zahl ist.

Herleitung iiber Zufallsvariablen: Wir bezeichnen mit 7t eine Reihenfolge der Pi-
votelemente. Fiir i < j sei X;; die O-1-wertige Zufallsvariable mit X;;(7r) = ,,i wird
mit j verglichen“. Im Laufe von Quicksort werden i und j maximal einmal verglichen.
Damit ist

Qn)= >  E[Xi]
l<i<j<n
Es gilt X;;(77) = 1 genau dann, wenn eines der beiden Elemente i und j als ein frii-
hestes Pivot-Element im Interval [i, j] gezogen wird. Hieraus folgt E[X;;] = J_%,
also

2 n-1n-i 2
Q) = Z —i+1:izzld§d+l

n n
zzle_d:_zn_,’_zle_d

d=2 d=1 d
=-2n+2n+1)H, -2n=2(n+1)H, —

n-1
n—-d

:22
d:1d+1

Herleitung durch Rekursion: Wir benétigen n — 1 Vergleiche beim Pivotieren. Also
gilt Q(1) = O und fiirn > 2:

Qn)=m-1)+ Z Qli-1+Qn-1i)=m-1) +—ZQ(1—1)

i=1

SI'—*

Hieraus folgt nQ (n) =n(n-1) + 2 Z?: 1 Q(i — 1). Eine Subtraktion der jeweiligen
Seiten fiir n und n — 1 liefert:

nQn)-m-1)Qn-1)=2n-1)+2Qn-1)
Wir erhalten:

nQn)=2n-1)+2Qn-1)+n-1)Q(n-1)
=2n-1)+(n+1)Q(n-1)

Eine weitere Umformung ergibt nun:

Qn) 2n-1) +Q(n—1)_ 2(n-1) +2(n—2) +Q(n—2)

n+1 n(n+1) n T nn+1l) m-1)n n-1
< 2(k-1) S e 1) 4
T2 kkr1) (; k% )‘ZH”+n+1 :

k=1
3.5. Es sei Q (n) die durchschnittliche Anzahl an Vergleichen, um das k-te Element
in 71 zu finden. Dabei halten wir k fest, und wir bezeichnen mit i, j Werte mit 1 < i <

&=
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Jj < n.Im Laufe von Quickselect werden i und j (genau wie bei Quicksort) maximal
einmal verglichen. Damit ist
Q)= > E[X]
l<i<j<n

Falls i und j verglichen werden, ist i oder j aktuelles Pivotelement. Der Erwartungs-
wert E[X;;] hangt von der relativen Position von i und j zu k ab. Wir unterscheiden
drei Fille.

1. Fall: Fiir i < j < k gilt X;;(77) = 1 genau dann, wenn eines der beiden Elemente i
und j als ein frithestes Pivot-Element im Interval [i, k] gezogen wird. Hieraus folgt
E[Xij] = k——%+1; und damit ergibt sich:

2. ZE[XU]_ZZ 1+1 2Z<1_ﬁ)

1<i<k i<j<k 1<1<k 1<i<k
=2(k— Hy) <2(k—Ink)
2. Fall: Fiir k < i < j folgt vollkommen analog

> > ElXijjl=2n-k-Huyy) <2(n—k-In(n-k))

k<js=n k<i<j

3. Fall: Fiir i < k < j gilt jetzt E[X;;] =
ziertere Rechnung:

> 2 Exgl=2 3 X —l+1

7= +1 Damit ergibt sich eine etwas kompli-

1=<i<k k<j<n 1<i<k k<J<n
1
=2 ( + -+ —)
Z k—i+2 n-i+1
1<i<k

<2 Y (Inm-i+1)-In(k—1) = 2In{, "
- k-1
1<i<k
Addieren wir nun die drei Fille und benutzen ( k1—11) < 2", so ergibt sich die Behaup-
tung

k-1
Man kann aus den Rechnungen noch mehr herausholen. Ist k sehr nahe an n/2, so ist
die Abschitzung bis auf log-Terme genau. Wir erwdhnen ohne Beweis 2(1 +1n2)n €
Q(n) + O(logn).
3.6. Es gilt E[X] = Zﬁzl kPr[X = k] = n/H,, ~ n/Inn. Fiir die Varianz erhalten
wir

Q(n)<2n+21n< " )<2(1+ln2)n

Hn(n;l) -n’ n?
2 — 2 2 = ~
Var[X] = (kglk Pr(X = k]) n-/Hy, 2 In

Damit strebt die Standardabweichung gegen ﬁ
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Zu Kapitel 4

4.1.(a) Sei f € C“*B) Fiir jedes a € A definieren wir die Funktion g, mit g, (b) =
f(a,b).Die zu f gehorige Funktion f in (CB)4 ist dann definiert durch f (a) = ga.
Man sieht, dass die Zuordnung f — f injektiv ist, denn mit f(a, b) = (f(a))(b)
kann man die Funktion f rekonstruieren. Umgekehrt sei f € (CB)A, Dann definiert
man f € C“AB) durch f(a, b) = (f(a))(b). Also ist die Zuordnung surjektiv.

4.1.(b) Fiir f € CAYBsei f = (fl4, f|g) das Paar der beiden Einschrinkungen von f
auf A und B. Dannist f — f eine Bijektion von CAY® nach C* x CZ. Dabei lisst sich
aus einem Paar (f7, f>) die Funktion rekonstruieren, da A N B = @ gilt und man

somit
| filx) xeA
00 = {fz(X) x €B

als zu (f1, f») gehorige Funktion finden kann.

4.1. (c) Wir wollen einen Widerspruch erzeugen und gehen davon aus, dass f : A —
24 eine surjektive Abbildung ist. Dann betrachten wir die Menge B = {a € Ala ¢
f(a)}. Da f surjektiv ist, gibt es ein b € A mit f(b) = B. Wie man die Sache auch
dreht und wendet, es ergibt sich ein Widerspruch:

beB<ebef(b) b¢B

Die erste Aquivalenz ist die Definition von b, die zweite ergibt sich aus der Definition
von f.

4.2, Verteile 9 Stellen fiir die Zahlen auf die 10 Ziffern, wobei die Ziffer 0 immer ge-
troffen wird und keine Ziffer zweimal getroffen wird. Wir erhalten als gesuchte Zahl

(15—2!9)! —9!'=10!- 9! = 3265920.

4.3. (a) Es miissen 4 der 15 Frauen und unabhingig davon 4 der 12 Mdnner ausgewahlt
werden. Dafiir gibt es (145) (142) = 1365 - 495 = 675 675 Moglichkeiten.

43.()Esgibt (g) +('7) ('7) = 6435+6435-12 = 83 655 Moglichkeiten, dass ma-

ximal ein Mann dabei ist. Daher gibt es (15g12> — 83655 = 2136420 Moglichkeiten,
dass mindestens zwei Manner in der Kommission sind.

43.()Esgibt 3% ('7) (%) = 792-455+924-105+792 - 15+495 - 1 = 469755
Moglichkeiten, dass mindestens 5 Mdnner enthalten sind.

4.4, Es gibt 81 Worter der Lange 4 {iber dem Alphabet {b, s, w}. Jedem Wort ordnen
wir ein Muster zu, indem wir die Seiten im Uhrzeigersinn lesen. Worter bilden nur
dann das gleiche Muster, wenn die Worter zyklische Vertauschungen sind, aber nicht
jede der vier zyklischen Vertauschungen liefert ein neues Wort.

Die Worter, in denen nur jeweils ein Buchstabe vorkommt, entsprechen genau
den drei Mustern, bei denen alle Seiten gleich sind. Es gibt ebenfalls drei Muster,
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bei denen genau die gegeniiberliegenden Seiten gleich sind. Jedem dieser Muster
entsprechen zwei Worter. Es verbleiben 72 Worter, deren zyklische Vertauschung der
Buchstaben jeweils ein neues Wort ergibt. Also gibt es insgesamt 24 = 72/4 + 6/2 +
3 = 18 + 3 + 3 verschiedene Muster.

4.5.
n n n i
¥ () S (.):z(.)<—1>l=<1—1>n=o
. 1 . 15 - 15
i gerade i ungerade i
[ — | —
Anzahl Teilmengen mit Anzahl Teilmengen mit

gerade vielen Elementen  ungerade vielen Elementen

4.6. (a) Wir wollen von 7 weifien Objekten einen Teil rot farben und 7 Objekte blau
farben. Eine Vorgehensweise um eine solche Farbung zu erhalten, ist 11 Objekte blau
zu farben. Von den verbleibenden n — m Objekten farben wir einen Teil rot. Es gibt
(Z) - 2"~ Moglichkeiten, auf diese Weise eine geeignete Farbung zu erzeugen. Ei-
ne andere Vorgehensweise ist, einen Teil der weifien Objekte rot zu farben und m
der roten Objekte blau zu farben. Die Anzahl hierfiir ist > (7’;) (2) (Falls weniger
als m Objekte rot gefarbt wurden, liefert dies 0 Méglichkeiten, um 1 davon blau zu
farben.) Da beide Vorgehensweisen eindeutig eine giiltige Firbung erzeugen, gilt die
Behauptung.

4.6. (b) Zweimalige Anwendung des Binomialsatzes liefert

(I B HIO%

k k { k.t

Ableiten nach x und Einsetzen von x = 1 ergibt die Behauptung.

22072020520
= 2"% (:‘)21' =2"(2+1)" = 6"

4.6.(d) Um 27 + 1 Elemente aus der Menge M = {0,...,2m} auszuwihlen gibt
es (Zﬁf) Moglichkeiten. Wir kénnen diese Moglichkeiten auch auf eine alternative
Weise zdhlen. Zuerst wahlen wir das mittlere Element einer 27 + 1-elementigen Teil-
menge von M und nennen es m — k mit k € Z. Dann sind links bzw. rechts von m — k
noch jeweils genau m — k bzw. m + k Elemente in {0, ..., 2m} vorhanden. Also gibt
es (m; k) (m; k) Moglichkeiten jeweils  davon auszuwdhlen. Die Summe {iiber alle k
liefert nun die Gleichung.
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4.6.(e)

— ((i+1)m+1_1_im+1>
1

=m+DM™ - m+1)
Die letzte Gleichung ergibt sich aus einer Teleskopsumme, da sich Summanden in der
vorletzten Zeile wechselseitig aufheben. Ein bijektiver Beweis der Aussage ist auch
moglich; als kombinatorische Interpretation der beiden Seiten konnen dann die nicht-
konstanten Abbildungen von {1,...,m + 1} nach {1,...,n + 1} verwendet werden.

4.7.(a) Wir zeigen die Identitdt fiir n > —1, denn fiir n = —1 ist sie trivial, und
fiir n = 0 folgt sie wegen F; = (8) = 1.Seijetzt n > 1.

>("H- =

k<n

Index&ersch. Z (?’l—k—l)+ Z <'I’l—k—2>
1 k k

k<n- k<n-2
Indlgtion Fn 4 Fn—l _ Fn+1
4.7.(b) Sei M = ({1) und E die (2 x 2)-Einheitsmatrix. Wir erinnern uns, dass fiir
die n-te Potenz von M gilt M" = (“p-' [/n ). AuBerdem gilt M? = (}}), d.h. M? =
M + E. Mit dem Binomialsatz 4.3 erhalten wir die n-te Potenz M2" = (M + E)" =
> (':‘)M {, Insbesondere sind die oberen rechten Eintrége gleich und es folgt die Be-
hauptung.

4.7.(c) Seien M und E die Matrizen aus Teilaufgabe (4.7. (b)). Nun gilt M3 = (}3),
d.h. M3 = 2M + E. Damit erhalten wir M3" = QM + E)" = 3, (?>2iMi. Betrachten
der Eintrage der oberen rechten Ecken liefert die Behauptung.

4.7.(d) Seien M und E die Matrizen aus Teilaufgabe (4.7. (b)). Dort hatten wir uns be-

reits iiberzeugt, dass M2 = M + E gilt, also ist E = M2 — M. Damit gilt E = E" =
M? —M)" = 3 (’})(—M)f(Mz)”‘f = (’})(—1)1M2”‘1. Wir betrachten die
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rechten oberen Eintrdge und erhalten 0 = 3; (’;) (=1)/Fay—j. Nach einer Indexver-

schiebung mit j = n — i erhalten wir 0 = >; (?) (=1)""'F,.;. Nach Kiirzen mit

(=1)"2 ergibt sich die Behauptung.

4.8.Sei A c {1,...,n} eine Menge mit |A| = 3. Dann ist sum(A) genau dann gera-
de, wenn (i) A drei gerade Zahlen enthélt oder (ii) A zwei ungerade Zahlen und eine
gerade Zahl enthdlt. Die Menge {1,...,n} enthdlt genau |n/2] gerade Zahlen und
[1/2] ungerade Zahlen. Also gilt

G (n) = (lnS{ZJ> . [n/21<[”2/21)

4.9. (a) Wir betrachten eine Partition der Menge {1,...,7 + 1} in m + 1 Klassen. Die
Klasse, welche das Element n + 1 enthdlt, sei ausgezeichnet. Die restlichen Klassen
der Partition enthalten zusammen k Elemente. Es gibt (’Z) Moglichkeiten, diese aus

der Menge {1,...,n} zu wahlen, und fiir jede dieser M6glichkeiten gibt es {7’;} Mog-
lichkeiten diese k Elemente auf m Klassen zu verteilen.

4.9.(b) Sei 1T eine Permutation von {1,...,n} mit k Zykeln. Wir zeichnen einen die-
ser Zykel speziell aus. Fiir diese Auswahl gibt es k Moglichkeiten. Nun kodieren wir
die restlichen k — 1 Zykel in einen einzigen Zykel. Dafiir werden die k — 1 nicht mar-
kierten Zykel von 7T so angeordnet, dass deren kleinstes Element vorne steht. Dann
werden diese k — 1 Zykel absteigend nach ihrem kleinsten Element sortiert. Diese An-
ordnung bestimmt nun den zweiten zur Verfiigung stehenden Zykel. Dabei wird der
Beginn dieser Sortierung vom Element 7 + 1 bestimmt.

Beispiel: Wir wahlen n = 7 und ™ = (12)(537)(64) und markieren den Zykel
(12). Dann ergibt sich als Anordnung der Zykel (375) und (46). Da das kleinste Ele-
ment des ersten Zykels mit 3 Kkleiner ist als das kleinste des Zykels (46) mit 4 ergibt
sich der Zykel (846375). Der Beginn wird hier mit n + 1 = 8 kodiert, das Ende des
ersten Zykels (46) erkennt man, da die darauffolgende 3 kleiner ist als das kleinste
vorherige Element, diese jedoch die jeweils kleinsten Elemente des Zykels sind.

4.9.(c) Diese Aufgabe l4sst sich analog zu Teilaufgabe 4.9. (b) 16sen. Anstatt nur einen
der Zykel zu markieren, werden nun m von k Zykeln markiert. Es gibt (::l) Moglich-
keiten fiir diese Markierung. Die restlichen Zykel werden wie eben zusammen mit dem
Element n + 1 in den letzten zur Verfiigung stehenden Zykel kodiert.

4.10.(a) Die Schlimpfe kennen natiirlich alle Ausweisnummern aller hundert
Schliimpfe auswendig. Sie ordnen jeder Ausweisnummer zufallig eine eindeutige Zahl
aus dem Bereich 1 bis 100 zu. Diese Zuordnung pragen sich die Schliimpfe rasch ein.
Sie dndern ihren Namen auf diese Zahl und wenn sie irgendeinen Ausweis sehen,
kennen sie sofort den zugehorigen (neuen) Namen. Sie sind ndmlich wirklich ziem-
lich schlau.
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Wenn der Schlumpf mit dem Namen i den Schubladenraum betritt, tut er das Fol-
gende. Er beginnt die Suche nach seinem Ausweis in der Schublade i. Findet er dort
seinen Ausweis, so ist er fertig. Ansonsten findet er dort einen Ausweis zu dem der
Name j gehort. Als Nachstes schaut dieser Schlumpf dann in der Schublade j nach
seinem Ausweis. Findet er dort nicht seinen Ausweis, so erkennt er dennoch einen
Namen k, der zum Ausweis gehort. Also wendet er sich der Schublade k zu. Dieses
Verfahren wird solange wiederholt bis in 50 Schubladen geschaut wurde oder der
korrekte Ausweis gefunden wurde. Eine Zuordnung der Ausweise in die Schubladen
wurde vom Konig festgelegt, der hat natiirlich versucht, es den Schliimpfen schwer
zu machen. Aber er hatte keine Chance, denn die Zuordnung der Ausweise zu Namen
war zufillig. Es ist irrelevant, wie die Ausweise auf die Schubladen verteilt wurden.
Wir konnen uns vorstellen, dass die Zuordnung der Schubladennummern zu Namen
eine Zufallspermutation v der Menge {1,...,100} ist.

Der Schlumpf i wird mit diesem Verfahren mit Sicherheit dann seinen Ausweis
sehen, wenn i in einem Zykel von 7t mit Lange kleiner als 51 liegt. Damit sind die
Schliimpfe genau dann erfolgreich, falls es in 77 keinen Zykel der Lange grof3er als 50
gibt.

Wir setzen n = 100 und berechnen die Wahrscheinlichkeit, dass ein Zykel der
Lange grofler als n/2 bei einer Zufallspermutation auftritt. Gibt es einen solchen, so
ist er eindeutig bestimmt, denn es kann keine zwei verschiedenen Zykel dieser Lange
geben. Wir betrachten zuerst die Anzahl der Permutationen, die einen Zykel der Lan-
ge k fiir k > n/2 haben. Es gibt (',:) Moglichkeiten fiir die Tragermenge dieses Zykels.
Bei fester Tragermenge gibt es (k — 1)! verschiedene Zykel. Fiir jeden so gewdhlten Zy-
kel Z gibt es damit genau (7 —k)! Permutationen, die den Zykel Z enthalten, denn die
aufderhalb von Z liegenden n — k Elemente kénnen beliebig permutiert sein. Insge-
samt ergibt sich also die Wahrscheinlichkeit, einen Zykel mit mehr als 72/ 2 Elementen
zu finden, zu:

n
<]
n/2

Tatsdchlich liegt bei 100 Schliimpfen die Wahrscheinlichkeit, dass alle ihren Ausweis
finden bei etwa 31,2%. Fortes fortuna adiuvat: den Tiichtigen hilft das Gliick! So ka-
men die Schliimpfe wieder frei.

dt =In2 = 0,69

~ | =

i' s (Z)(k—l)!(n—k)!: >

Tk=%+1 k=%+1

&=

n
2

4.10. (b) Die hier vorgestellte Losung ist von Eugene Curtin und Max Warshauer [10].
Die Folge der Ausweise in den getffneten Schubladen legt den Ablauf des Spiels ein-
deutig fest. Sei ny, ..., n100 die Folge der Ausweise. Sei n;, = 1. Dann hat Schlumpf1
die Schubladen ny,...,n;, gedffnet. Sei j» = min({1,...,100} \ {n1,...,n,}).
Dann ist als Zweites der Schlumpf j» dran. Sei n;, = j». Der Schlumpf j, 6ffnet die
Schubladen n;, 11, ..., ni,. Als Drittes ist j3 = min({1,...,100} \ {n1,...,ni,})
dran, welcher die Schubladen n,+1,...,ni; mit n;;, = j3 6ffnet, und so fort. Dies
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definiert die Zykeldarstellung
n1,...,niy) Miy+1,...,Miy) * - - Mig+1,---,M100)

einer Permutation. Wenn der Kénig die Ausweise zufillig verteilt, dann ist hier jede
Permutation (unabhingig von der Strategie der Schliimpfe) gleich wahrscheinlich.
Die Schliimpfe kommen frei, wenn die Permutation keinen Zykel der Lange 51 oder
mehr enthdlt. Die Wahrscheinlichkeit hierfiir haben wir oben ausgerechnet. Sie ist
genau 1 — Hygo + Hs0 = 0,3118278 - - - . Die Schliimpfe kénnen also beim modifi-
zierten Spiel h6chstens mit dieser Wahrscheinlichkeit entkommen; damit kénnen sie
auch im urspriinglichen Spiel nicht mit einer h6heren Wahrscheinlichkeit frei kom-
men. Genauer zeigt dies, dass die in der Losung von Aufgabe 4.10. (a) erlduterte Stra-
tegie optimal ist.

411.(@) Es gilt R = {ie {1,...,n} | Rn{i} = @}, Bob stellt also fiir jedes i €
{1,...,n} die Frage ,Jst R n {i} = &?“

4.11. (b) Wir konnen eine Strategie als bindren Entscheidungsbaum auffassen. Dabei
entsprechen innere Knoten einer Frage, Verzweigungen dem Ausgang der entspre-
chenden Frage und die Blédtter entsprechen den Antworten Bobs. Der Baum einer
Strategie, die mit t Fragen auskommt, kann héchstens 2! Blitter besitzen.

Alice hat 2" verschiedene Moglichkeiten R zu wahlen. Angenommen, Bob hat ei-
ne Gewinnstrategie, die mit £ < n Fragen auskommt. Dann muss es Mengen R; # R»
geben, die im Baum zum selben Blatt fiihren. Fiir mindestens eine der beiden Mengen
ist Bobs Antwort dann falsch. Dies ist ein Widerspruch zur Korrektheit der Gewinn-
strategie.

4.11.(c) Ja! Bob kann durch Fragen ,Ist R n {i} = @?“fiir 1 < i < n die Menge R
bis auf das Element n bestimmen. Hier muss er raten. Er gewinnt dann mit Wahr-
scheinlichkeit 1/2. Diesen Erwartungswert kann er nicht verbessern, denn sein Stra-
tegiebaum aus der Losung zu Aufgabe 4.11. (b) hat nach n — 1 Fragen héchstens 27!
Blatter. Auf diese verteilen sich 2™ Teilmengen, also im Mittel 2 pro Blatt. Fairness
sagt, Alice und Bob kénnen bei ¥ = n — 1 genauso gut eine Miinze werfen.

4.12. (a) Einsetzen der Definition von C, = ﬁ (2;‘) und Umordnen der Terme ergibt
die gleichwertige Behauptung (an1> =5 (21;1 ) Diese widerum folgt aus
2n\ _ (@Cn)nl o ent  n (2n (B.5)
n+l)] m+Lm! n+lm+1-1)! n+1\n )

4.12. (b) Aus (2) = ( n k) und der Vandermonde’schen Identitit folgt

S(1) -2 () () - () = v
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4.12. (c) Mit Gleichung (B.5) aus der vorletzten Teilaufgabe sehen wir

2n+2\ sy n+2(2n+2 n+202n+2)%
2 - By nT e _nhrclen+ o)
(1 +2)Cn1 <n+1> n+1< n ) n+l nl
_n+2 (@2n+2)@2n+1)-@2n)* _ 2@2n+1) (2n
n+1 m+2)n+1)-nl n+l n
und damit C,41 = %Cn.

4.13. Sei T, die Anzahl der Triangulierungen eines regelméfligen n-Ecks mit der Kno-
tenmenge {1,...,n} und n > 3. Damit gilt T3 = C; = 1. Sei jetzt n > 4. Die Kan-
te {n, 1} istin jeder Triangulierung an genau einem Dreieck beteiligt. Dieses Dreieck
ist durch eine der n — 2 Ecken k in {2,...,n — 1} spezifiziert. Durch Zerteilen des n-
Ecks an dem Dreieck ergibt sich ein k-Eck und ein (n — k + 1)-Eck die unabhangig
voneinander trianguliert werden kénnen. Setzen wir noch T> = 1, so erhalten wir
T = Y00 TiTnks1 = Z’L_g C¢C,,_3_yp Die zweite Gleichheit ergibt sich mit Induk-
tion und einer Indexverschiebung. Mit Korollar 4.41 folgt T;, = C,,—» und damit die
Behauptung.

4.14. (a) Im Gegensatz zu einer Antikette ist eine Kette eine Folge K1,...,Ky mitK; ¢
Ki:1, und eine maximale Kette entspricht genau einer Permutation 7t = (77 (1),...,
m(n)) mitK; = {mr(1),..., (i) }.Ist nun A eine Antikette und 71 eine Permutation,
so kommt maximal ein Mitglied M € A als K; = {rr(1),..., 1w (i)} vor. Umgekehrt,
ist M € A mit |M| = k, so gibt es genau k!(n — k)! Permutationen 77, bei denen M
vorkommt. Wir erhalten

> IM[{(n - M|)! < n! (B.6)

MeA

Der Wert [M|!(n — |M|)! wird minimal fiir [M| = | %], da dann (II\Z\) maximal ist.
Also folgt [ A - | 5 ]!(n — [ 5])! < n!und damit die Behauptung. (Kiirzen der Glei-

-1
chung (B.6) mit n! ergibt die sogenannte LYM-Ungleichung > yc a4 (lﬁ‘) < 1 nach
Lubell, Meshalkin und Yamamoto.)

4.14. (b) Die Menge ({[11'{/"2? }> ist eine Antikette mit (ln’}z J> Elementen.

Zu Kapitel 5

5.1. Die Reihe f(z) = > ,,-0 Fnz" konvergiert absolut fiir |z| < ®~!. Esist f(z) =

==z Setzen wir z = 1/10, so erhalten wir den Wert 10/89.



Zu Kapitel5 =— 221

5.2. (a) Wir gehen analog wie bei den Fibonacci-Zahlen F,, vor. Es ist

a(z)= > anz"=z+ > anz"=z+ > c1an-1z2"+ D coan—z"
n=0 n=2 n=2 n=2

=z+ciza(z) + c:z%a(z),

z

also a(z) = T-cz—c22"

5.2.(b) Die Nullstellen des Nenners sind —2% + é,/(%)z + Cp, also —)C‘—ll und _i:\_;’
und sie sind verschieden. Damit erhalten wir durch Partialbruchzerlegung und Koef-

fizientenvergleich die Form fiir a,,.

5.3. Wir definieren die erzeugende Funktion a(z) = >,,.0 anz". Es gilt

a(z) =2+5z+ Zanz”=2+52+5Zan,lz"—GZanfzz”

n=2 n=2 n=2

=2+5z-10z + 5za(z) — 6z%a(z)

Auflsen nach a(z) liefert a(z) = (2 — 5z)/(1 — 5z + 6z2). Mit Hilfe von Partial-
bruchzerlegung erhilt man dann a(z) = 1/(1 — 2z) + 1/(1 — 3z). Ein Koeffizien-
tenvergleich mit den zugehdérigen geometrischen Reihen liefert schliefilich die Formel
an = 2"+ 3",

5.4. Wir definieren die erzeugende Funktion a(z) = >.,,0 anz™. Es gilt
a(z)=z+ Y anz" =z + 3 (Ban-1 - 2an— +2"")z"

n=2 n=2
2

z
1-2z

=z+3za(z) - 2z%a(z) +

Aufldsen nach a(z) liefert a(z) = z/((1 — 3z + 2z?)(1 — 2z)). Mit Hilfe einer Parti-
albruchzerlegung erhilt man daraus a(z) = 1/(1 —z) + 1/(1 —2z)2 - 2/(1 - 22).
Wir benutzen die Formel > ,,.o(n + 1)z" = 1/(1 — z)2 fiir |z] < 1, die sich durch
Ableiten der geometrischen Reihe ergibt. Zusammen mit der Summenformel fiir die
geometrische Reihe erhalten wir

a(z)= > z"+ > (n+1)2"z" -2 > 2"z"
n=0 n=0 n=0
Ein Koeffizientenvergleich liefert wie gewiinscht a, = 1 + (n — 1)2".

5.5. Es gilt:

h(z) = > i z" [k = ( > nzlz”/k) + > z"/n=2zh(z) -In(1 - z)

n=0k=1 n=1k=1 nx=1

_ In(1-2)

Hieraus folgt h(z) = 5
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5.6. 1. Standardlésung: Setze G, = Foy, damit Go = 0 und damit G; = F» = 1.
Fiir n > 2 erhalten wir G, = 3Gy-1 — Gy—2, denn Foy o = 2F», + Fop—1 und
Foy = Fop_1 + Fop_o,alsoist Fo,,_1 = Foy, — Foy—» und damit Foy 2 = 3F2y, — Fop—o.
Sei g (z) die erzeugende Funktion der Fibonacci-Zahlen G, mit geradem Index. Dann
gilt
g2)=z+ > Guz" =z + 3( > Gn_12"> - ( > Gn_zz”)
n=2 n=2 n=2

=z+3zg(z) - z°g(2)
Hieraus folgt g(z) = z/(z? — 3z + 1).

2. Alternativlosung mit Magie: Sei f(z) = z/(1 — z — z?) die erzeugende Funk-
tion der Fibonacci-Zahlen. Betrachte die Funktion h(z) = f(z) + f(-z). Es gilt
h(z2) = SpeoFn(2" + (=1)"2") = 23,0 Fan(22)" Damit ist g(z) = 42 al-
so die erzeugende Funktion der Fibonacci-Zahlen mit geradem Index. Es ist

1 1
h(ﬁ)_ﬁ<1— zZ-z 1+ z—z)
/3 ( 2.z ) B 2z
a (1-2)2-(y2)2) z2-3z+1

Damit ergibt sich erneut g(z) = %2@ =z/(z2=3z+1).

5.7. Wir definieren die erzeugende Funktion a(z) = 3,9 dnz". Zunichst beobach-
ten wir, dass Zln:o(n —1)a; fiir n > 0 genau a, entspricht und fiir n = 0 den Wert 0
ergibt. Wir stellen a(z) als Faltung mit sich selbst dar:

Dapz" =1+ > > (n-iaz"

a(z) =
n=0 n=0i=0
n n\| _ . z
=1+ (goanz )(gonz ) =1+a(z) 7(1 — 2

_ )2 _ )2
Es ergibt sich somit a(z) = (1(}2)22)72 = Z§E3ZZ)+1.

5.8. Sei ¥ (z) die exponentielle erzeugende Funktion der Rencontres-Zahlen. Nach

Satz 4.18 ist bekannt, dass R, = n! >}, (7k_1|)k gilt. Damit erhalten wir

Rn_, - (DK D" _, " e~z
r(z)zzﬁz :ZZTZ =<ZTZ><ZZ>=1_Z

n=0 n=0k=0 n=0 n=0

5.9.(a) Da 6(qo, €) = qo gilt, folgt
Ly ={elv{wa | weZ* ack §(qo,wa) =qo}
={elu{walweI* aecs §(5(qo,w),a) =qo}

={etuJtwa |we=* acs, §(q,w)=p, §(p,a) =dqo}
p
:{E}U U Lp'a

6(p,a)=ao
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Fiir g = qo ist 6(qo, €) # q und damit insbesondere ¢ ¢ L,. Die Rechnung ist nun
ganz analog zu oben, nur ohne das leere Wort.

5.9.(b) Da jedes Wort einen eindeutigen Pfad durch den Automaten definiert, sind die
Vereinigungen in 5.9. (a) disjunkt. Es gilt also al’ = 1 und a = 0 fiir g # qo sowie
am = Ys(pay—q@n_; fiiralleq € Qundn > 0.

5.9.(c) Die Anzahl der Worter der Lange n in L(A) ist gerade die Summe > ;¢ al
denn L(A) = qu r Lq, wobei die Vereinigung disjunkt ist.

5.9.(d) Mit Hilfe der Formeln aus Teil 5.9. (b) erhalten wir folgendes Gleichungssys-

tem:
a®(z) =1+ a?(z)-z+ a?(z) -z

a®(z) = a®(z) - z
Wir miissen a4 (z) nicht betrachten, da es von g» keinen Weg in einen Endzustand
gibt. Durch Losen des Gleichungssystems ergibt sich:

a®(z) = ﬁ und  a%(z) = ﬁ
Sei f(z) die erzeugende Funktion der Fibonacci-Zahlen. Dann gilt f(z) = z - a?°(z)
= a% (z). Nach Teil 59.(c) ist b(z) = a?(z) + a® (z) = X s0(Fn+1 + Fp)z" =
> ns0 Fnt22z™ die gesucht erzeugende Funktion. Der Automat akzeptiert also genau
F,,+> Worter der Liange n. Dies haben wir bereits in Beispiel 1.25 auf einem anderen
Weg berechnet.

Zu Kapitel 6

6.1. Die Menge der Kanten ist eine Teilmenge von (‘2/) Da |V| = n gibtes 2 (2) solche

Teilmengen und somit 2 () Graphen. Man beachte, dass hierbei isomorphe Graphen
mehrfach gezdhlt werden.

6.2.(a)
12,3} {1}

W/

%] {1,2,3}

{2} {1,3}

6.2. (b) Die Anzahl der Knoten ist |V}, | = 2™. Enthilt eine Menge i Elemente, so gibt
es zu allen Teilmengen der restlichen 7 —i Elemente Kanten. Dies liefert >'1* (?) 2n-i
= 3" Paare. Hierin ist allerdings noch die Schlinge @—@ enthalten. Aufierdem wer-

den die Kanten doppelt gezdhlt. Die Anzahl an Kanten ergibt sich damit zu 3"7—1
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6.3.(a) Sei d, der Grad von Knoten x € V. Dann gilt 4|V| < > ,cydx = 2|E|.
Daraus folgt 2|V | < |E|.

6.3.(b) Fiir n = 5 erfiillt der vollstindige Graph mit 5 Knoten die Behauptung. Sei
nun (V,E) ein Graph mit mindestens 5 Knoten, bei dem alle Knoten den Grad 4
haben. Seien x1,x2,y1,Yy> € V vier verschiedene Knoten mit (x1,x2), (¥1,2)
€ E. Wir entfernen die Kanten (x1, x2) und (1, y2). Hiernach haben x1, x2, y1, Y2
den Grad 3. Alle anderen Knoten haben den Grad 4. Wir nehmen einen neuen Kno-
ten z ¢ V hinzu. Auflerdem fiigen wir die 4 Kanten (z, x1), (z,x2), (z,y1) und
(z,y2) ein. In dem entstandenen Graphen (V',E’) mit V' = V U {z} und E’ =
(E\{(x1,x2), ()1, ¥2)}) ui(z,x1),(2,x2),(2,)1), (2, y2)} haben alle Knoten den
Grad 4. Dieses induktive Vorgehen zeigt die Behauptung.

6.4. Da G nicht vollstandig ist, existieren Knoten a, b € V mit ab ¢ E. Da G zusam-
menhdngend ist, gibt es in G einen kiirzesten Weg a = x1,x2,...,Xn = bmitn > 3.
Zwischen x1 und x3 gibt es keine Kante, sonst lief3e sich dieser Weg verkiirzen. Also
gilt die Behauptung mit (x1, x2,x3) = (U, v, w).

6.5. Angenommen G ist nicht zusammenhangend, dann ldsst sich die Knotenmen-
ge V in zwei disjunkte, nichtleere Mengen A, B zerlegen, so dass keine Kanten zwi-
schen A und B erlaufen. Wir zeigen jetzt, dass G zusammenhingend ist. Seien u, v
€ A. Es existiert ein Knoten x € B mit ux, vx € E. Die Knoten u und v sind also zu-
sammenhadngend. Analog gilt dies fiir u,v € B.Fiiru € A, v € B ergibt sich direkt
uv € E.

6.6. Angenommen, es gdbe zwei ldngste disjunkte einfache Wege ug - - - uy(s) und
Vo - - - Vg in G. Da G zusammenhéngend ist, gibt es zwei Knoten u; und v;, so
dass ein doppelpunktfreier Weg u; = wo, w1, ..., Wg_1, Wk = V; existiert mit {w,
e Wr-1 N {U0, -, UpG), VOy -+ -5 V() } = D Ohne Einschrdnkungseii > £(G) /2
und j > £(G)/2, andernfalls nummerieren wir den jeweiligen Weg in der entgegen-
gesetzten Richtung. Dann ist aber die Lange des Weges uo, ..., u;, w1i,..., Wk-1,Vj,
..., Vo mindestens £(G)/2 + 1 + £(G)/2 > €(G), ein Widerspruch!

6.7. Fiir den Grad eines Knotens x € Vgilt 0 < dx < |V| — 1. Es sind also |V|
verschiedene Werte fiir d, mdéglich. Haben nun alle Knoten einen unterschiedlichen
Grad, so muss es insbesondere einen Knoten vom Grad 0 und einen Knoten vom Grad
|V| — 1 geben. Fiir |V| > 2 ist dies nicht moglich, denn der Knoten mit Grad |[V| — 1
ist mit allen anderen Knoten verbunden.

6.8. Sei G ein zusammenhadngender Graph, in dem alle Knoten geraden Grad haben.
Der Graph G enthalt einen Eulerkreis. Nach Entfernen einer beliebigen Kante existiert
noch ein Eulerweg. Insbesondere ist der entstandene Graph zusammenhangend. Der
Graph G enthalt also keine Briicke.

6.9. Sei G = (V,E) ein gerichteter Graph mit V = =X~1 und beschrifteten Kanten
X1+ Xk_1 2> x2 - - - xg_1a fiir jedes a € 3 (Schleifen sind méglich). Bei jedem
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Knoten ist der Ein- und Ausgangsgrad |3|. Der Graph G ist zusammenhédngend, denn
esgilt x - - -xk,lyHI- L Y1 - - - Yk-1. Es existiert deshalb ein gerichteter Euler-
kreis z; - - - zpz; der jede Kante genau einmal besucht. Auf diesem Kreis kommt bei
der Sequenz der Beschriftungen jedes Wort genau einmal vor. Aus |E| = || k folgt £ =
|Z|%. Sei y1...yp die Sequenz der Kantenbeschriftungen, dannist w = zy1y7...yy
das gesuchte Wort. Man bezeichnet w oft auch als De Bruijn-Folge der Ordnung k

(nach Nicolaas Govert de Bruijn, 1918-2012).

6.10. Wir beschreiben den Algorithmus von Carl Hierholzer (1840-1871), welcher post-
hum erschien [25]. In diesem Verfahren starten wir bei einem beliebigen Knoten v
und konstruieren einen Kreis K, indem wir zu dem anfangs leeren Pfad immer weite-
re Kanten hinzufiigen und diese aus dem urspriinglichen Graphen entfernen. Durch
die Gradbedingung ist garantiert, dass wir irgendwann wieder zu v zuriickkommen.
Falls wir keine Kanten mehr hinzufiigen konnen, haben wir also einen geschlosse-
nen Pfad von v nach v gefunden. Sind alle Kanten aus G entfernt, so benutzt K alle
Kanten und wir sind fertig. Andernfalls gehen wir den gefundenen Pfad zuriick, bis
wir auf den ersten Knoten u treffen, der noch ausgehende Kanten hat. Da G zusam-
menhédngend ist, muss u existieren. Von u ausgehend fiihren wir den Algorithmus
rekursiv aus und fiigen den rekursiv berechneten Kreis anstelle von u in K ein. Dann
laufen wir den entstandenen Kreis weiter zuriick (insbesondere laufen wir erst durch
den neu eingefiigten Teil zuriick) und bearbeiten auf die gleiche Weise alle Knoten
mit noch ausgehenden Kanten. Am Ende dieses Vorgehens haben wir alle Kanten des
urspriinglichen Graphen in den Kreis iibernommen, der damit ein Eulerkreis ist. Die
Laufzeit ergibt sich dadurch, dass wir in jedem Schritt eine Kante besuchen. Aus dem
urspriinglichen Graphen wird nach einem Besuch einer Kante diese aus G geldscht.
Im Kreis K besuchen wir durch ausschliefiliches Riickwartslaufen jede Kante maxi-
mal einmal. Damit wird jede Kante insgesamt h6chstens zweimal betrachtet.

6.11. Fiir eine beliebige bijektive Funktion ¢ : E — {1,...,12} gilt

12
> > plvw)=2->i=156
veVvweE i=1

Bei gleicher Gewichtssumme an allen 8 Ecken, miisste dieses Eckengewicht 156/8 =
19,5 sein, ein Widerspruch!

6.12. Fiir n = O und n = 1 ist die Aquivalenz trivial erfiillt, da Baume nicht leer sind
und Bdume mit nur einem Knoten keine Kanten haben. Sei also n > 2.

=: Ein Baum mit 7 Knoten hat n — 1 Kanten. Da in der Summe jede Kante genau
zweimal gezahlt wird, folgt >I' ; d; = 2n — 2.

<: Fiir n = 2 gilt die Behauptung. Sei n > 3. Dann existieren i, j € {1,...,n}
mit d; = 1 und d; > 1. Ohne Einschrdnkung sei i = n und j = n — 1. Durch
Induktion existiert ein Baum ({1,...,n—1},E), sodassfiirl < i < n—2 der Knoten i
den Grad d; hat, und Knoten n — 1 hat Grad d,,—1 — 1. Nunist ({1,...,n},EuU {(n —
1,n)}) ein Baum, bei dem Knoten i den Grade d; hat.
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6.13.Fiir |V| = 1und |V| = 2 ist die Aussage wahr. Seinun | V| > 2. Die Abbildung @
permutiert die Bldtter B = {x € V | dy = 1}. Damitist die Einschrankung @ |v\p ein
Automorphismus auf dem von V' \ B induzierten Untergraphen, welcher selbst wieder
ein Baum ist. Mit Induktion ldsst @ |y\p einen Knoten y oder eine Kante e fix. Also
lasst auch @ einen Knoten y oder eine Kante e fix.

6.14. Als erstes beobachten wir, dass zwei verschiedene Mengen A; und A; durch
Entfernen von x genau dann gleich werden, wenn sie sich nur durch x unterschei-
den (d. h., die symmetrische Differenz von A; und A; ist {x}). Ohne Einschrdnkung
sei £ = n. Wir konstruieren einen kantengefirbten Graph mit Knotenmenge {A4,...,
Ap}. Eine Kante zwischen A; und A; existiert genau dann, wenn sich A; und A; nur
um ein Element k € M unterscheiden. Diese Kante wird mit k gefdrbt. Sei A; ein
Knoten auf einem Kreis und k die Farbe einer von A; ausgehenden Kante e auf die-
sem Kreis. Dann muss auf diesem Kreis eine weitere Kante mit dieser Farbe existieren
(wenn z. B. der Nachbar von A; auf e das Element k nicht enthilt, muss es irgend-
wann auf diesem Kreis wieder ,,dazukommen®) . Diese Kante entfernen wir aus dem
Graph. Indem wir so sukzessiv Kanten aus dem Graph entfernen, erhalten wir einen
Wald (keine Kreise). In diesem Wald kommen alle Farben noch vor, die im urspriing-
lichen Graph aufgetreten sind. Da ein Wald mit 2 Knoten héchstens n — 1 Kanten
besitzt, gibt es eine Farbe x, die in dem urspriinglichen Graph nicht vorgekommen
ist. Wenn wir diese Farbe x aus den A;, 1 < i < n entfernen, bleiben diese nach
obiger Beobachtung weiterhin alle verschieden.

6.15. Ist P; = Q j, so konnen wir diese Menge entfernen, daher sind ohne Einschran-
kung P; und Q ; paarweise verschieden. Wir bilden einen bipartiten Graphen mit der
Knotenmenge {P1,...,Pn} U {Q1,...,Qm} und Kantenmenge E = {(P;,Q;) | P; N
Q; # O}.Ein gemeinsames Vertretersystem definiert ein perfektes Matching und um-
gekehrt. Wir miissen also die Existenz eines perfekten Matchings nachweisen. Hierfiir
verwenden wir den Heiratssatz 6.11. Zu zeigen ist nur, dass fiir S < {P1,... Py} die
Heiratsbedingung |N(S)| = |S] erfiillt ist. Fiir jedes x € P; € S gibt es ein Q j mit
x € Qj € N(S). Also gilt
Urs U @

PiES QjEN(S)

Links und rechts stehen disjunkte Vereinigungen von Klassen mit jeweils genau k
Elementen, daher ist schlief3lich |S| < IN(S)]|.

6.16. Angenommen, es gibe eine stabile Heirat M mit (a,b’),(a’,b) € M, in der
die Priferenz von a fiir b’ noch niedriger als fiir b ist. Wir wissen aus der Bemer-
kung 6.13, dass b im Gale-Shapley-Verfahren seine optimale Partnerin a gefunden
hat, folglich muss die Praferenz von b fiir a’ niedriger als fiir a sein. Es wiirde also
beim Zusammentreffen von den Paaren (a, b’) und (a’, b) zu einer Scheidung und
anschlieflender neuer Bindung (a, b) kommen. Dies ist ein Widerspruch zur Stabili-
tdt von M.
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6.17.(a) Aus der Abschitzung e < 3n — 6 und der Eulerformel n — e + f = 2 folgt

f=2-n+e<2-n+3n-6=2n-4

6.17. (b) Die Summe der Knotengrade ist dn/2 + 2dn/2 = 3dn/2. Dies liefert 3dn /2
= 2e und damit 3dn = 4e. Mit e < 3n — 6 folgt 3dn < 12n — 24 und 24 <
(12 — 3d)n. Fiir d > 4 ist die Ungleichung nicht erfiillt.

6.17.(c)

6.18. Zundchst entfernen wir alle Kanten. Dann ist m = 0. Fiirm = Oistnun f = 1
und n = z. Fiigen wir nacheinander die Kanten wieder ein, so wird jeweils entweder z
um 1verringert und f bleibt gleich oder eine Facette wird zerteilt. Dann bleibt z gleich
und f wird um 1 vergroflert.

6.19. Wir betrachten zunichst den Graph K7. Wir stellen die Torusoberflache als Recht-
eck dar, welches wir jeweils entlang der gegeniiberliegenden Seiten verkleben. Insbe-
sondere stimmt der obere Punkt x mit dem unteren Punkt x iiberein, und der Knoten
ganz links ist mit dem Knoten ganz rechts identisch.

X

X

Die horizontalen Kanten verbinden jeweils nebeneinander liegende Knoten, die
durchgezogenen schrdg verlaufenden Kanten iiberspringen einen Knoten und die ge-
strichelten Kanten iiberspringen jeweils zwei Knoten. Es gibt keine Kreuzungen und,
wie man gut an einem mittleren Knoten erkennt, ist der Grad aller Knoten 6. Damit
sind alle Kanten des K7 vorhanden.
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Um den Graph K4 4 zu zeichnen, gehen wir ganz analog vor. Die einen vier Kno-
ten {1,2, 3,4} (rund) zeichnen wir auf den Rand des Rechtecks; insbesondere ent-
sprechen die vier Punkte in den Ecken nur einem einzigen Knoten. Die anderen vier
Knoten (eckig) sind in der Mitte des Rechtecks.

1 2 3 4 1

1 2 3 4 1

Der besseren Ubersichtlichkeit wegen haben wir einen Teil der Kanten gestrichelt ge-
zeichnet.

6.20. Nach der Eulerformel gilt in planaren Graphen mit mindestens drei Knoten,
dass |E| < 3|V| — 6. Fiir den Komplementargraphen gilt somit

(2)e

Fiir [V| = 11 ist die Ungleichung nicht erfiillt. Also ist jeder Graph mit mehr als 10
Knoten nicht planar oder aber sein Komplementirgraph G ist nicht planar. Da es (bis
auf Isomorphie) nur endlich viele Graphen mit 10 Knoten oder weniger gibt, folgt die
Behauptung.

Viavi-1)

> -3|lV]+6 <

< 3|V|-6

6.21. Durch Hinzufiigen von weiteren Kanten kénnen wir annehmen, dass alle Facet-
ten (auch die duflere) nur von drei Kanten begrenzt werden; dies erhéht den Grad
nur. Insbesondere gibt es 2|E|/3 Facetten. Jeder Knoten x erhilt zundchst das Start-
gewicht 6 — d. Fiir das Gesamtgewicht gilt > ,.cy (6 — dx) = 6|V] — > ey dx =
6|V | — 2|E| = 12, wobei die letzte Gleichung aus der Eulerformel folgt.

Nun verteilen wir die Gewichte um. Jeder Knoten mit Grad 5 gibt jedem seiner
Nachbarn % von seinem Gewicht. Da das Gesamtgewicht positiv ist, existiert nach
diesem Umverteilen ein Knoten y mit positivem Gewicht. Es gilt d,, < 7, da zum
Startgewicht 6 — d,, von  maximal %y hinzu kommen, so dass fiir das aktuelle Ge-
wicht y von y die Abschédtzung 0 < y < 6 — 4d,, /5 gilt.

Falls d,, = 7 gilt, dann hat v mindestens 6 Nachbarn mit Grad 5 (andernfalls
hétte v zu wenig abbekommen, um nun positives Gewicht zu haben). Da G triangu-
liert ist, sind zwei dieser Nachbarn von 7y durch eine Kante verbunden, wodurch die
Aussage in diesem Fall bewiesen ist. Falls d,, < 6 gilt, dann hat y mindestens einen
Nachbarn x mit Grad 5, so dass xy die Forderung der Aufgabe erfiillt.
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6.22. (a) Fiir den leeren Graph gilt die Eigenschaft. Sei V + @ und u € V. Wir defi-
nieren zwei Teilgraphen durch

V1={UEV\(U,M)EE}, E1=EO(V1><V1)
Vo={veV]|u,v) eE}, Ex=En (Vo xV)

Induktiv seien a; - - - ax und b, - - - by einfache Wege in (V1, E1) bzw. (V», E?), die
jeden Knoten einmal besuchen. Dann ist a; - - - ax u by - - - by ein einfacher Weg
in G, der jeden Knoten einmal besucht.

6.22. (b) Wir zeigen die Behauptung mit Induktion. Fiir |V | = 2 ist die Aussage trivial.
Seialso |V| > 2. Entnehme x € V und setze G’ = G —x. Dies bedeutet, G' = (V',E’)
ist der durch V' = V \ {x} induzierte Untergraph. Nach Induktion enthilt V' einen
Knoten 7y, von dem aus jeder andere Knoten u € V' in héchstens 2 Schritten erreich-
bar ist. Ist auch x von y in héchstens 2 Schritten erreichbar, so ist y der gesuchte
Knoten. Andernfalls betrachte u € V' mit u = y oder (y,u) € E. Dann muss
(x,u) € E gelten, ansonsten hatten wir x von y aus in maximal zwei Schritten er-
reicht. Fiir alle anderen v € V', die nicht direkt von 7y aus erreichbar sind, gibt es ein
u €V und (y,u), (u,v) € E. Also gilt auch (x,u), (u,v) € E und v ist von x in
zwei Schritten erreichbar. Damit ist x der gesuchte Knoten.

6.23. (a) Wir betrachten die n Schubficher {2i — 1, 2i} fiir 1 < i < n. Dadurch wird
{1,...,2n} in n Zweiermengen partitioniert. Ein Element x wird in Schubfach S ge-
legt, falls x € S gilt. Da wir n + 1 Elemente aber nur n Schubfiacher haben, liegen
am Ende in einem Schubfach zwei Elemente. Diese sind benachbart.

6.23. (b) Wir betrachten die Schubfacher {i,2n + 1 — i} fiir 1 < i < m. Auch hier
gehoren zwei Elemente aus M zum selben Schubfach.

6.23. (c) Wir betrachten die n Schubfiacher {u 25 | s > 0} fiir alle ungeraden Zahlen
ue{l,...,2n}.Seien k < £ mit k,£ € {u 2% | s = 0}. Dann unterscheiden sich k
und ¢ nur um eine Zweierpotenz, und es gilt k | £.

6.24. (a) Im folgenden Graphen gibt es keine Dreiecke, da der mittlere Punkt in der
Zeichnung nicht zum Graphen geh6rt. Maximale unabhdngige Mengen enthalten drei
Knoten.

6.24.(b) Es gibt mindestens einen Knoten x vom Grad d, # 3, denn sonst wire
>xeydx = 9 - 3 ungerade, was dem Handschlaglemma widerspricht. Wir unter-
scheiden nun zwei Fille. Ist d > 4, dann bilden die 4 Nachbarn von x entweder eine
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unabhdngige Menge der Grof3e 4 oder zwei der Knoten bilden mit x zusammen eine
Clique der Grof3e 3. Ist dy < 2, dann verbleiben 6 andere Knoten im Graph. Diese 6
Knoten enthalten entweder eine Clique oder eine unabhingige Menge der Grofie 3.
Enthalten sie eine unabhadngige Menge, dann bilden diese 3 Knoten zusammen mit x
eine unabhdngige Menge der Grofie 4.

6.25. Wir definieren eine Farbung b von (?) durch b({i, j}) = ¢(|j — i|]). Nach dem

Satz von Ramsey existiert eine unendliche Teilmenge X < N, so dass ()2( ) beziiglich b
monochromatisch gefdrbt ist. Wahle i, j,k € X miti < j < kund setze x = j — i,
vy =k—jsowiez =k —i.Esistz=x+ yundaus b(i,j) = b(j, k) = b(i, k) folgt
c(x) =c(y) =c(z2).

6.26. Wir zeigen, dass mit beliebig hoher Wahrscheinlichkeit alle Knoten paarweise
zueinander einen Abstand kleiner oder gleich zwei haben, wenn » geniigend grof3
ist. Betrachte zundchst zwei feste Knoten x und y. Wenn n wachst, nimmt die Wahr-
scheinlichkeit exponentiell ab, dass kein dritter Knoten z vorhanden ist, der sowohl
eine Kante zu x als auch zu 7y hat. Auf der anderen Seite existieren nur quadratisch
viele Paare von Knoten. Die Gesamtwahrscheinlichkeit, dass nicht alle Knoten einen
Hoéchstabstand von zwei haben, nimmt also fiir n — co exponentiell ab.

Zu Kapitel 7

7.1. Sei 1 das kleinste Element. Betrachte zundchst a < b und dim(a) = d. Dann gibt
es eine maximale Kette K von 1 nach a der Lidnge d und K U {b} ist eine maximale
Kette von 1 nach b. Haben nun je zwei maximale Ketten mit den selben Endpunkten
die gleiche Lange, so folgt nach Definition der Dimension dim(b) = dim(a) + 1.

Fiir die Riickrichtung betrachte zwei maximale Ketten K; und K> von ¢ nach b.
Die Lingen seien jeweils ¢; fiiri = 1,2 und wirnehmen £; < £, an.Esseid = dim(c)
die Dimension von c¢. Wir zeigen dim(b) = d + ;. Hieraus folgt dann sofort £1 = ¥»,
dainjedem Fall dim(b) > d + ¥> ist.

Fiir £1 = 0 ist die Behauptung Kklar, da dann ¢ = b sein muss. Sei jetzt £1 > 1.
Die Kette K; lduft durch einen vorletzten Punkt a mit a < b, sonst wire K; nicht
maximal. Nach Induktion gilt dim(a) = d + £1 — 1. Folgt nun aus a < b schon
dim(b) = dim(a) + 1, soist dim(b) = d + ¥1, wie behauptet.

7.2.(@) Esist I (1)(0) = o fiir b(o) = 0 und undefiniert fiir b(o) = 1. Also ist
I (L) = L genau dann, wenn w nirgends terminiert.

7.2.(b) Wahle b und c mit (o) = 1 und c(o) = o fiiralle 0 € 3, dannist w =
while true do ids odund I} - (f) = f. Alsosind alle f € F Fixpunkte. Insbesondere
giltIp (L) = L und der Definitionsbereich von I, - (L) ist leer.

7.2.(c) Aus w(o) = T folgt b(T) = 0. Also ist w(o) = o gleichbedeutend mit
b(o) = 0. Dies bedeutet w = id < dom(w) = {0 € 2| b(o) = 0}. Sei jetzt
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w’ = while b’ do c odund w € w’.Dannistw (o) = w' (o) fiiralle 0 € dom(w).
Istalsob(o) = Ooder b’ (o) = 0, so gilt dies fiir beide. Dies impliziert b (o) = b’ (o)
fiir alle 0 € dom(w). Umgekehrt, gilt b(o) = b’ (o) fiir alle ¢ € dom(w ), so folgt
w £ w’'. Damit gilt w = w’ genau dann, wenn b und b’ auf dom(w) iibereinstim-
men.

7.2.(d) Terminiert w {iberall, so ist w iiberall definiert und aus w = f folgt w = f.
Der kleinste Fixpunkt w ist also der einzige Fixpunkt von I}, .. Umgekehrt, sei jetzt
w (o) undefiniert. Da c iiberall definiert ist, gilt dies auch fiir c’. Setze f(ci(0)) = o
fiir alle i € N und lasse f undefiniert sonst. Dann ist zundchst b(ct(c)) = 1 fiir alle
i € N, denn w (o) ist undefiniert. Hieraus folgt T - (f)(ci(0)) = f(ci*(0)) =
o = f(ci(0)). Es ergibt sich f = Tpc(f). Die Kette f = Tp o (f) =I5 .(f) = - -
liefert einen Fixpunkt von I, ., der echt oberhalb von w liegt.

7.2.(e) Sei ¢ € F iiberall undefiniert. Wir kénnen ¢ beispielsweise darstellen durch
¢ = while true do ids od. Wir zeigen, dass I, - genau einen Fixpunkt hat. Sei hierfiir
Ip,c(f) = f.Betrachte ein 0 mit b(o) = 0, dann gilt I, . (f) (o) = 0 = f(0). Fiir
b(o) = 1istl(f)(0o) = f(c(o)) undefiniert, also auch f (o). Damit ist f durch
die Bedingung b eindeutig festgelegt.

7.3. Es gibt abzdhlbar unendliche Verbande, etwa (N X N, <), (Z X Z, <) oder der Ver-
band (aus der vorigen Aufgabe) aller Teilmengen von N, die entweder endlich sind
oder ein endliches Komplement haben. Diese Verbande sind unendlich, aber abzihl-
bar. Potenzmengenverbinde haben die Form 2. Sie sind also endlich oder iiberab-
zdhlbar. Inshesondere ist jeder abzahlbar unendliche Verband ein Beispiel fiir einen
booleschen Verband, der nicht isomorph ist zu einem Potenzmengenverband 24 fiir
irgendeine Menge A ist.

7.4.In (Z X Z, <) ist kein Paar (m, n) irreduzibel, da (m,n) = (m — 1,n) v (m,
n — 1) gilt. Auch die Hinzunahme eines kleinsten Elements 1 ergibt keine irredu-
ziblen Elemente.

7.5. Sei X unendlich und M der Verband aller Teilmengen von X, die ein endliches
Komplement haben. Dann ist M ein Mengenverband, denn es gilt:

1.LALBEM = AUBeM,

22A,BEM > AnBeM,
Da A € M unendlichist, gibtesa,b € Amita + b. Also kénnenwir A = (A\ {a})u
(A\ {b}) schreiben; und A ist nicht irreduzibel.

7.6. Wire (2 U, n,0, 1) ein Ring, so wire @ = Ound A(A + B) = AA + AB. Ande-
rerseitsist A(A+B) = AN (AUB) =A=AnNA = AA,also AnB = O fiir alle
A, B € 2M _Dies widerspricht M + @&.
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7.7.

7.8. Ms ist nicht distributiv, denn (a v b) Ac = c,aber (aAc) V(b Ac) = L. Ms
istmodular:Seiz.B.a<T=>aVv(bAaT)=avb=T=TAT=(@Vb)AT.Ms
ist komplementdr: Dennz.B.bvc=Tundb Ac = L.
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Birkhoff, G.D. 176

Bit-Folge 190

Blatt 88, 126

Bogen siehe Kante

Boneh, D. 16

Boole, G. 179

Bressoud, D. M. 109

Briicke 157

Bubble-Sort 68

C

Carcassone 93

Cartan, H.P. 184
Catalan,E.C. 86
Catalan-Zahlen 86, 90, 99, 101
Cayley, A. 128
Cayley-Formel 128
chinesischer Restsatz 9, 10
Clique 153

CPO 165

Curtin, E. 218

D

Darstellungssatz von Stone siehe Satz von
Stone

de Bruijn, N. G. 225

De Bruijn-Folgen 157

Dedekind, R. 175
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denotationale Semantik 166 erzeugende Funktion 99

- Hauptsatz 168 — der Catalan-Zahlen 101
Descartes, R. 199 — der Fibonacci-Zahlen 100
Diagramm — der harmonischen Zahlen 114

- Ferrers- 84 - der Partitionszahlen 104, 105

— Hasse- 162 — der Rencontres-Zahlen 114

- Venn- 183 - der Stirling-Zahlen zweiter Art 102
Dichte — exponentielle 111

— diskrete 47 — von Multimengen 103
Dieudonné, ). v Euklid von Alexandria v3, 39, 210
Differenz Euler, L. 13, 14, 18-20, 31, 104, 107, 108, 123,
- symmetrische 181 146, 204

Digraph siehe gerichteter Graph Eulerformel 146

Dimension 152, 163 Eulerkreis 123

Dinitz, Y. 141, 143, 144,160 Euler’sche Formel 18

disjunkte Kantenziige 136 Euler’'sche Konstante 81

disjunkte Pfade 134 Euler’sche Polyederformel 146
Disjunktion 197 Euler’sche Zahl 55

Distanz Eulerweg 124

- von Knoten 120 European Article Number 9
Distributivgesetze 3 exklusives Oder 183
Dobinski-Formel 83, 113 exponentielle erzeugende Funktion 111
Dodekaeder 125 - der Bell-Zahlen 113

Dreierregel zur Division 202 — der Stirling-Zahlen erster Art 112
Diirer, A. vii

Durfee, G. 16 F

Dyck, Ritter W. F. A. von 86

Dyck-Wrter 86 Facette 145

Faktorielle

— fallende 57
E — steigende 80
EAN siehe European Article Number Fakultat 32, 55
Ecke siehe Knoten — Wachstum 32
Edmonds, J.R. 140 farbbar 148
Egervary, ). 131 Farbung 148, 152
einfach 119 Fehlstellung 68
Eingangsgrad 124 Feinstein, A. 137
Einheit 7, 17 Fermat, P. de 12, 13, 15, 16, 18, 19, 27, 30, 203,
Einheitengruppe 17 204,207
Element Fermat-Primzahlen 13, 203
— invertierbares 2 Fermat-Test 13
- maximales 161 Fermat-Zahl 27
- minimales 161 Ferrers, N. M. 84
- neutrales 2 Ferrers-Diagramm 84
Elferregel zur Division 202 Ferrers-Spiegelung 84, 104
Elias, P. 136 Fibonacci, L. 21
Erd6s, P. 41, 42,155 Fibonacci-Wort 21
Ereignis 45 Fibonacci-Zahlen 21, 26, 29, 32, 93, 99, 100,
Erwartungswert 45 113, 114, 223

erzeugen 3 — Berechnung 24
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- Haupt- 185

— Ultra- 185

Fixpunkt 166

Fixpunktsatz

— von Kleene 166, 169

— von Knaster und Tarski 174
Flache siehe Facette

Fluss 137

Flussnetzwerk 137

Ford, L.R. jun. 136, 138, 139
Fulkerson, D.R. 136, 138, 139
Fundamentalsatz der Arithmetik 5
Fiinfeckszahlen 107
Fiinffarbensatz 148

Funktion siehe Abbildung

- boolesche 190

erzeugende 99
exponentielle erzeugende 111
konvexe 49

G
Gale, D. 132
Gatter 191

Gauf3, C.F. 41,61
Gauf3-Formel 61

Gebiet siehe Facette
Geburtstagsparadoxon 51
Geriist siehe Spannbaum
Gewicht

— eines st-Schnitts 136
Gleichverteilung 45
Godel, K. F. 169

Godel’scher Unvollstandigkeitssatz 169

goldener Schnitt 23
Goring, F. 135

Grad

— Ausgangs- 124

— eines Knotens 122
— Eingangs- 124
Graham, R. L. 59
Graph 117

— bipartiter 122

— einfacher 118

— endlicher 118

— gerichteter 118

— isomorpher 120
- komplementdrer 120
— Level- 141

Index

— orientierter 118

— Petersen- 119

— planarer 145

— plattbarer 145

- Residual- 139

- selbstkomplementdrer 121
— Turnier- 158

- ungerichteter 118

- vollsténdig bipartiter 122
- vollstandiger 121

— zusammenhdngender 120
Graphautomorphismus 157
groBter gemeinsamer Teiler 3
Grothendieck, A. v, vii
Gruppe 2

- abelsche 2

- zyklische 20

— 241

Gruppenordnung siehe Ordnung einer Gruppe

H

Hadamard, J.S. 41
Haken, W. 148
Halbgruppe 2
Halbordnung 161

— vollstdndige 165
Hall, P. 130
Halteproblem 166
Hamilton, W.R. 125
Hamiltonkreis 125
Handschlaglemma 122
Hardy, G. H. 106
harmonische Zahlen 81, 114, 212
Hasse, H. 162
Hasse-Diagramm 162
Hastad, ). 16
Hauptfilter 185

Haus vom Nikolaus 124
Heirat

— stabile 132
Heiratsbedingung 130
Heiratssatz 130, 131
Hierholzer, C. 225
Hintereinanderausfiihrung 199
H6he eines Baums 88
Holder, O.L. 187
Homomorphismus 3
Hypergraph 152
Hyperkante 152
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Ikosaeder 148

imagindre Zahl 2
Induktion 1, 2

Infimum 165

Injektion 199

Inklusion und Exklusion 70
International Standard Book Number 9
Inverses 2

inzident 117

irreduzibel 178

ISBN siehe International Standard Book Number

isomorph 120
Isomorphismus 3

J

Jensen, J.L. 49

Jensen’sche Ungleichung 49

Jordan, M.E.C. 187

Jordan-Hoélder’sche Kettenbedingung 187

K

Kaninchenproblem 21
Kante 117

- Mehrfach- 117
Kantengraph 136
Kantenzug 135

Kapazitdt eines Schnitts 138
Karamata, J. 73

Karp, R. M. 140
kartesisches Produkt 199
Kette 163, 220

- maximale 163
Kettenbruchentwicklung 24
Kind 88

Klammergebirge 87
Klassen

— einer Partition 74
Kleene, S. C. 161, 166, 169, 170
kleiner Satz von Fermat 12
kleinstes gemeinsames Vielfaches 32, 35
Knaster, B. 161, 174

Knoten 117

- adjazente 117

- benachbarte 117

— innerer 88,126

- Kind- 88

- unabhdngige 153

- Wurzel- 88,126
Knotengrad 122

Knuth, D.E. 59,73
kombinatorische Interpretation 33, 54
komplementdr 179
kongruent 7
Kénig, D. 131
Konjunktion 198
Korper 3

Kreis 119

— einfacher 119

- Euler- 123

- Hamilton- 125
Kreiszahl 55
Kuratowski, K. 147

L

Lagrange, J.-). de 19, 204
Landau, E. G.H. 200
Landau-Symbole 200

Lénge

— einer Kette 163

- eines Pfads 119

Leibniz, G.W. 67

Lemma von Bézout 4
Leonardo da Vinci 23
Levelgraph 141

Line-Graph siehe Kantengraph
Liniengraph siehe Kantengraph
Lion King 158

Lipton, R.J. 149, 151

Lubell, D. 220

Lupanov, O.B. 190, 196-198
LYM-Ungleichung 220

M

Markov, A. 46

Markov-Ungleichung 46

Matching 130

— perfektes 130

- stabiles 132
Max-Flow-Min-Cut-Theorem 138
Mehrfachkante 117

Melencolia§l vii

Menge 199

- abzdhlbare 199

disjunkte 54

gerichtete 165

gleichmachtige 54

partiell geordnete siehe Halbordnung
stabile siehe unabhdngige Menge
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- vollstandig geordnete siehe lineare Ordnung

Mengenalgebra 183
Mengenring 181
Mengenverband 178
Menger, K. 131, 134-136, 138, 151
Mersenne, M. 203
Mersenne-Primzahlen 203
Meshalkin, L.D. 220
Mittel

arithmetisches 43

— geometrisches 43

— harmonisches 43
quadratisches 43
modulo 7
monochromatisch 153
Monoid 2

Montmort, P.R. de 72
Morgan, A. de 180
Multimenge 102
Multinomialkoeffizient 67
Multinomialsatz 67

N

Nachbar 129, 130
— oberer 162

— unterer 162
Nair, M. 35
Nielsen, N. 73

0

obere Summation 62
Occam, W. von 180
Occams Rasiermesser 180
O-Notation 200
Operation siehe Verkniipfung
Ordnung

— einer Gruppe 19

— eines Elements 19

- lineare 161

— partielle 161

— totale 161

- Wohl- 161

— wohlfundierte 161

Ore, @. 125

Orientierung 118
Overflow 8

]
parallele Summation 62

Index

Partition 74
Partitionszahlen 83, 99, 102, 106
— arithmetische 84

— Rekursionsformel fiir 84, 85
- summatorische 84

- untere 85

Pascal, B. 58
Pascal’sches Dreieck 58
Patashnik, 0. 59
Peano, G. 1
Peano-Axiome 1
Pentagonalzahlen 107
Pentagonalzahlensatz 108
Permutation 57,199
Petersen, J. P.C. 119
Petersen-Graph 119

Pfad 119

— augmentierender 139

- einfacher 119

- Endpunkt 119

— Startpunkt 119
Pivotelement 52
pivotieren 52

planares Separator-Theorem 149
Pélya, G. 54

polynomiell beschrankt 201
Polynommethode 58
Potenzmenge 55
Potenzmengenring 183
Potenzreihe

- formale 99

Prafix 87

Pratt, V. 20, 31
Primfaktorzerlegung 5
Primzahldichte 39
Primzahlen 1

- Fermat- 203

— Mersenne- 203
Primzahlsatz 41
Primzahltest

- von Fermat 13
Primzahlzertifizierung

- nach Pratt 20

Produkt

- direktes 10

- kartesisches 199
Priifer, E.P.H. 128
Priifer-Code 129

Punkt siehe Knoten

— 243
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Q — von Ore 125
Qin, ). 11 - von Ramsey 153, 156
Quersumme 202 - von Rédei 158
Quickselect 52 — von Sperner 96
Quicksort 52 - von Stone 180, 185

— von Wernicke 158
R - von Wilson 27
Ramanujan, S. 106 - Wohlordnungs- 161
Ramsey, F. P. 152,153, 156, 230 Schaltkreis 191
Ramsey-Zahlen 152, 153, 155, 156 — reduzierter 194
Rédei, L. 158 Schlinge 117
reflexiv 161 schnelle Exponentiation 14
Reihe Schnitt 136, 137
- geometrische 66 - goldener 23
- harmonische 210 Schubfachschluss 154
Rekursionstiefe Scott, D. 166, 167
— des euklidischen Algorithmus 25 Semantik 166
Relation 199 Separator 134, 149
Rencontres-Zahlen 72,114 Shamir, A. 15
Residualgraph 139 Shannon, C.E. 137, 190, 192, 193, 195
Rest bei Division 4 Shannon-Expansion siehe Shannon-Zerlegung
Restklasse 6 Shannon-Zerlegung 192
Restklassenarithmetik 8 Shapley, L. S. 131, 132
Ring 3 Sheffer, H. M. 179
- boolescher 181 Siebformel von Sylvester 70, 71
Rivest, R.L. 15 Sortierung
Roth, A.E. 131 - topologische 163
RSA-Verfahren 15 Spannbaum 127

Sperner, E. 96

Spur einer Matrix 208
Standardabweichung 48
Startknoten 117

Stirling, J. 73

Stirling’sche Formel 33
Stirling’scher Schmetterling 77
Stirling-Zahlen 73, 81, 99, 102, 112
Stirling-Zahlen erster Art 78
Stirling-Zahlen zweiter Art 74
Stone, M. H. 161, 180, 181, 183-185, 190
Sun,Z. 11

Supremum 165

Surjektion 199

Sylvester, J.). 70-72

S

Satz

— Binomial- 59, 65

— Fiinffarben- 148

— Heirats- 130, 131

— Multinomial- 67

— Pentagonalzahlen- 108

- Rest-, chinesischer 10

— Vierfarben- 148

— von Birkhoff 177

- von Dedekind 175

— von Euler 18

- von Fermat, kleiner 12

- von Ford und Fulkerson siehe
Max-Flow-Min-Cut-Theorem

- von Hall siehe Heiratssatz

- von Heawood siehe Fiinffarbensatz T

— von Kuratowski 147 Taine, ). 82

- von Lagrange 19 Tantau, T. vii

- von Lupanov 197 Tarjan, R.E. 149, 151

— von Menger 134-136 Tarski, A. 161, 174



Taylor, R. 12

Taylorreihe 66

teilen 3

Teilgraph 119

- induzierter 119
Teilmenge

- gerichtete 165
Teilverband 173
Teleskopsumme 216
Topologie 183

transitiv 161

trinomiale Revision 60
Trinomialkoeffizient 59
Tschebyschev, P.L. 41, 48
Tschebyschev-Ungleichung 48
Turnier 158

u

Ultrafilter 185
unabhdngige Menge 153
Ungleichung

Bernoulli- 43

— Jensen’sche 49

- LYM- 220

Markov- 46
Tschebyschev- 48
universelle Algebra 176
Untergraph 119
Unterstruktur 3

- erzeugte 3
Unterverband 173
unvergleichbar 161
Urnenmodell 54, 61

Vv

Valenz siehe Knotengrad

Vallée Poussin, C.-). de la 41
Vandermonde, A.-T. 63
Vandermonde’sche Identitat 63, 64

Vandermonde’sche Konvolution siehe

Vandermonde’sche Identitdt
Variable
— boolesche 191
Varianz 48
Venn, ). 69
Venn-Diagramm 69, 183
Verband 171
- boolescher 179
- distributiver 175
- komplementdrer 179

Index

Mengen- 178
modularer 175

— Teil- 173

Unter- 173

- vollstéandiger 173
Verbesserungspfad 139
Verfeinerung 163
Verkniipfung 2

— abelsche 2

— assoziative 2

- kommutative 2
Verteilung 47

- Gleich- 45

- Zipf- 52
Vertretersystem 157
Vierfarbensatz 148
Vollmer, H. 198

w

Wachstum

— asymptotisches 201
Wahrheitswert 190
Wahrscheinlichkeit 45
Wahrscheinlichkeitsraum 45
— diskreter 45
Warshauer, M. 218
Weg siehe Pfad
Wegener, I. 198
Wernicke, P. 158

Wert eines Flusses 137
Wiles, A. 12

Wilson, J. 27

Witt, E. vii
Wittgenstein, L. 1
Wohlordnung 161
Wohlordnungssatz 161
Wurzel 88

Y
Yamamoto, K. 220

z

Zahlen 199

- Bell- 76, 82,99, 113

- Catalan- 86,90, 99, 101
Fermat-Prim- 13, 203

114, 223
Fiinfecks- 107
ganze 199

— 245

Fibonacci- 21, 26, 29, 32, 93, 99, 100, 113,
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— harmonische 81,114, 212 Zeilberger, D. 109

- komplexe 199 Zielknoten 117

— Mersenne-Prim- 203 Zipf, G.K. 52

- natiirliche 199 Zipf-Verteilung 52

— Partitions- 83-85, 99, 102, 106 Zorn, M. A. 185

- Pentagonal- 107 Zufallsvariablen 45
- Prim- 1 - unabhdngige 47

- Ramsey- 152, 153, 155, 156 Zusammenhangskomponente 120
- rationale 199 Zweierkomplement 8
- reelle 199 Zykel 78

- Rencontres- 72,114 Zykelschreibweise 79

— Stirling- 73, 74,78, 81, 99, 102, 112
- teilerfremde 3
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