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Vorwort
Über den Inhalt. Dieses Buch basiert auf der Vorlesung Diskrete Mathematik im Di-
plomstudiengang Informatik an der Universität Stuttgart sowie auf Teilen der Vorle-
sung Lineare Algebra und algebraische Strukturen für Informatiker im gleichen Stu-
diengang an der Universität Dortmund. Beide Lehrveranstaltungen wurden über vie-
le Jahre hinweg erfolgreich gehalten. Die Erfahrungen daraus haben die Stoffauswahl
und deren Darstellung geprägt. Im Laufe der Vorbereitung des Manuskriptes nahm
der Stoffumfang immer weiter zu und begann, den vorgegebenen Rahmen eines Lehr-
buchs zu sprengen. Es wurde auch klar, dass wir in einem umfassenden Werk über-
haupt nur einige wenige Elemente der diskretenMathematik unterbringen können. So
haben wir den Titel und Inhalt den Gegebenheiten angepasst und werden im vorlie-
genden Band nur einen Teil unseres ursprünglichen Manuskripts präsentieren. Die
mehr algebraischen Aspekte sind für einen zweiten Band vorgesehen. Der Titel des
vorliegenden Lehrbuchs drückt die Beschränkung auf elementaren Inhalt undwenige
Elemente aus und gleichzeitig auch unsere Bewunderung für unerreichbare mathe-
matische Vorbilder, die angefangen von Euklid bis zu Dieudonné und Grothendieck
mit ihren ElementenMathematikgeschichte geschrieben haben.

Die Grundidee dieses Buches ist, wesentliche Elemente der diskreten Mathematik
zu vermitteln, um die modernen Entwicklungen im Informationszeitalter kompetent
mathematisch beurteilen zu können. Hierzu gehört das Verständnis von Graphen,
das Rechnen mit großen Zahlen und das Rechnen modulo n. Viele Menschen be-
nutzen regelmäßig Onlinebanking oder bezahlen bargeldlos im Internet. Es ist daher
wohltuend zu begreifen, warum diese Transaktionen nicht nur Sicherheit vorspie-
len, sondern unter realistischen Annahmen sogar garantieren, sofern man die wich-
tigen Spielregeln einhält. Man sollte auch wissen, was passieren kann, wenn man
diese Spielregeln verletzt. Hierzu benötigen wir Primzahlen und wichtige Aussagen
zu ihrer Dichte. Wir beginnen daher mit einer Darstellung der elementaren Zahlen-
theorie. Insbesondere wird die Verschlüsselung mit dem RSA-Verfahren erläutert. Da-
nach behandeln wir Abschätzungen, die unerlässlich sind, wennmanObjekte zählen
oder Laufzeiten wichtiger Algorithmen verstehen möchte. Diverse in der Praxis voll-
kommen zuverlässige Algorithmen nehmen den Zufall zu Hilfe, um überhaupt zu ei-
nem Ergebnis zu kommen. Daher durfte ein Kaptitel zur diskretenWahrscheinlichkeit
nicht fehlen.

Danach begeben wir uns ins Zentrum der diskreten Mathematik. Wir behandeln
Kombinatorik, erzeugende Funktionen und Graphentheorie. Zum Abschluss widmen
wir uns Ordnungsstrukturen und Verbänden sowie booleschen Funktionen und
Schaltkreisen. Aufgaben nehmen in dem Buch einen hohen Stellenwert ein. Es gibt
Musterlösungen, aber natürlich ist es für das Üben nicht zweckmäßig, allzu schnell
auf die Lösungen zurückzugreifen.
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vi Vorwort

Für alle wichtigen Aussagen geben wir vollständige Beweise an und verzichten
auf Ausreden wie „Dies würde den Rahmen dieses Buches sprengen“. Das benötigte
Vorwissen ist gering; dadurch sind Teile des Buches bedingt auch für Schüler geeig-
net.

Die behandelten Grundlagen sind keine bloßen Aneinanderreihungen von Defi-
nitionen und elementaren Zusammenhängen. Statt stur zu befolgende Kochrezepte
darszustellen, versucht das Buch ein tieferes Verständnis für die behandelten ma-
thematischen Zusammenhänge zu vermitteln. Das Ziel ist es, Wissen, Techniken und
Denkweisen vorzustellen, welche den Leser in die Lage versetzen, selbstständig ma-
thematische Probleme zu lösen. Im Zentrum zahlreicher Beweise steht daher eine
kombinatorische Interpretation, die einen bijektiven Beweis ermöglicht. Traditionell
findet man in Lehrbüchern Induktionsbeweise, die es dem Leser relativ leicht ermög-
lichen sollen, die Korrektheit bekannter Resultate nachzuvollziehen. Das Wesen und
der Ursprung dieser Resultate bleibt dann vielfach imDunkeln. Eine kombinatorische
Interpretation vermag den Sachverhalt nachhaltig zu erhellen, sie ist daher vorzuzie-
hen. Allerdings ist diese Denkweise gerade für Anfänger mit einer erkennbaren Hürde
verbunden, aber die Erfahrungen mit dem Stoff zeigen, dass diese Hürde genommen
wird. Viele stufen am Ende genau das Überwinden dieser Schwierigkeit als gewinn-
bringend ein und sehen, machmal erst im Nachhinein, hierin den besonderen Reiz
bei der Beschäftigung mit dem Thema. Die mathematischen Herleitungen haben wir
durch zahlreiche Bilder illustriert.

Wir werden zeigen, dass es sich bei der diskreten Mathematik um ein modernes
und spannendes Gebiet mit vielen Anwendungen handelt. Bei den vorgestellten Kon-
zepten haben wir deshalb Wert auf mathematische Ästhetik gelegt, auch wenn dies
manchmal zu Lasten der bestmöglichen Ergebnisse ging. Die Lektüre dieses Buches
soll Spaß machen und unterhaltsam sein. Dies hat die Auswahl der fortgeschrittenen
Themen maßgeblich beeinflusst.

Das Buch ergänzt und vertieft Grundlagen und zeigt mögliche Anwendungen auf.
Es werden auch Themen behandelt, die über den Standardstoff hinaus gehen. Wir
hoffen, dass ein Leser in jedem Kapitel mindestens ein Highlight findet. Wir favori-
sieren flüssige gegenüber allzu langatmigen Erklärungen, so soll Freiraum für eigene
Überlegungen bleiben. Am Ende eines jeden Kapitels haben wir kurze Kapitelzusam-
menfassungen als Lern- und Merkhilfe hinzugefügt.

Bei der Erstellung des Textes haben wir uns von anderen Mathematikern inspi-
rieren lassen. Hervorheben möchten wir die Lehrbücher [2, 22, 28]. Daneben wurde
an vielen Stellen Originalliteratur verwendet, die noch nicht in Lehrbüchern präsen-
tiert wurde. Manchmal ist dann etwas Eigenes entstanden, teilweise sind wir nahe an
den Quellen geblieben. In diesen Fällen finden sich häufig explizite Hinweise. Erwäh-
nen wir Mathematiker namentlich, so finden sich biographische Angaben, sofern es
uns sinnvoll erschien und die Daten öffentlich zugänglich waren oder wir das Ein-
verständnis zur Nennung der Geburtsjahre erhielten. Wir hoffen, dass eine zeitliche

Unauthenticated
Download Date | 4/24/16 1:22 PM



�

�
“main” — 2013/3/11 — 14:49 — page vii — #7

�

�

�

�

�

�

Vorwort vii

Einordnung hilft, mathematische Entwicklungen im Kontext zu verstehen. Bei der
Umschrift russischer Namen, habenwir die international übliche englische Umschrift
bevorzugt, auch wenn sie von der deutschen abweicht. So schreiben wirMarkov-Un-
gleichung und nichtMarkow- oderMarkoff-Ungleichung. Bei lebendenMathematikern
haben wir, falls uns bekannt, auf ihre selbst verwendete Umschrift zurückgegriffen.
Schließlich möchten wir darauf hinweisen, dass wir Satzzeichen am Ende von abge-
setzten Formeln unterdrückt haben.

Über die Autoren lässt sich berichten, dass sie sowohl in der Mathematik als auch in
der Informatik zu Hause sind:

Der erste Autor hatte das große Glück, dass er bei Alexander Grothendieck in
Montpellier (Frankreich) eine Abschlussarbeit anfertigen und bei Ernst Witt in Ham-
burg regelmäßig Seminare besuchen konnte. Diese beeindruckenden Persönlichkei-
ten haben nachhaltigen Einfluss auf seine Entwicklung gehabt.

Der zweite hat beim ersten Autor in Stuttgart in Informatik promoviert und dann
ebenfalls in Frankreich (Bordeaux) ein Auslandsjahr verbracht. Mathematik und
Schachspielen begeistern ihn seit frühester Jugend. Die genaue Vorausschau, durch
welche Züge ein Ziel erreicht werden kann, findet sich durchgehend beim Planen der
Beweise im Text.

Der im Alphabet letztgenannte Autor verfügt über die größte Lebenserfahrung,
die Erfahrungen Mathematik zu unterrichten und Lehrbücher zu verfassen. Geprägt
in seiner Lehre und Forschung sowie bei seiner Präsentation von Vorträgen wurde
er insbesondere durch längere Aufenthalte in Russland und den USA. In seinen For-
schungsarbeiten kann er auf Koautoren aus mehr als 25 verschiedenen Ländern ver-
weisen.

Über Anagramme. Der Arbeitstitel des Buches war schlicht Diskrete Mathematik, ein
Vorlesungstitel, den Studierende durch Buchstabenvertauschung in Diekerts Mathe-
matik umbenannten. Dieses Anagramm ist nun im Titel nicht mehr unmittelbar vor-
handen, wurde jedoch durch ein kunstfertigeres ersetzt. Unser Umschlag zeigt einen
Ausschnitt aus dem berühmten Kupferstich der Staatlichen Kunsthalle Karlsruhe von
Albrecht Dürer mit dem TitelMelencolia§I, einemAnagramm von Cameleon § LI I. Wir
sehen auf demUmschlag die wandlungsfähigen Elemente aus einemmagischen Qua-
drat davoneilen. Möge uns die Kunst der Wandlungsfähigkeit auf der Reise durch die
Mathematik begleiten.

Danksagung. Das Buch wäre ohne Unterstützung und Hilfe nicht zustande gekom-
men. Namentlich nennenmöchtenwir UlrichHertrampf, JonathanKausch, Jürn Laun,
Alexander Lauser, Heike Photien, Horst Prote, Aila Rosenberger, Tobias Walter und
Armin Weiß. Sie haben diverse Übungsaufgaben erstellt oder gelöst, Text Korrektur
gelesen und beim Schreiben in LATEX sowie Zeichnenmit Till Tantaus „TikZ“ (Tills TikZ
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ist kein Zeichenprogramm) geholfen. Alle verbliebenen Fehler gehen zu Lasten der
Autoren. Unser Dank gilt auch dem Verlag Walter de Gruyter, der das Buch in seine
Lehrbuchreihe aufnahm.

Der größte Dank gilt unseren Partnern für die geduldige und fördernde Beglei-
tung und unseren Kindern und Kindeskindern für die Freude auf die Zukunft.

Stuttgart und Hamburg, Dezember 2012 Volker Diekert
Manfred Kufleitner

Gerhard Rosenberger
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1 Elementare Zahlentheorie

1.1 Einführung

Ja, was ich hier geschrieben habe macht im Einzelnen überhaupt nicht den Anspruch auf Neu-
heit; und darum gebe ich auch keine Quellen an, weil es mir gleichgültig ist, ob das was ich
gedacht habe, vor mir schon ein anderer gedacht hat.1

Wir weichen vonWittgensteins Meinung geringfügig ab, denn auf einige wenige Quel-
len wird verwiesen.

1.1.1 Von natürlichen zu komplexen Zahlen

Die natürlichen ZahlenN können nach Giuseppe Peano (1858–1932) durch die folgen-
den Axiome definiert werden:
– Es gibt eine natürliche Zahl Null.
– Der Nachfolger einer natürlichen Zahl ist eine natürliche Zahl.
– Null ist kein Nachfolger einer natürlichen Zahl.
– Die Nachfolger zweier verschiedener natürlichen Zahlen sind verschieden.
– Enthält eine Teilmenge natürlicher Zahlen die Null und zusammenmit jeder Zahl

auch deren Nachfolger, so ist diese Teilmenge bereits die Menge aller natürlichen
Zahlen.

Die letzte Forderung nennt man auch das Axiom der vollständigen Induktion. Die Null
schreiben wir als 0 und den Nachfolger einer Zahl n bezeichnen wir mit s(n). Die
Standardrealisierung definiert jede natürliche Zahl als eine Menge von anderen na-
türlichen Zahlen. Die Zahl 0 ist die leere Menge∅, die Zahl 1 = s(0) wird zur einele-
mentigen Menge {∅}, die Zahl 2 = s(1) ist die Menge {∅, {∅}}mit zwei Elementen.
Ausgehend von 0 = ∅ wird s(n) = {0, . . . , n} für alle natürlichen Zahlen n ge-
setzt. Die Zahl n ist also selbst eine Menge mit „n“ Elementen. Die Ordnungsrelation
m ≤ n wird zur Teilmengenbeziehung m ⊆ n. Die Existenz der natürlichen Zah-
len wird damit auf die Mengenlehre reduziert. Dies reflektiert unseren Standpunkt,
dass alle mathematischen Objekte in diesem Buch als Mengen interpretiert werden
können.

Primzahlen spielen die zentrale Rolle in der Zahlentheorie. Eine Primzahl ist eine
natürliche Zahln, die genau zwei Teiler inN hat, nämlich die 1 und sich selbst. Damit
ist weder 0 eine Primzahl, da 0 unendlich viele Teiler hat, noch ist 1 eine Primzahl, da
nur ein einziger Teiler, nämlich 1, existiert. Die kleinste Primzahl ist 2. Alle weiteren
Primzahlen sind ungerade.

1 Aus dem Vorwort der 1918 verfassten Schrift „Logisch-Philosophische Abhandlung“ von Ludwig
Wittgenstein (1889–1951), die auch als „Tractatus logico-philosophicus“ bekannt ist.
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2 Elementare Zahlentheorie

Eine Besonderheit der natürlichen Zahlen ist ihre Wohlordnung: Jede nichtleere
Teilmenge hat ein kleinstes Element. Dies führt direkt zu einem zweiten Induktions-
prinzip. Um zu zeigen, dass P(n) für alle n ∈ N wahr ist, reicht es, P(n) unter der
Induktionsannahme zu beweisen, dass P(m) für allem < n gilt. Denn gilt eine Ei-
genschaft P nicht für alle natürlichen Zahlen, so muss es eine kleinste Zahl geben,
für die P falsch ist und für alle kleineren Zahlen ist P wahr.

Im Aufbau des Zahlensystems erhält man aus N die ganzen Zahlen Z, dann die
rationalen Zahlen Q. Hieraus werden die reellen Zahlen R konstruiert. Schließlich
nimmt man noch eine imaginäre Zahl i = √−1 hinzu, die die wundersame Eigen-
schaft hat, dass ihr Quadrat die negative Zahl −1 ist. Hieraus ergeben sich dann die
komplexen ZahlenC. Wir gehen davon aus, dass der Leser mit reellen Zahlen vertraut
ist. Komplexe Zahlen kommen kaum vor.

1.1.2 Von Halbgruppen zu Körpern

Alle soeben genannten Zahlenbereiche sind in natürlicher Weise mit den beiden Ver-
knüpfungen „plus“ und „mal“ ausgestattet. Ähnlich wie man die natürlichen Zah-
len durch die Peano-Axiome beschreibt, kann man auch bei Verknüpfungen gewisse
Axiome betrachten. Sei ◦ eine beliebige AbbildungM ×M → M mit (x,y) �→ x ◦y;
wir nennen ◦ eine Verknüpfung (oder Operation), und wir sagen ◦ ist assoziativ, wenn
für alle x,y, z ∈ M die Rechenregel (x ◦y)◦z = x ◦ (y ◦z) gilt. Sie ist kommutativ
(oder auch abelsch), wenn x ◦ y = y ◦ x für alle x,y ∈ M gilt. Bei assoziativen
Verknüpfungen ist das Ergebnis unabhängig von der Reihenfolge der Auswertung, so
dass der Term x ◦ y ◦ z ein eindeutig bestimmtes Element aus M beschreibt. Ein
Element e ∈ M ist neutral, falls x ◦ e = e ◦ x = x für alle x ∈ M gilt. Insbeson-
dere gibt es höchstens ein neutrales Element, denn sind e und e′ neutral, so folgt
e′ = e ◦ e′ = e. Wenn e ein neutrales Element ist, dann ist x ∈ M invertierbar, falls
ein Element y ∈ M mit x ◦ y = y ◦ x = e existiert; man nennt dann y das Inverse
von x. Wenn die zugrunde liegende Verknüpfung klar ist, dann schreiben wir auch
oft xy anstelle von x ◦y . EineHalbgruppe ist eine Menge mit einer assoziativen Ver-
knüpfung. Für jedesn ∈ N bilden die Zahlen {m ∈ N | m ≥ n}mit der Addition als
Verknüpfung eine kommutative Halbgruppe. Ein Monoid ist eine Halbgruppe mit ei-
nem neutralen Element. Ein typisches Beispiel für ein kommutatives Monoid sind die
natürlichen Zahlen N mit der Addition, und das neutrale Element ist 0. Eine Grup-
pe ist ein Monoid, bei dem jedes Element invertierbar ist. Die ganzen Zahlen Z mit
der Addition bilden eine kommutative Gruppe. Hierbei ist −x das Inverse von x. Vor
allem in der Gruppentheorie spricht man anstatt von kommutativen Gruppen häu-
fig von abelschen Gruppen nach Niels Henrik Abel (1802–1829). Bei kommutativen
Operationen benutzt man häufig + als Zeichen für die Verknüpfung und 0 für das
neutrale Element.
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Wenn nun M mit zwei Verknüpfungen + und · ausgestattet ist, dann kann man
durchRechengesetze dasVerhältnis der beidenOperationen zueinander beschreiben.
Die wichtigsten Axiome sind hier dieDistributivgesetze; das heißt, es giltx·(y+z) =
x ·y +x · z und (x +y) · z = x · z+y · z für alle x,y, z ∈M. Wir sagen, dassM
ein Ring ist, wenn die Distributivgesetze gelten, wennM mit der Verknüpfung + eine
kommutative Gruppe ist, und wennM mit · ein Monoid bildet. Ein Ring ist kommuta-
tiv, wenn · eine kommutative Verknüpfung ist. Die ganzen Zahlen Zmit Addition und
Multiplikation bilden einen kommutativen Ring. SeiM ein kommutativer Ring mit 0
als neutralem Element für die Verknüpfung +; dann istM ein Körper, wennM \ {0}
bezüglich der Multiplikation eine Gruppe ist. Die Zahlenbereiche Q, R und C sind
Körper.

Für eine algebraische StrukturX sagen wir, Y ⊆ X ist eine Unterstruktur, wenn Y
selbst auch wieder dieselben Struktureigenschaften erfüllt, wie sie bei X gefordert
werden. Beispielsweise bilden die geraden Zahlen mit der Addition eine Untergrup-
pe der ganzen Zahlen. Ein anderes Beispiel ist die Halbgruppe M = {1,0} mit der
Multiplikation; hier sind {1} und {0} Unterhalbgruppen. Die HalbgruppeM ist auch
ein Monoid, aber nur {1} ist ein Untermonoid, da {0} zwar ein Monoid bildet, aber
nicht die 1 vonM enthält. Die von Y ⊆ X erzeugteUnterstruktur vonX ist die kleinste
Unterstruktur, welche die Menge Y enthält.

Eine Abbildung zwischen algebraischen Strukturen, die mit den jeweiligen Ope-
rationen verträglich ist (wie + und ·) sowie neutrale Elemente aufeinander abbildet,
heißt Homomorphismus. Ein Gruppenhomomorphismus ist eine Abbildung ϕ : G →
G′ zwischen Gruppenmitϕ(x·y) =ϕ(x)·ϕ(y) für allex,y ∈ G. Denn durch die
Gruppeneigenschaft wird das neutrale Element 1G vonG automatisch auf das neutra-
le Element 1G′ von G′ abgebildet. Für Monoide ist dies eine zusätzliche Forderung.
Daher ist ein Ringhomomorphismus eine Abbildung ϕ : R → R′ zwischen Ringen
mit ϕ(x + y) = ϕ(x) +ϕ(y), ϕ(x · y) = ϕ(x) ·ϕ(y) für alle x,y ∈ R und
ϕ(1R) = 1R′ . Eine Bijektionϕ besitzt stets eine Umkehrabbildung ϕ−1. Sind beide
Abbildungenϕ undϕ−1 Homomorphismen, so nennt manϕ einen Isomorphismus.
In vielen Fällen ist ein bijektiver Homomorphismus bereits ein Isomorphismus.

1.2 Der euklidische Algorithmus

Eine ganze Zahl k teilt �, geschrieben k |�, fallsm ∈ Z existiert mit km = �. Den
größten gemeinsamen Teiler von zwei ganzen Zahlen k und � bezeichnen wir mit
ggT(k, �); es ist die größte natürliche Zahl, die sowohl k als auch � teilt. Den größten
gemeinsamen Teiler von k und 0 definieren wir als die Zahl |k|. Zwei Zahlen heißen
teilerfremd, wenn ihr größter gemeinsamer Teiler 1 ist. Der euklidische Algorithmus
(Euklid von Alexandria, Wirken um 300 v. Chr.) ist ein effizientes Verfahren zur Be-
rechnung des größten gemeinsamen Teilers. Da ggT(k, �) = ggT(−k, �) = ggT(�, k)
gilt, genügt es k, � ∈ N zu betrachten. Sei 0 < k ≤ � und schreibe � = qk + r ,
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wobei 0 ≤ r < k der Rest ist. Für diesen Rest r schreiben wir auch „� mod k“. Hier-
auf gehen wir im nächsten Abschnitt näher ein. Jede Zahl, die k und den Rest r teilt,
teilt auch die Summe � = qk+ r . Jede Zahl, die k und � teilt, teilt auch die Differenz
r = �−qk. Dies liefert uns die folgende rekursive Version des euklidischen Algorith-
mus:

/∗ Voraussetzung ist k ≥ 0, � ≥ 0 ∗/
function ggT(k, �)
begin
if k = 0 then return �
else return ggT(� mod k, k) fi

end

Beispiel 1.1. Wir wollen ggT(21,59) bestimmen. Links geben wir im Folgenden den
Rechenweg für das obige Programm an; rechts befindet sich eine kürzere Rechnung
unter der Zuhilfenahme von negativen Zahlen.

59 = 2 · 21+ 17 59 = 3 · 21− 4

21 = 1 · 17+ 4 21 = 5 · 4+ 1

17 = 4 · 4+ 1

Damit ist ggT(21,59) = 1. ♦

Satz 1.2 wird häufig Étienne Bézout (1730–1783) zugeschrieben, der eine entspre-
chende Aussage für Polynome gezeigt hat. Die Aussage des Satzes war schon früher
durch Arbeiten von Claude Gaspard Bachet de Méziriac (1581–1638) bekannt.

Satz 1.2 (Lemma von Bézout). Seien k, � ∈ Z. Dann existieren a,b ∈ Zmit:

ggT(k, �) = ak+ b�

Beweis. Wir können � > k > 0 annehmen, die anderen Fälle sind offensichtlich oder
können auf diesen Fall reduziert werden. Setze r0 = � und r1 = k. Der euklidische
Algorithmus berechnet nacheinander Reste r0 > r1 > r2 . . . > rn ≥ rn+1 = 0, die
die Beziehungen

ri−1 = qiri + ri+1

für geeignete qi ∈ N erfüllen. Es folgt ggT(k, �) = ggT(ri+1, ri) = ggT(0, rn) = rn.
Wir zeigen nun, dass für alle i ∈ {0, . . . , n} ganze Zahlen ai und bi derart existieren,
dass airi+1 + biri = rn gilt. Für i = n ist an = 0 und bn = 1. Sei nun i < n und
seien ai+1 und bi+1 bereits definiert, d. h. ai+1ri+2 + bi+1ri+1 = rn. Mit ri+2 = ri −
qi+1ri+1 folgt (bi+1−ai+1qi+1)ri+1+ai+1ri = rn. Damit habenai = bi+1−ai+1qi+1

und bi = ai+1 die gewünschte Eigenschaft.
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Der obige Beweis liefert das folgende Verfahren. Der erweiterte euklidische Algo-
rithmus berechnet zusätzlich zu ggT(k, �) auch Zahlen a und b mit der Eigenschaft
ak+ b� = ggT(k, �).

/∗ Voraussetzung ist k ≥ 0, � ≥ 0 ∗/
/∗ Berechnet wird (a, b, t)mit ak+ b� = t = ggT(k, �) ∗/
function erw-ggT(k, �)
begin
if k = 0 then return (0,1, �)
else
(a, b, t) := erw-ggT(� mod k, k);
return (b − a ·

⌊
�
k

⌋
, a, t)

fi
end

Beispiel 1.3. Wir führen Beispiel 1.1 fort. Rückwärts Einsetzen bei der ersten Rech-
nung ergibt

1 = 17− 4 · 4

= 17− 4 · (21− 1 · 17)

= −4 · 21+ 5 · 17

= −4 · 21+ 5 · (59− 2 · 21)

= −14 · 21+ 5 · 59

Die Darstellung der 1 als Linearkombination von 21 und 59 ist nicht eindeutig. Bei-
spielsweise gilt 1 = −14 · 21+ (59 · 21− 21 · 59)+ 5 · 59 = 45 · 21− 16 · 59. ♦

Das Korollar 1.4 von Satz 1.2 sagt aus, dass die zu n teilerfremden Zahlen bezüg-
lich der Multiplikation ein Untermonoid von Z bilden.

Korollar 1.4. Sei n ∈ Z und seien k, � ∈ Z zu n teilerfremde Zahlen, also ggT(n, k) =
ggT(n, �) = 1. Dann ist n auch teilerfremd zum Produkt k�.

Beweis. Schreibe 1 = an + bk = cn + d� für gewisse a, b, c, d ∈ Z. Dann gilt
1 = (an+bk)(cn+d�) = (anc+bkc+ad�)n+bd(k�). Ein gemeinsamer Teiler
von n und k� teilt damit auch 1. Hieraus folgt ggT(n, k�) = 1.

1.3 Der Fundamentalsatz der Arithmetik

Mit dem Fundamentalsatz der Arithmetik bezeichnet man die Aussage, dass jede po-
sitive natürliche Zahl eine eindeutige Primfaktorzerlegung hat.
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6 Elementare Zahlentheorie

Satz 1.5. Sei P = {2,3,5,7,11, . . .} die Menge der Primzahlen und n ∈ N mit n ≥ 1.
Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Produktdarstellung

n =
∏
p∈P

pnp

Die Zahlen np sind dabei genau dann von Null verschieden, wenn die Primzahl p ein
Teiler von n ist.

Beweis. Die Zahl 1 ermöglicht die Primfaktorzerlegung mitnp = 0 für alle p ∈ P und
dies ist auch die einzige Zerlegung. Gilt n > 1, so teilt eine Primzahl p die Zahl n
und wir erhalten eine Darstellung der gewünschten Form induktiv aus der Primfak-
torzerlegung von n/p. Darüber hinaus gibt es für jede Primzahl p, die n teilt, eine
Primfaktorzerlegung mit np ≥ 1. Klar ist auch, dass nur diejenigen np ungleich Null
sein können, für die p ein Teiler von n ist.

Es bleibt daher nur, die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung zu zeigen. Ange-
nommen, es gäbe für eine Zahl zwei verschiedene Zerlegungen. Dann würden wir
durch Kürzen maximaler Primzahlpotenzen zwei disjunkte endliche Teilmengen R ⊆
P undQ ⊆ P finden sowie eine Gleichung

m =
∏
p∈R

pnp =
∏
q∈Q

qnq

Wir können nq > 0 für ein q ∈ Q annehmen. Also teilt q die Zahlm. Andererseits
kommt q in R nicht vor und q ist teilfremd zu allen Zahlen in R, da verschiedene
Primzahlen teilerfremd sind. Nach Korollar 1.4 ist dann q teilerfremd zum Produktm.
Dies ist ein Widerspruch, da q > 1.

1.4 Modulare Arithmetik

Es sei n eine ganze Zahl, aber auch die Annahme n ∈ N ist keine wirkliche Ein-
schränkung. Die Zahl n teilt die Menge der ganzen Zahlen in Restklassen ein. Die
Restklasse zu k ∈ Z ist die Teilmenge k + nZ ⊆ Z. Es gilt � ∈ k + nZ genau dann,
wenn k+ nZ = � + nZ; und Restklassen sind entweder identisch oder disjunkt. Die
Menge {k+nZ | k ∈ Z} wird als Ring der Restklassen Z/nZ bezeichnet. Es ist ein
Ring, da man Klassen wie ganze Zahlen addieren und multiplizieren kann. Wir set-
zen:

(k+nZ)+ (� +nZ) = k+ �+nZ
(k+nZ) · (� +nZ) = k� +nZ

Man beachte, dass die Operationen wohldefiniert sind, denn das Ergebnis der Ope-
rationen hängt nicht von den Repräsentanten ab. Wir können also k durch ein k′ ∈
k+nZ und � durch ein �′ ∈ �+nZ ersetzen; dann gelten k+�+nZ = k′ +�′ +nZ
sowie k� +nZ = k′�′ +nZ. Für k ∈ �+nZ schreiben wir

k ≡ � mod n
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Modulare Arithmetik 7

und sagen, k und � sind kongruent modulo n. Für n = 0 ist Z = Z/nZ, und k ≡
� mod 0 bedeutet k = �. Sei deshalb ab jetzt n ≠ 0. Mit kmod n meinen wir die
eindeutig bestimmte Zahl r ∈ {0, . . . , |n| − 1} mit k ≡ r mod n. Die Zahl r ist der
Rest beim Teilen von k durch n. Jede Klasse k + nZ wird durch den Rest kmod n
eindeutig repräsentiert. Daher ist es manchmal nützlich, die Menge Z/nZ mit der
Menge {0, . . . , n− 1} zu identifizieren. Wir erhalten:

(kmod n)+ (� mod n) ≡ k+ � mod n

(k mod n) · (� mod n) ≡ k · � mod n

Beispiel 1.6. Wir wollen 11561 mod 12 ausrechnen. Zuerst den Wert 11561 auszu-
rechnen ist zu mühsam. Für die Basis gilt 11 ≡ −1 mod 12. Daraus folgt 11561 ≡
(−1)561 ≡ −1 ≡ 11 mod 12 und wir erhalten 11561 mod 12 = 11. ♦

Beim Modulo-Rechnen mit Addition und Multiplikation kann man jederzeit zwi-
schen beliebigen konkreten Zahlen und ihren Restklassen hin und her wechseln. Das
Ergebnis stimmt dann „modulon“. Nur bei der Divisionmit Teilern vonnmüssenwir
aufpassen.

Mit (Z/nZ)∗ bezeichnenwir die Gruppe der Einheiten des Ringes Z/nZ. Dies sind
die Restklassen, die ein multiplikatives Inverses besitzen. Die Anzahl |(Z/nZ)∗|wird
mit ϕ(n) bezeichnet und im Abschnitt 1.10 genauer untersucht. Der Wert ϕ(n) ist
die Anzahl der zu n teilerfremden natürlichen Zahlen im Bereich von 1 bis n. Für
eine Primzahl p istϕ(p) = p − 1.

Satz 1.7. Sei n ∈ N. Dann gelten die folgenden Aussagen.
(a) (Z/nZ)∗ = {k+nZ | ggT(k,n) = 1}.
(b) Die Zahl n ist genau dann eine Primzahl, wenn Z/nZ ein Körper ist.
(c) Sei k ∈ Z. Die Multiplikation Z/nZ → Z/nZ, x �→ kx mit k ist genau dann

bijektiv, wenn ggT(k,n) = 1 gilt.

Beweis. (a) Es gilt k ∈ (Z/nZ)∗ genau dann, wenn wir 1 = k� +mn schreiben
können. Nach Satz 1.2 ist dies genau dann der Fall, wenn ggT(k,n) = 1.

(b) Der Ring Z/nZ ist genau dann ein Körper, wenn alle von Null verschiedenen
Elemente invertierbar sind. Dies bedeutet nach (a), dass alle natürlichen Zahlen von 1
bis n − 1 zu n teilerfremd sind. Dies wiederum ist gleichwertig zur Primzahleigen-
schaft.

(c) Für ggT(k,n) = 1 ist k in (Z/nZ)∗ invertierbar, und die Multiplikation mit k
hat eine inverse Abbildung; sie ist damit bijektiv. Haben k undn einen gemeinsamen
Teilerm ≠ 1, so ist k · (n/m) ∈ nZ und damit k · (n/m) ≡ 0 ≡ k · 0 mod n, aber
n/m �≡ 0 mod n.
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8 Elementare Zahlentheorie

1.5 Anwendungen der modularen Arithmetik

1.5.1 Bits und Bytes

Eine der vielen Anwendungen der modularen Arithmetik (oder auch Restklassen-
arithmetik) findet sich in der internen Darstellung ganzer Zahlen im Rechner. Wir
nehmen an, dass k Bits für die Darstellung zur Verfügung stehen und dass die Multi-
plikation mit Minus-Eins weitgehend möglich sein soll. Da bereits ein Bit für das Vor-
zeichen verloren geht und da aufgrund von−0 = +0 nicht genau gleich viele positive
wie negative Zahlen dargestellt werden können, ist ein maximaler Zahlenbereich:

−2k−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
2k−1 Zahlen

,0,1, . . . ,2k−1 − 1︸ ︷︷ ︸
2k−1 Zahlen

Für viele Fälle erweist es sich als günstiger, statt explizit mit Vorzeichen zu rech-
nen, zur Restklassenarithmetik modulo 2k überzugehen.Wir rechnen imRing Z/2kZ.
Der obige Zahlenbereich ist dann ein Repräsentantensystem. Bei einem Stellenwert-
system zur Basis 2 liefert das erste (höchstwertige) der k Bits die Information über
das Vorzeichen. Es ist genau dann Eins, wenn die dargestellte Zahl negativ ist. Natür-
lich muss ein Überschreiten des gültigen Zahlenbereichs (ein „Overflow“) gesondert
verwaltet werden. Angenommen, 8 Bits stehen zur Verfügung. Dann können wir den
Bereich von−128 bis+127 darstellen. Mit k = 8 gilt nämlich:

01111111 = 2k−1 − 1 = 127 ≡ 127 mod 28

10000000 = 2k−1 = 128 ≡ −128 mod 28

11111111︸ ︷︷ ︸
k Bits

= 2k − 1 = 255 ≡ −1 mod 28

Ein Vorteil dieser Arithmetik ist, dass die Subtraktion nicht schwieriger als die Addi-
tion ist, da die Multiplikation mit Minus-Eins nur die Bildung des Zweierkomplements
erfordert. Sei x = x1 · · ·xk mit xi ∈ {0,1} und definiere x = x1 · · ·xk mit der
Bezeichnung 0 = 1 und 1 = 0. Dann gilt

x + x = 1 · · ·1︸ ︷︷ ︸
k-mal

= 2k − 1

Unsere Rechnungen gelten stets nur modulo 2k, liegt das Endergebnis jedoch im gül-
tigen Zahlenbereich, so ist es korrekt. Insbesondere gilt dort −x = x + 1. Sei bei-
spielsweise k = 8 und x = 01101011 = +107. Wir berechnen−x = −107 durch:

x = 10010100

x + 1 = 10010101 = 149 ≡ −107 mod 256

Im Fall einer negativen Zahl x = 10010000 = −112 ≡ 144 mod 256 ergibt sich
−x = +112 wie folgt:

x = 01101111

x + 1 = 01110000 = 112
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Der chinesische Restsatz 9

1.5.2 Fehlererkennung bei Artikelnummern

Weitere Anwendungen der modularen Arithmetik findet man bei der EAN (European
Article Number) und der ISBN (International Standard Book Number). Die EAN dient
der Kennzeichnung von Handelsartikeln, wohingegen die ISBN diese Aufgabe bei Bü-
chern erfüllt. Bei beiden Systemen ist die letzte Stelle eine Prüfziffer, die aus der ge-
wichteten Quersumme der übrigen Stellen entsteht.

Eine korrekte EAN ist eine 13-stellige Dezimalzahlx13x12 · · ·x1 mit Prüfzifferx1

und der Eigenschaft

x13 + 3 · x12 + x11 + 3 · x10 + · · · + x1 ≡ 0 mod 10

Als Gewichte treten abwechselnd 1 und 3 auf. Falls nun beim Bestimmen der gewich-
teten Quersumme ein Wert ungleich 0 herauskommt, so entspricht dies einer Feh-
lermeldung. Welche Arten von Fehlern können wir mit diesem Verfahren erkennen?
Die Abweichung einer Stelle um a führt je nach Gewicht dieser Stelle zu einer Ab-
weichung a bzw. 3a in der Prüfsumme. Wegen ggT(3,10) = 1 folgt, dass wir bei
a �≡ 0 mod 10 eine Fehlermeldung erhalten. Diese sogenannten Einfachfehler hätten
wir schon erkennen können, wenn wir alle Stellen mit 1 gewichtet hätten. Die unter-
schiedlichenGewichte benachbarter Stellen ermöglichen es, die Vertauschung zweier
Stellen xi+1 und xi einer EAN zu erkennen, falls xi+1 �≡ xi mod 5 gilt. Wir kön-
nen aber zum Beispiel keine Vertauschung von 7 und 2 erkennen. Bei der 10-stelligen
ISBN rechnet man modulo 11, so dass hier die 10 möglichen Gewichte 10,9,8, . . . ,1
zur Verfügung stehen, die alle teilerfremd zu 11 sind. Eine korrekte ISBNx10x9 · · ·x1

mit Prüfziffer x1 erfüllt

10 · x10 + 9 · x9 + 8 · x8 + · · · + 1 · x1 ≡ 0 mod 11

Da die Differenz zweier benachbarter Gewichte stets 1 ist, lassen sich zusätzlich zu
einzelnen Tippfehlern alle Vertauschungen benachbarter Stellen erkennen. Aller-
dings benötigt man bei der Darstellung der Prüfziffer von ISBNs wegen des Rechnens
modulo 11 ein weiteres SymbolX für den Wert 10.

1.6 Der chinesische Restsatz

Die Grundlage für diesen Abschnitt ist das Lemma 1.8.

Lemma 1.8. Für teilerfremde Zahlen k, � ∈ Z ist die folgende Abbildung surjektiv:

π : Z → Z/kZ× Z/�Z
x �→ (x + kZ, x + �Z)

Die Abbildung π induziert durch (x mod k�) �→ (x mod k, x mod �) eine Bijektion
zwischen Z/k�Z und Z/kZ× Z/�Z.
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10 Elementare Zahlentheorie

Beweis. Betrachte (x + kZ, y + �Z). Aufgrund der Teilerfremdheit von k und � gibt
es Zahlen a, b ∈ Z mit ak + b� = 1. Damit gilt b� ≡ 1 mod k und ak ≡ 1 mod �.
Für x,y ∈ Z hat yak+ xb� die folgenden Eigenschaften:

yak+ xb� ≡ 0+ x · 1 ≡ x mod k

yak+ xb� ≡ y · 1+ 0 ≡ y mod �

Es folgtπ(yak+xb�) = (x+kZ, y+�Z) undπ ist surjektiv. Es giltπ(x′) = π(x)
für alle x′ ∈ x + k�Z, daher ist (x mod k�) �→ (x mod k, x mod �) wohldefiniert.
Daher induziertπ eine Surjektion von Z/k�Z auf Z/kZ×Z/�Z. Schließlich erkennen
wir, dass es jeweils genau k� Elemente in Z/k�Z und in Z/kZ × Z/�Z gibt. Also ist
die induzierte Abbildung bijektiv.

Der erweiterte euklidische Algorithmus aus Abschnitt 1.2 liefert ein effektives Ver-
fahren, für ein Paar (y, z) ∈ Z/kZ × Z/�Z eine Zahl x ∈ Z mit π(x) = (y, z) zu
berechnen.

Beispiel 1.9. Sei k = 5 und � = 7. Wir wollen eine Zahl z ausrechnen mit π(z) =
(3 + 5Z,4 + 7Z), d. h., wir suchen ein z mit z ≡ 3 mod 5 und z ≡ 4 mod 7. Der
erweiterte euklidische Algorithmus liefert uns−4 · 5+ 3 · 7 = 1. Wie im Beweis von
Lemma 1.8 setzen wir z = 4 · (−4) · 5+ 3 · 3 · 7 = −17 und es gilt −17 ≡ 3 mod 5

und −17 ≡ 4 mod 7. Eine andere Lösung ist −17 + 5 · 7 = 18. Auch hier gilt 18 ≡
3 mod 5 und 18 ≡ 4 mod 7. ♦

Lemma 1.8 ergibt den sogenannten chinesischen Restsatz, der eine algebraische
Interpretation liefert. Sind R1 undR2 Ringe, so können wir auf dem kartesischen Pro-
dukt R1 × R2 durch komponentenweise Addition und Multiplikation eine Ringstruk-
tur erklären. Konkret ist die Addition definiert durch (x1, y1) + (x2, y2) = (x1 +
x2, y1 + y2). Die Null ist das Paar (0,0) ∈ R1 × R2. Die Multiplikation ist analog
definiert durch (x1, y1) · (x2, y2) = (x1 · x2, y1 · y2). Das Einselement ist (1,1).
Wir nennen diesen Ring das direkte Produkt von R1 und R2.

Satz 1.10 (Chinesischer Restsatz). Seien k, � ∈ Z teilerfremd. Dann definiert folgende
Zuordnung einen Ringisomorphismus:

Z/k�Z → Z/kZ× Z/�Z
x + k�Z �→ (x + kZ, x + �Z)

Beweis. Die Zuordnung ist mit der Addition und Multiplikation verträglich und ent-
spricht der bijektiven Abbildung aus Lemma 1.8.

Beispiel 1.11. Die Ringe Z/35Z und Z/5Z × Z/7Z sind isomorph. In der folgenden
Tabelle geben wir die Entsprechungen der Elemente an.
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0 1 2 3 4 5 6
(0,0) (1,1) (2,2) (3,3) (4,4) (0,5) (1,6)

7 8 9 10 11 12 13
(2,0) (3,1) (4,2) (0,3) (1,4) (2,5) (3,6)

14 15 16 17 18 19 20
(4,0) (0,1) (1,2) (2,3) (3,4) (4,5) (0,6)

21 22 23 24 25 26 27
(1,0) (2,1) (3,2) (4,3) (0,4) (1,5) (2,6)

28 29 30 31 32 33 34
(3,0) (4,1) (0,2) (1,3) (2,4) (3,5) (4,6) ♦

Der chinesischeRestsatz 1.10 hat vielewichtige Konsequenzen. Die invertierbaren
Elemente von Z/kZ× Z/�Z sind genau diejenigen, die sowohl in der ersten als auch
in der zweiten Komponente invertierbar sind.

Korollar 1.12. Seien k, � ∈ Z teilerfremd. Dann ist
(Z/k�Z)∗ → (Z/kZ)∗ × (Z/�Z)∗
x + k�Z �→ (x + kZ, x + �Z)

ein Gruppenisomorphismus bezüglich der Multiplikation der invertierbaren Elemente.

Eine typische Anwendung des chinesischen Restsatzes 1.10 ist, dass für teiler-
fremde Zahlen k und � die Kongruenz x ≡ y mod k� genau dann gilt, wenn die
beiden Kongruenzen x ≡ y mod k und x ≡ y mod � erfüllt sind. Mit Korollar 1.12
gilt weiter, dass x modulo k� genau dann invertierbar ist, wenn x sowohl modulo k
invertierbar ist als auch modulo �.

Bei einem Produkt von mehr als zwei teilerfremden Zahlen lässt sich der chinesi-
sche Restsatz 1.10 auch mehrfach anwenden.

Korollar 1.13. Seienm1, . . . ,mn ∈ Z paarweise teilerfremd und seim =m1 · · ·mn.
Folgende Zuordnung definiert einen Ringisomorphismus:

Z/mZ → Z/m1Z× · · · × Z/mnZ

x +mZ �→ (x +m1Z, . . . , x +mnZ)

Wenn wir Korollar 1.13 nach „kongruent modulo n“ übersetzen, erhalten wir die
Form des chinesischen Restsatzes von Sun Zi in Korollar 1.14 aus dem 3. Jhd. Aller-
dings wurde sein Ergebnis erst später im Jahre 1247 durch Qin Jiushao veröffentlicht.

Korollar 1.14. Seienm1, . . . ,mn ∈ Z paarweise teilerfremd und seim =m1 · · ·mn.
Für alle x1, . . . , xn ∈ Z existiert genau ein x ∈ {0, . . . ,m− 1}, das simultan die fol-
genden n Kongruenzen erfüllt:

x ≡ x1 mod m1...
x ≡ xn mod mn

Die Lösungsmenge dieses Systems von Kongruenzen ist x +mZ.
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12 Elementare Zahlentheorie

Es gibt diverse einfache Beweise für die Tatsache, dass es unendlich viele Prim-
zahlen gibt. Ein solcher Beweis kann etwa aus Korollar 1.14 abgeleitet werden.

Korollar 1.15. Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Beweis. Angenommen, es gäbe nur endlich viele Primzahlen. Dann könnten wir ei-
ne Zahl n finden, die die Kongruenz n ≡ p − 1 mod p für alle Primzahlen erfüllt.
Diese Zahl ist größer als 1 und wird von keiner Primzahl geteilt. Dies ist nach Satz 1.5
unmöglich.

1.7 Ein erster Primzahltest nach Fermat

Ein sich wiederholendes Thema ist der kleine Satz von Fermat (benannt nach Pier-
re de Fermat, ca. 1607–1665). Hauptberuflich war Fermat Jurist und später Richter
in Toulouse. Mathematischen Einfluss gewann er vor allem durch Korrespondenzen
mit bedeutenden Mathematikern seiner Zeit. Legendär ist seine Notiz, dass er einen
„wahrhaft wunderbaren Beweis“ für die Unlösbarkeit der diophantischen Gleichun-
gen an+bn = cn mit ganzen Zahlen a, b, c ≠ 0 undn > 2 gefunden hätte. Aber der
Rand sei zu klein, den Beweis zu fassen. Diese Behauptung ging als großer Satz von
Fermat in die Mathematikgeschichte ein und war bis Anfang der 1990er Jahre eine
der berühmtesten zahlentheoretischen Vermutungen. Aufgrund der einfachen For-
mulierung des Problems versuchten sich diverse Hobby-Mathematiker an der Lösung
und ließen nicht nach, immer wieder falsche Lösungen vorzulegen. Der große Satz
von Fermat wurde erst 1993 von Wiles (Sir Andrew John Wiles, geb. 1953) bewiesen.
Allerdings enthielt sein erster Beweis noch eine Lücke, die er dann 1995 in einer ge-
meinsamen Arbeit mit Taylor (Richard Lawrence Taylor, geb. 1962) schließen konnte.

Wir behandeln hier nur den kleinen Satz von Fermat. Auch hier gibt es keinen er-
haltenen Beweis, der aus der Feder von Fermat stammt. Der Beweis ist aber genügend
einfach, dass kein Zweifel daran besteht, dass Fermat einen Beweis kannte.

Satz 1.16 (Kleiner Satz von Fermat). Sei p eine Primzahl und a ∈ Z eine ganze Zahl.
Dann gelten:

ap ≡ a mod p

ap−1 ≡ 1 mod p für ggT(a, p) = 1

Beweis. Sei zunächst ggT(a, p) = 1. Nach Satz 1.7 ist die Multiplikation mit a auf
(Z/pZ)∗ bijektiv. Also gilt

(p − 1)! =
∏

i∈{1,...,p−1}
i ≡

∏
i∈{a,...,a(p−1)}

i ≡ (p − 1)! · ap−1 mod p

Die Restklasse (p− 1)! besitzt in (Z/pZ)∗ ein multiplikatives Inverses b, da (p− 1)!
und p teilerfremd sind. Wenn wir in der obigen Gleichung beide Seiten mit b (bzw.
mit ba) multiplizieren, erhalten wir die Aussagen des Satzes für ggT(a, p) = 1. Der
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Die schnelle Exponentiation 13

verbleibende Fall ist, dass p ein Teiler von a ist. Dann ist sowohl amod p als auch
ap mod p Null.

Die Idee für einen einfachen Primzahltest, die aus Satz 1.16 abgeleitet werden
kann, führt auf den Fermat-Test. Der Test geht wie folgt vor:
(1) Wähle a ∈ {1, . . . , n− 1} zufällig.
(2) Berechne an−1 mod n.
(3) Falls an−1 �≡ 1 mod n, so ist n sicher keine Primzahl, ansonsten möglicher-

weise.

Dieser Test liegt explizit oder implizit fast allen verwendeten Primzahltests zu-
grunde. In technischen Anwendungen sind a und n häufig Binärzahlen mit mehre-
ren hundert oder tausend Stellen. Man kann unmöglich 21000 Rechenoperationen in
der Zeitspanne dieses Universums durchführen. Für realistische Anwendungen des
Fermat-Tests benötigen wir eine schnelle Exponentiation.

Beispiel 1.17. Wir wollen den Wert z = 142222 mod 77 ohne Rechner bestimmen.
Wir können das Ergebnis z = 1 ausschließen, da142222 ≡ 0 mod 7 nicht invertierbar
ist. Aus dem kleinen Satz von Fermat 1.16 wissen wir 1410 ≡ 1 mod 11. Daraus folgt
142222 = (1410)222 · 142 ≡ 1222 · 142 ≡ 142 mod 11. Mit dem chinesischen Rest-
satz erhalten wir 142222 ≡ 142 mod 77 und damit z = 142 mod 77 = 196 mod 77

= 42. ♦

1.8 Die schnelle Exponentiation

Der erste überlieferte Beweis für den kleinen Satz von Fermat stammt aus der Feder
von Leonhard Euler (1707–1783). Euler war extrem produktiv und hat im Laufe seines
Lebens die Mathematik um viele fundamentale Erkenntnisse bereichert. Im Jahr 1732
hat Euler festgestellt, dass 225 + 1 = 4294967297 keine Primzahl ist und damit eine
Vermutung von Fermat widerlegt, dass alle Zahlen der Form 22n+1 Primzahlen sind.
Die ersten fünf Zahlen dieser Folge sind die Primzahlen 3,5,17,257 und 65537 und
eine Primzahl der Form 22n + 1 nennt man Fermat-Primzahl. Nur, außer den fünf ge-
nannten ist keine weitere Fermat-Primzahl bekannt; und aus heutiger Sicht vermutet
man eher, dass auch keine weiteren existieren. Außerdem hat Euler den Teiler 641 der
Zahl 225 + 1 finden können. Tatsächlich gilt

34294967296 mod 4294967297 = 3029026160

Die sechste Fermat-Zahl besteht also schon für a = 3 nicht den Fermat-Test. Hät-
te Euler damals (ohne moderne Hilfsmittel) den Wert 34294967296 mod 4294967297

überhaupt bestimmen können? Sicher hätte er nicht 4294967296 Mal die Zahl 3

multiplizieren können, um danach die entstandene Zahl durch 4294967297 zu tei-
len. Dies ginge aus zwei Gründen nicht. Zum einen hätte das Ergebnis der Multipli-
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14 Elementare Zahlentheorie

kationen viel mehr Stellen, als eine Person jemals aufschreiben könnte, und zum
anderen hätte Euler 4294967296 Rechenschritte aus Zeitgründen nicht ausführen
können. Die sogenannte schnelle Exponentiation löst beide Probleme. Dass die Zahl
zu groß wird, verhindert man, indem das Ergebnis jeder Multiplikation modulo der
Zahl 4294967297 gerechnet wird. Damit sind alle Zwischenergebnisse kleiner als
4294967297. Das zweite Problem löst man dadurch, dassman 34294967296 bestimmt,
indem man 3 lediglich 25 = 32 Mal sukzessive hintereinander quadriert. Dieser Re-
chenaufwand wäre für Euler bereits 1732 möglich gewesen. Ob Euler tatsächlich so
vorgegangen ist, wissen wir nicht. Es bleibt eine Spekulation.

Untersuchen wir nun das Problem etwas allgemeiner. Wir wollen ab mod n mit
a,b,n ∈ N berechnen und stellen uns vor, dass diese Zahlen viele hundert Stellen
haben. Betrachten wir das folgende Programm:

/∗ Voraussetzung ist a,b,n ∈ N ∗/
/∗ Berechnet wird ab mod n ∗/
functionmodexp(a, b,n)
begin
e := 1;
while b > 0 do
if b ungerade then e := e · amod n fi;
a := a2 mod n; b :=

⌊
b
2

⌋
od;
return e

end

Da b in jedem Schleifendurchlauf halbiert wird, wird die while-Schleife höchstens
so oft durchlaufen, wie b Binärstellen hat; dies sind �log2 b� + 1 viele. Des Weiteren
werden in jedem Schleifendurchlauf höchstens 2 (modulare) Multiplikationen ausge-
führt. Einen Extremfall stellen hier Zweierpotenzen im Exponenten dar. Bei diesen
Zahlen wird bis auf den letzten Schleifendurchlauf immer nur eine Multiplikation
ausgeführt. Der andere Extremfall sind Zahlen von der Form 2q − 1. Die Binärdar-
stellung von solchen Zahlen besteht aus lauter Einsen. Bei diesen Zahlen werden in
jedem Schleifendurchlauf 2 Multiplikationen ausgeführt. Allgemein gilt, dass bei k
Einsen undm Nullen in der Binärdarstellung von b > 0 genau 2k+mMultiplikatio-
nen durchgeführt werden. Genau genommen wird (k+m)-mal quadriert und k-mal
multipliziert. Quadrieren ist eine spezielle Form des Multiplizierens. Wegen

ab = (a+ b)
2 − (a− b)2

4

kann umgekehrt Quadrieren nicht wesentlich schneller als Multiplizieren möglich
sein. Wir halten fest: Sind a, b,n, k ∈ N natürliche Zahlen mit a, b,n ≤ 2k, so kann
der Wert ab mod n in einer in k polynomiellen Zeit bestimmt werden.

Unauthenticated
Download Date | 4/24/16 1:23 PM



�

�
“main” — 2013/3/11 — 14:49 — page 15 — #27

�

�

�

�

�

�
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1.9 Verschlüsselung mit dem RSA-Verfahren

Das bekannteste Verschlüsselungsverfahren mit öffentlichen Schlüsseln ist das RSA-
Verfahren von Ronald Linn Rivest (geb. 1947), Adi Shamir (geb. 1952) und Leonard
Adleman (geb. 1945). Mit nur wenigen Kenntnissen der modularen Arithmetik lässt
sich dieses Verfahren einfach beschreiben und als korrekt nachweisen. Wir benöti-
gen nur den kleinen Satz von Fermat 1.16 sowie den chinesischen Restsatz 1.10. Für
die algorithmische Umsetzung benötigen wir zuverlässige Primzahltests, schnelle Ex-
ponentation und den erweiterten euklidischen Algorithmus.

Im folgenden Protokoll möchte eine Person A, genannt „Alice“, von einer Per-
son B, genannt „Bob“, Informationen erhalten, die über einen öffentlichen Kanal
gesendet werden und dennoch geheim bleiben müssen. Das Verfahren ist asymme-
trisch, es werden nur Nachrichten von Bob an Alice verschlüsselt, es ist auch asym-
metrisch in demSinne, dass die Ressourcen von Bobmöglicherweise beschränkter als
die von Alice sind. Dies ist durchaus realistisch, wenn Nachrichten von einer mobilen
Station aus gesendet werden sollen und schon die Energieressourcen beschränkt sein
können.

Das RSA-Verfahren

(1) Alice wählt Primzahlen p,qmit 3 < p < q.
(2) Sie berechnet n = pq und setztϕ(n) = (p − 1)(q − 1).
(3) Sie wählt einen Exponenten e > 1 mit ggT(e,ϕ(n)) = 1.
(4) Sie berechnet s mit es ≡ 1 mod ϕ(n).
(5) Sie veröffentlicht (n, e). Alle anderen Parameter bleiben ihr Geheimnis, insbe-

sondere darf sie das „secret“ s nicht weitergeben.
(6) Bob verschlüsselt eine Nachricht 0 ≤ x ≤ n − 1 durch y = xe mod n und

sendet y and Alice.
(7) Alice entschlüsselt y durchys mod n.

Betrachten wir das folgende Beispiel. Alice wählt p = 5 und q = 11. Daraus
ergibt sich n = 55 und ϕ(n) = 4 · 10 = 40. Als Exponenten wählen wir e = 3.
Dann gilt ggT(3,40) = 1. Um s zu berechnen, wendet Alice den erweiterten eukli-
dischen Algorithmus auf die Zahlen e = 3 und ϕ(n) = 40 an, so dass sie s = 27

erhält mit 3 · s ≡ 1 mod 40. In diesem Beispiel veröffentlicht Alice das Paar (55,3).
Wenn Bob die Nachricht x = 23 an Alice übermitteln will, dann berechnet er y =
233 mod 55 = 12 und verschickt y . Alice erhält die Nachricht y = 12 und berech-
net zum Entschlüsseln 1227 mod 55 = 23. Mit Hilfe des chinesischen Restsatzes und
des kleinen Satzes von Fermat ist dies sogar von Hand möglich. Es gilt

1227 ≡ 23 = 8 ≡ 3 mod 5

1227 ≡ 127 = 1 mod 11
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16 Elementare Zahlentheorie

Wir wissen 1 = −2 · 5+ 11, also erhalten wir den Wert 1227 mod 55 durch:

(1 · (−2) · 5+ 3 · 11)mod 55 = 23

Der nächste Satz sagt, dass es kein Zufall ist, dass man nach dem Entschlüsseln
einer verschlüsselten Nachricht wieder den ursprünglichen Text bekommt.

Satz 1.18. Das RSA-Verfahren ist korrekt: Verschlüsselt Bob eine Zahl x in dem Bereich
0 ≤ x ≤ n− 1 durchy = xe mod n, so gilt x = ys mod n.

Beweis. Mit dem chinesischen Restsatz reicht es, x ≡ ys mod r für r = p und r = q
zu zeigen. Ohne Einschränkung sei r = p. Wegen y = xe mod p, zeigen wir x ≡
xes mod p für alle x ∈ Z/pZ. Dies stimmt fürx ≡ 0 mod p. Sei nun ggT(x, p) = 1.
Es gilt es = 1 + k(p − 1)(q − 1) für ein k ∈ N und xp−1 ≡ 1 mod p nach dem
kleinen Satz von Fermat. Damit erhalten wir

xes = x1+k(p−1)(q−1) = x · (x(p−1))k(q−1) ≡ x mod p

Die Sicherheit von RSA beruht darauf, dass kein effizientes Verfahren bekannt
ist, welches bei einer zufälligen Wahl der Primzahlen p und q die Zahl n = pq fak-
torisiert. Nach gegenwärtigem Stand der Forschungen 2012 gelten 1000 Bits für n
noch als sicher, und es liegen keine belastbaren Ideen vor, Zahlen mit 2000 Bits
oder mehr zu faktorisieren. Man kann zwar nicht beweisen, dass man n faktorisie-
ren muss, um RSA zu brechen, denn es würde beispielsweise reichen,ϕ(n) oder den
geheimen Exponenten s zu kennen. Allerdings sind die folgenden drei Probleme et-
wa gleich schwierig: (1) Faktorisiere n. (2) Berechne ϕ(n). (3) Berechne ein s mit
es ≡ 1 mod ϕ(n). Wir gehen an dieser Stelle nicht genauer auf diese Tatsache ein.
Die Aussage findet sich in der Literatur und wird auch ausführlich in unserem Band
Diskrete algebraische Methoden behandelt [12].

Viele Implementierungen verwenden tatsächlich kleine Exponenten wie e = 3

oder e = 17, damit die Verschlüsselung möglichst schnell ist. Allerdings muss Bob
bei kleinen öffentlichen Exponenten gewisse Vorsichtsmaßnahmenbeachten, ansons-
ten kann ein möglicher Angreifer die Nachrichten entschlüsseln; siehe beispielswei-
se Aufgabe 1.17. für die einfachste Form von Håstad’s Broadcast Attack [24] oder den
Übersichtsartikel von Boneh [7] aus dem Jahr 1999.Wirklich problematisch ist es, den
geheimen Entschlüsselungsexponenten klein zu wählen. Ist er sehr klein, sagen wir
kleiner als 230, so kann man s mit einer vollständigen Suche finden, da ja e bekannt
ist. Nach Boneh und Durfee [8] gilt sogar s ≤ n0,292 für den privaten Schlüssel s als
unsicher. Die Situation für e und s ist also asymmetrisch.

In dem Projekt The RSA Challenge Numbers wurden RSA-� Zahlen wachsender
Binärlängen � mit der Aufforderung veröffentlicht, diese zu faktorisieren. Wir geben
eine kleine Übersicht, die den Stand von Ende 2012 reflektiert.
– RSA-640 wurde am 2.11.2005 faktorisiert.
– RSA-768 wurde am 12.12.2009 faktorisiert.
– Die Faktoren von RSA-704 und von RSA-1024 sind nicht öffentlich bekannt.
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RSA-1024 =1350664108659952233496032162788059699388814756056670
2752448514385152651060485953383394028715057190944179
8207282164471551373680419703964191743046496589274256
2393410208643832021103729587257623585096431105640735
0150818751067659462920556368552947521350085287941637
7328533906109750544334999811150056977236890927563

Die Stromkosten, die bei der Faktorisierung der Zahl RSA-768 mit Hilfe diverser welt-
weit vernetzter Rechner anfielen, wurden nicht berechnet, aber ein Betrag zwischen
50 000 und 200 000 Euro mag realistisch sein. Wenn man den Aufwand zur Faktori-
sierung von RSA-1024 als 1000 Mal höher einschätzt, fallen aus heutiger Sicht hierfür
(mindestens) 50 Millionen Euro Stromkosten an. Für die allermeisten Anwendungen
bleiben Schlüssellängen von 1024 Bits daher auf absehbare Zeit vollkommen sicher.
Mit einem Kapitaleinsatz von 50 Millionen Euro sollte es nämlich wesentlich einfa-
chere Wege geben, an fast beliebige „Geheimnisse“ zu gelangen.

1.10 Die Euler’sche phi-Funktion

Wir erinnern uns, dass mit Einheiten die (multiplikativ) invertierbaren Elemente ei-
nes Rings R gemeint sind. Diese bilden eine Untergruppe von (R, ·,1), welche die
Einheitengruppe R∗ genannt wird. In diesemAbschnitt wollen wir die Einheitengrup-
pe (Z/nZ)∗ des Rings Z/nZ untersuchen.

Hier stellen sich uns zwei Fragen. Die erste ist, wie erkennt man, ob ein Element
von Z/nZ eine Einheit ist. Die zweite Frage, die uns interessiert, ist, wie viele Ein-
heiten es in Z/nZ gibt. Die erste Frage wurde in Satz 1.7 beantwortet. Ein Element
k ∈ Z/nZ ist genau dann invertierbar, wenn ggT(k,n) = 1 gilt, d. h., wenn k und n
teilerfremd sind. In diesem Fall kann man mit dem erweiterten euklidischen Algo-
rithmus effizient eine Zahl � berechnen mit k� ≡ 1 mod n. Wir widmen uns nun der
zweiten Frage und betrachten die Euler’scheϕ-Funktion:

ϕ(n) = |(Z/nZ)∗|

Dies liefert unsϕ(1) = 1 und die Abschätzung 1 ≤ ϕ(n) ≤ n− 1. Da n genau
dann eine Primzahl ist, wenn alle Zahlen zwischen 1 undn−1 teilerfremd zun sind,
gilt

ϕ(n) = n− 1 � n ist eine Primzahl

Dies deckt sich auchmit unserer Beobachtung, dass Z/nZ genau dann ein Körper ist,
wenn n eine Primzahl ist. Mit Korollar 1.12 erhalten wir

ggT(m,n) = 1 ⇒ ϕ(mn) =ϕ(m)ϕ(n)

UmdenWert derϕ-Funktion für beliebige Zahlen zu bestimmen,müssenwir nun nur
noch klären, was der Wert bei Primzahlpotenzen ist. Sei p eine Primzahl und k ≥ 1.
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18 Elementare Zahlentheorie

Von den Zahlen 0,1, . . . , pk−1 sind genau diepk−1 Zahlen 0, p,2p, . . . , (pk−1−1)p
durchp teilbar und damit nicht teilerfremd zu pk. Die übrigenpk−pk−1 Zahlen sind
alle teilerfremd zu pk. Dies liefert uns

p ist Primzahl ⇒ ϕ(pk) = (p − 1)pk−1

Wir sind nun in der Lage, den Wert ϕ(n) für beliebige Zahlen n auszurechen, falls
uns die Primfaktorzerlegung von n bekannt ist. Sei n = ∏

i p
ei
i die Primfaktorzerle-

gung von n. Dann gilt ϕ(n) = ∏
i ϕ(p

ei
i ) =

∏
i(pi − 1)pei−1

i . Durch Umformung
ergibt sich daraus die Euler’sche Formel:

ϕ(n) = n ·
∏

p Primzahl
p |n

(
1− 1

p

)
(1.1)

Eine wichtige Eigenschaft der Euler’schenϕ-Funktion ergibt sich aus der folgen-
den Verallgemeinerung des kleinen Satzes von Fermat. Wir können den Satz 1.19 von
Euler vollkommen analog und elementar herleiten.

Satz 1.19 (Euler). Aus ggT(a,n) = 1 folgt aϕ(n) ≡ 1 mod n.

Beweis. Schreibe (Z/nZ)∗ = {g1 mod n, . . . , gϕ(n) mod n} für gewisse gi ∈ Z. We-
gen ggT(a,n) = 1 ist die Multiplikation mit a in (Z/nZ)∗ bijektiv und wir erhalten
(Z/nZ)∗ = {ag1 mod n, . . . , agϕ(n) mod n}. Sei g =∏ϕ(n)

i=1 gi. Dann ist

g ≡
ϕ(n)∏
i=1

agi ≡ aϕ(n)g mod n

Wegen g ∈ (Z/nZ)∗ hat g in (Z/nZ)∗ ein multiplikatives Inverses g−1 ∈ (Z/nZ)∗.
Damit folgt:

1 ≡ gg−1 ≡ aϕ(n)gg−1 ≡ aϕ(n) mod n

Beispiel 1.20. Wir wollen die letzten zwei Dezimalstellen von 34444 bestimmen. Hier-
zu berechnen wir 34444 mod 100. Es gilt ϕ(100) = ϕ(22)ϕ(52) = (2 − 1) · 2 ·
(5−1)·5 = 40. Da 3 und 100 teilerfremd sind, folgt aus dem Satz von Euler 1.19, dass
340 ≡ 1 mod 100 gilt. Daraus ergibt sich folgende Rechnung: 34444 = (340)111 ·34 ≡
1 · 34 ≡ 81 mod 100. Dies zeigt, dass die Dezimaldarstellung von 34444 mit 81 en-
det. ♦

In Satz 1.21 stellen wir eine weitere Eigenschaft der Euler’schenϕ-Funktion dar.
Mit

∑
t |n ϕ(t) meinen wir hierbei, dass wir für alle positiven Teiler t > 0 von n die

Werteϕ(t) aufsummieren.

Satz 1.21. ∑
t |n
ϕ(t) = n
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Beweis. Betrachten wir folgende Menge

N =
{

0
n ,

1
n , . . . ,

n− 1
n

}

von n verschiedenen Brüchen. Durch Kürzen lassen sich alle Brüche m
n darstellen

durch m
n = k

t mit teilerfremden Zahlen k und t. Außerdem ist nach dem Kürzen t
immer noch ein Teiler von n. Deshalb gilt

N =
{
k
t

∣∣∣∣ t |n, 0 ≤ k < t, ggT(k, t) = 1
}

Gruppieren nach den verschiedenen Nennern t liefert uns eine Einteilung in disjunk-
te Teilmengen von N:

N =
⋃
t |n

{ k
t

∣∣∣∣ 0 ≤ k < t, ggT(k, t) = 1
}

Aus |{k/t | 0 ≤ k < t, ggT(k, t) = 1}| = |{k | 0 ≤ k < t, ggT(k, t) = 1}| = ϕ(t)
folgt die Behauptung.

Die Ähnlichkeit der Beweise von den Sätzen von Euler und vom kleinen Satz von
Fermat ist kein Zufall und führt in die elementare Gruppentheorie. SeiG eine endliche
Gruppe und a ∈ G. Die Anzahl der Elemente in G, also |G|, nennt man die Ordnung
der Gruppe G und die kleinste positive ganze Zahl m mit am = 1 nennt man die
Ordnung von a. Wir formulieren den folgenden Satz von Lagrange (1736–1813) nur für
den Spezialfall abelscher Gruppen (obwohl er auch für nichtkommutative Gruppen
gilt) und geben dafür einen direkten und einfachen Beweis an.

Satz 1.22. Sei G eine endliche abelsche Gruppe und a ∈ G ein Element der Ord-
nung m. Dann gilt a|G| = 1. Ist ak = 1 mit k ∈ Z, so gilt m |k. Insbesondere teilt
die Ordnungm die Gruppenordnung |G|.
Beweis. Es sei |G| = n. Wir schreiben G = {g1, . . . , gn}. Die Multiplikation mit a
in G ist bijektiv und wir erhalten G = {ag1, . . . , agn}. Sei g =

∏n
i=1 gi. Dann ist

g = ∏n
i=1 agi = ang, da G kommutativ ist. Hieraus folgt an = 1 in G. Sei jetzt

ak = 1. Zu zeigen istm |k. Wir dürfen k ≥ 1 annehmen (für negative Zahlen k folgt
die Behauptung dann ausm |qm + k). Insbesondere ist 1 ≤m ≤ k. Zusammen mit
am = 1 erhalten wir ar = 1 für r = kmodm. Dam die kleinste positive Zahl mit
am = 1 ist, folgt r = 0 undm |k.

Nach dieser Vorbereitung kann man den Satz von Euler in Verbindung mit dem
kleinen Satz von Fermat für ein exaktes Primzahlzertifikat verwenden.
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20 Elementare Zahlentheorie

Satz 1.23. Sein ≥ 2 eine natürliche Zahl. Gibt es für jeden Primfaktorp vonn−1 eine
ganze Zahl amit

1. an−1 ≡ 1 mod n und
2. a

n−1
p �≡ 1 mod n,

so ist n eine Primzahl.

Beweis. Sein ≥ 2 eine natürliche Zahl, die die Bedingungen des Satzes erfüllt. Um zu
zeigen, dass n eine Primzahl ist, genügt es zu zeigen, dassϕ(n) = n− 1 ist. Hierfür
reicht es zu zeigen, dass (n − 1) |ϕ(n) gilt, da ϕ(n) ≤ n − 1. Betrachte einen
Primfaktor p von n− 1 und einen (maximalen) Exponenten r ≥ 1 mit pr | (n − 1).
Zu zeigen ist pr |ϕ(n).

Für die Primzahlp gibt es nachVoraussetzung nun eine ganze Zahla, die die bei-
den obigen Bedingungen erfüllt. Sei nunm die Ordnung vona in der abelschenGrup-
pe (Z/nZ)∗. Dann muss geltenm | (n−1) nach der ersten Bedingung und Satz 1.22.
Nach der zweiten Bedingung ist aber m kein Teiler von n−1

p . Deshalb gilt pr |m.
Nach dem Satz von Euler und Satz 1.22 erhalten wirm |ϕ(n) und damit pr |ϕ(n).
Also ist n− 1 = ϕ(n) und damitn eine Primzahl.

Wie wir später sehen werden, sind die Voraussetzungen in Satz 1.23 für alle Prim-
zahlen n erfüllt. Vaughan Pratt (geb. 1944) zeigte 1975 mit diesem Zertifikat, dass die
Primzahleigenschaft effizient verifiziert werden kann. Dies bedeutet, es gibt kurze Be-
weise, die in polynomieller Zeit überprüft werden können, die entweder belegen, dass
eine Binärzahl eine Primzahl ist oder dass sie keine Primzahl ist.

Die Grundidee zum Beweis dieses Resultats ist wie folgt: Ist n keine Primzahl, so
ist ein kurzer Beweis hierfür die Angabe eines nichttrivialen Teilers. Ist n eine Prim-
zahl, so gibt man die Primfaktorzerlegung von n− 1 an, und für jeden Primfaktor p
vonn−1 gibt man eine Zahlawie in Satz 1.23 an. Weiter zertifiziert man die Primfak-
toren von n− 1 nach demselben Verfahren. Erst seit 2002 ist bekannt, dass die Prim-
zahleigenschaft von Binärzahlen in polynomieller Zeit entschieden werden kann [1].

Satz 1.24 über endliche zyklische Gruppen ist ein Bindeglied zwischen der Grup-
pentheorie und der Euler’schenϕ-Funktion. Eine Gruppe heißt dabei zyklisch, wenn
sie von einem einzigen Element erzeugt wird. Jedes Element der Gruppe kann dann
als ganzzahlige Potenz des Erzeugers geschrieben werden.

Satz 1.24. Sei n ∈ N und t ein positiver Teiler von n. Eine zyklische Gruppe der Ord-
nung n hat genauϕ(t) Elemente der Ordnung t.

Beweis. Sei G eine zyklische Gruppe der Ordnung n und g ∈ G ein erzeugendes Ele-
ment. Mit ψ(t) bezeichnen wir die Anzahl der Elemente der Ordnung t. Nach dem
Satz 1.22 ist die Ordnung von jedem Element aus G ein Teiler von n. Deshalb gilt∑
t |n ψ(t) = n. Wir zeigenψ(t) ≥ ϕ(t) falls t ein Teiler von n ist. Mit Satz 1.21 folgt

dann die Behauptung. Sei k ∈ {1, . . . , t − 1} mit ggT(k, t) = 1. Betrachten wir das
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Element
h = g

kn
t

Dann gilt ht = 1. Für die Ordnung d von h gilt also d | t. Da g die Ordnung n hat,
erhalten wir zusammenmit hd = 1, dass

n
∣∣∣∣ dknt

Wir schließen daraus t |dk. Aus ggT(k, t) = 1 folgt nun t |d und insgesamt t = d.
Damit hat h die Ordnung t. Insgesamt können wir jedem k ∈ (Z/tZ)∗ ein Gruppen-
element h mit Ordnung t zuordnen. Außerdem ist diese Zuordnung wegen kn

t < n
injektiv. Dies zeigtψ(t) ≥ϕ(t).

1.11 Fibonacci-Zahlen

Die Fibonacci-Zahlen Fn (Leonardo Pisano Bigollo, genannt Leonardo da Pisa, ge-
nannt Fibonacci „Filius Bonacci“, ca. 1175–1240) sind durch die folgenden Bedingun-
gen definiert:

F0 = 0, F1 = 1, Fn+1 = Fn + Fn−1 (1.2)

Die ersten Werte der Folge sind damit:

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233,377,610,987,1597,2584, . . .

Diese Zahlenfolge gehört zu den beliebtesten Zahlenfolgen überhaupt. So darf man
nicht davon ausgehen, als einzige Person 6 Richtige im Lotto zu haben, wenn man
etwa die Zahlen 3,5,8,13,21,34 ankreuzt. Falls man es doch tut, sollte man sich
wenigstens nicht zu früh über einen hohen Auszahlungsbetrag freuen.

In Fibonaccis Buch „Liber Abaci“ von 1202 wird das berühmte Kaninchenproblem
eher beiläufig erwähnt, welches wie folgt lautet: Wie viele Kaninchenpaare existieren
nach einem Jahr, wenn man mit einem erwachsenen Paar startet, Kaninchenpaare
nach einem Monat erwachsen sind, sich danach monatlich reproduzieren und alle
Kaninchen länger als ein Jahr leben? Die Lösung findet sich in der folgenden Tabelle,
in dieser steht A für ein erwachsenes Paar und B für ein Kinderpaar.

Die Wörter in der zweiten Spalte ergeben sich von Zeile zu Zeile indemman einA
durchAB ersetzt und ein B durch einA. Ein erwachsenes Paar lebt fort und bekommt
ein Kinderpaar. Ein Kinderpaarwird erwachsen. JedesWort ist Anfangsstück desWor-
tes in der Nachfolgerzeile, auf diese Weise erhalten wir ein unendliches Wort, das
Fibonacci-Wort.

Neben dem Wachstumsverhalten von Kaninchen lassen sich weitere kombinato-
rische Interpretationen der Fibonacci-Zahlen finden. Wir geben einige weitere Bei-
spiele.
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22 Elementare Zahlentheorie

1. Jan.

1. Feb.

1. März
1. April

1. Mai
1. Juni

1. Juli

1. Aug.

1. Sept.

1. Okt.

1. Nov.

1. Dez.
1. Jan.

Paare

A

A B

A B A

ABAAB

ABAABABA

ABAABABAABAAB

Zahl derA’s

1

1

2

3

5

8

13

21

34

55

89

144

233

B’s

0

1

1

2

3

5

8

13

21

34

55

89

144

Gesamt

1

2

3

5

8

13

21

34

55

89

144

233

377

Beispiel 1.25. Angenommen, wir haben beliebig viele Dominosteine der Längen 1
und 2. Dann ist Fn+1 die Anzahl der Möglichkeiten, Dominosteine zu einer Kette der
Länge n hintereinander zu legen. Die Zahl Fn ist die Anzahl der Wörter über zwei
Buchstaben a und b, die die Länge n haben, mit einem a beginnen, aber in denen
keine zwei a’s benachbart sind. Die Zahl Fn+2 ist die Anzahl der Wörter über zwei
Buchstaben a und b, die die Länge n haben und in denen keine zwei a’s benachbart
sind.

Erklären wir es für die Zahl der Wörter, die mit einem a beginnen und keine zwei
benachbarten a’s besitzen. Die Startwerte F0 = 0 und F1 = 1 geben die richtigen
Zahlen für die Längen 0 und 1, denn es gibt nur das leere Wort mit der Länge Null und
das Wort a als einziges Wort der Länge 1, welches mit a beginnt. Betrachte Wörter
der Länge n ≥ 2. Die Zahl derjenigen Wörter der Länge n, die mit einem b aufhören,
mit einem a beginnen, aber in denen keine zwei a’s benachbart sind, ist Fn−1. Die-
jenigen Wörter der Länge n, die mit einem a aufhören, mit einem a beginnen, aber
in denen keine zwei a’s benachbart sind, haben als vorletzten Buchstaben ein b. Ihre
Zahl ist Fn−2. Verzichten wir auf die Forderung, dass Wörter mit a anfangen, so ar-
gumentieren wir genauso. Der Unterschied ist nur, dass wir ein Wort der Länge Null
zählen (das leere Wort) und zwei Wörter der Länge 1 (die Wörter a und b), was die
Startwerte F2 = 1 und F3 = 2 festlegt. ♦

Die Fibonacci-Zahlen wachsen schnell. Aufgrund des Bildungsgesetzes erhalten
wir fürn ≥ 3 die Abschätzungen:

Fn ≤ 2n ≤ F2n
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Das Wachstum ist also irgendwie exponentiell. Dies lässt sich sehr genau fassen. Wir
machen den folgenden Ansatz. Angenommen, es wäre Fn = xn für ein x ∈ R, dann
würde für alle n ≥ 1 gelten:

xn+1 = xn + xn−1

Aus Fn ≥ 1 für n ≥ 1 folgt x ≠ 0. Deshalb können wir durch xn−1 dividieren, und
die obige Gleichung ist äquivalent zu x2 = x + 1. Diese quadratische Gleichung hat
zwei Lösungen:

Φ = 1+√5
2

und Φ̂ = 1−√5
2

Hierbei ist Φ = 1+√5
2 der goldene Schnitt. Dies ist das Seitenverhältnis b/a eines

Rechtecks mit den Seitenlängen a und b, wenn a/b = b/(a + b) gilt. Eine Annä-
herung dieses Verhältnisses findet sich in einer berühmten Zeichnung des vitruvia-
nischen Menschen von Leonardo da Vinci (1452–1519), die auf italienischen 1-Euro-
Münzen abgebildet ist.

Eine bessere Annäherung ist:

Φ = 1,618033988749894 84820458683436563811 7720309179 · · ·

Ausx2 = x+1 folgtx(x−1) = 1. Deshalb istΦ−1 = Φ−1 = −Φ̂. Die beiden ZahlenΦ
und Φ̂ genügen den Bildungsgesetzen Φn+1 = Φn + Φn−1 und Φ̂n+1 = Φ̂n + Φ̂n−1,
denn so wurden sie ja gerade bestimmt. Also gehorcht auch jede Linearkombination
Fn(a,b) = aΦn + bΦ̂n dem Bildungsgesetz

Fn+1(a, b) = Fn(a, b)+ Fn−1(a, b)

Um Fn(a, b) = Fn zu finden, reicht es, das folgende Gleichungssystem mit 2 Unbe-
kannten zu lösen

aΦ0 + bΦ̂0 = F0 = 0

aΦ1 + bΦ̂1 = F1 = 1

Wir erhalten b = −a und a = 1√
5 . Insgesamt ergibt sich

Fn = Φn − Φ̂n
Φ− Φ̂ = 1√

5

((
1+√5

2

)n
−
(

1−√5
2

)n)
(1.3)

Nun ist −0,7 < 1−√5
2 < −0,6. Die Folge

(1−√5
2

)n fällt (alternierend) exponentiell
schnell gegen Null. Wir erhalten

Fn =
[

1√
5

(
1+√5

2

)n]
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24 Elementare Zahlentheorie

wobei [x] die nächste ganze Zahl für x ∈ R bedeutet (auf- oder abgerundet). Die
Approximation wird mit wachsendemn immer besser. Damit können wir auch große
Fibonacci-Zahlen wie

F234 = 3 577 855662 560 905 981 638959 513 147 239 988861 837 901 112

sehr schnell berechnen, wenn wir eine genügend genaue Arithmetik zur Verfügung
haben. Wie steht es bei einer Rechnung mit exakter Arithmetik? Auch dies ist keine
Hürde. Wir benutzen die folgenden 2× 2 Matrizen

M1 =
(

0 1

1 1

)
=
(
F0 F1

F1 F2

)
und Mn =

(
Fn−1 Fn
Fn Fn+1

)

Eine elementare Matrix-Multiplikation zeigtMn+1 = Mn ·M1 =M1 ·Mn. Dies bedeu-
tetMn = (M1)n für alle n ∈ Z. Also:(

Fn−1 Fn
Fn Fn+1

)
=
(

0 1

1 1

)n
(1.4)

Mit schneller Exponentation lässt sich damit Fn mitO(log |n|)Multiplikationen von
2 × 2 Matrizen über ganzen Zahlen berechnen. Die maximale Bitlänge der Einträge
bei der Rechnung ist dabei linear in n.

Der Zusammenhang zwischen dem goldenen Schnitt Φ und den Fibonacci-Zah-
len ist gut verstanden: So ist Φ eine irrationale Zahl, die sich in rationalen Zahlen am
besten durch die Quotienten zweier aufeinander folgender Fibonacci-Zahlen approxi-
mieren lässt. Dies hat wiederum zur Folge, dass sich der goldene Schnitt nur schlecht
durch ein Verhältnis zweier ganzer Zahlen annähern lässt. Dies siehtman daran, dass
in der Kettenbruchentwicklung von Φ nur Einsen vorkommen. Durch wiederholte An-
wendung der Identität Φ = 1+ 1

Φ erhalten wir:

Φ = 1+ 1
Φ
= 1+ 1

1+ 1
Φ
= 1+ 1

1+ 1
1+ 1

Φ

= 1+ 1

1+ 1
1+ 1

1+···

Erstaunlicher Weise scheint gerade diese ausgeprägte Irrationalität von Φ die Bedeu-
tung in Kunst und Natur zu untermauern. In der Kunst werden Bilderrahmen im Ver-
hältnis des goldenen Schnittes angefertigt, in der Natur weisen viele Pflanzen in ih-
rem Bauplan Spiralen auf, deren Anzahl durch Fibonacci-Zahlen gegeben sind. So
gibt es in Sonnenblumen Spiralen aus 34 und 55 Blättern.

Es gibt zahlreiche Identitäten für Fibonacci-Zahlen. Eine besonders hübsche be-
zieht sich auf den größten gemeinsamen Teiler von Fm und Fn. Es gilt:

Satz 1.26.
ggT(Fm, Fn) = FggT(m,n)
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Beweis. Wir gliedern die Behauptung des Satzes in die beiden Teilaussagen FggT(m,n) |
ggT(Fm, Fn) und ggT(Fm, Fn) |FggT(m,n). Sei n = kp. Wir zeigen Fk |Fn. Ohne Ein-
schränkung können wir annehmen, dass n ≥ 1 gilt. Wir betrachten den Zusammen-
hang zwischen den MatrizenMn undMk:(

Fn−1 Fn
Fn Fn+1

)
= Mn1 = Mkp1 =

(
Fk−1 Fk
Fk Fk+1

)p
Rechnen wir modulo Fk, so erhalten wir(

Fn−1 Fn
Fn Fn+1

)
≡
(
Fpk−1 0

0 Fpk+1

)
mod Fk

Insbesondere gilt Fn ≡ 0 mod Fk und damit Fk |Fn. Dies zeigt, dass FggT(m,n) sowohl
ein Teiler von Fm als auch von Fn ist. Also gilt FggT(m,n) | ggT(Fm, Fn).

Für die andere Richtung bemerken wir zunächst, dass Fn und Fn+1 teilerfremd
sind: Dies folgt unmittelbar mit Induktion aus der Rekursionsgleichung Fn+1 = Fn +
Fn−1 und wegen ggT(F1, F0) = 1. Seim > n. Zu zeigen ist ggT(Fm, Fn) |FggT(m,n).
Dies ist trivial für n = 0 und für n = 1. Wir setzen g = ggT(Fm, Fn) und schreiben
m = np + r mit 0 ≤ r < n. Es giltMm = MnpMr . Rechnen wir modulo g so ergibt
sich

Mm ≡
(
Fm−1 0

0 Fm+1

)
≡
(
Fpn−1 0

0 Fpn+1

)(
Fr−1 Fr
Fr Fr+1

)
mod g

Hieraus folgt 0 ≡ Fpn+1Fr mod g, und g ist ein Teiler von Fpn+1Fr . Zusammen mit
ggT(Fn, Fn+1) = 1undg |Fn sehenwir, dass die Zahleng und Fpn+1 teilerfremd sind.
Deshalb teilt g die Zahl Fr . Damit teilt g auch ggT(Fn, Fr ) und mit Induktion folgt
g |FggT(n,r), denn es ist r < n. Nun ist ggT(m,n) = ggT(n, r), und wir erhalten
schließlich g |FggT(m,n).

Ein weiterer Zusammenhang zwischen Fibonacci-Zahlen und dem größten ge-
meinsamen Teiler lässt die algorithmische Bedeutung der Fibonacci-Zahlen erken-
nen. Damit beschäftigen wir uns im nächsten Abschnitt.

1.12 Laufzeitanalyse des euklidischen Algorithmus

Wir beschäftigen uns hier mit der Frage, wie viele rekursive Aufrufe es beim euklidi-
schen Algorithmus maximal geben kann. Der euklidische Algorithmus berechnet den
größten gemeinsamen Teiler ggT(k, �). Wir wollen hier seine Funktionsweise kurz
wiederholen. Wegen ggT(k, �) = ggT(�, k) = ggT(|k|, |�|) können wir dabei stets
von 0 ≤ k ≤ � ausgehen. Für k = 0 gilt ggT(0, �) = �, und wir sind fertig. Sei nun
0 < k ≤ �, dann berechnen wir zunächst � = qk + r mit 0 ≤ r < k. Jede Zahl,
die k und � teilt, teilt dann auch r ; und umgekehrt, jede Zahl, die k und r teilt, teilt
auch �. Daher gilt ggT(k, �) = ggT(r , k), und wir können die Berechnung rekursiv
mit 0 ≤ r < k fortsetzen.
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26 Elementare Zahlentheorie

Beginnen wir mit einem Beispiel. Angenommen, wir setzen den euklidischen
Algorithmus auf die benachbarten Fibonacci-Zahlen Fn−1 und Fn an. Wegen Fn =
Fn−1 + Fn−2 erhalten wir rekursiv die Aufrufe:

ggT(Fn−1, Fn) = ggT(Fn−2, Fn−1) = · · · = ggT(F0, F1) = 1

Dies lehrt uns, dass die Zahl der Aufrufe bei der Berechnung von ggT(k, �) loga-
rithmisch in k werden kann. Benachbarte Fibonacci-Zahlen sind jedoch schon der
schlechteste Fall. Seien 0 ≤ k ≤ � Zahlen mit ggT(k, �) = g und nehmen wir an,
dass zur Berechnung von g insgesamt n rekursive Aufrufe im euklidischen Algorith-
mus fällig wurden. Dann gibt es eine Folge von Zahlen

f0 = 0, f1 = g, . . . , fn−1 = k, fn = �

mit fi+1 = qifi + fi−1 wobei gilt 0 ≤ fi−1 < fi und qi ≥ 1. Hieraus folgt fi ≥ Fi für
alle 0 ≤ i ≤ n. Insbesondere ist k ≥ Fn−1. Wir halten dies in einem Satz fest.

Satz 1.27. Sei Φ = 1+√5
2 der goldene Schnitt und seien k, � ∈ N \ {0}. Dann erfor-

dert die Berechnung des größten gemeinsamen Teilers ggT(k, �) mit dem euklidischen
Algorithmus höchstens �logΦ k� rekursive Aufrufe.

Wir bemerken noch, dass logΦ k <
3
2 log2 k für k > 1 gilt. Hat man es zum Bei-

spiel mit 100-stelligen Binärzahlen zu tun, so werden höchstens 150 rekursive Aufrufe
benötigt.

Aufgaben

1.1. Sei p eine Primzahl. Zeigen Sie, dass log10(p) nicht rational ist.

1.2. Anwendung des euklidischen Algorithmus:

(a) Bestimmen Sie zwei Zahlen x,y ∈ Zmit x · 35−y · 56 = ggT(35,56).

(b) Bestimmen Sie x,y ∈ Nmit obiger Eigenschaft.

1.3. Bestimmen Sie alle Lösungen der linearen Kongruenz

3x − 7y ≡ 11 mod 13

1.4. Sei für die natürlichen Zahlen a,b mit a ≥ b der größte gemeinsame Teiler
ggT(a, b) = 1. Zeigen Sie, dass ggT(a+ b,a− b) ∈ {1,2} gilt.
1.5. Teilbarkeitsregeln:

(a) Zeigen Sie, dass eine Zahl im Zehnersystem genau dann durch 3 teilbar ist,
wenn ihre Quersumme durch 3 teilbar ist.

(b) Leiten Sie eine analoge Regel für die Teilbarkeit durch 11 im Zehnersystem her.
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1.6. (Satz von Wilson) Für n ≥ 2 gilt (n − 1)! ≡ −1 mod n genau dann, wenn n
eine Primzahl ist. Diese Charakterisierung ist nach John Wilson (1741–1793) benannt.

1.7. Zeigen Sie, dass für n ≥ 2 die Zahl n4 + 4n keine Primzahl ist.
Hinweis: Betrachten Sie das Polynom (x2 + 2y2)2 − 4x2y2.

1.8. Sei n ∈ N. Zeigen Sie:
(a) Wenn 2n − 1 eine Primzahl ist, dann ist n eine Primzahl.

(b) Wenn 2n + 1 eine Primzahl ist, dann ist n eine Zweierpotenz.

(c) Sei fn = 22n +1 dien-te Fermat-Zahl. Zeigen Sie ggT(fm, fn) = 1 fürm ≠ n.
Folgern Sie daraus, dass es unendlich viele Primzahlen gibt.
Hinweis: Betrachten Sie (fn − 2)/fm fürn >m.

1.9. Bestimmen Sie das kleinste x ∈ Nmit:

x ≡ 1 mod 2 , x ≡ 0 mod 3 , x ≡ 1 mod 5 , x ≡ 6 mod 7

1.10. Zeigen Sie, dass das Kongruenz-System x ≡ amod n, x ≡ b modm genau
dann eine Lösung besitzt, wenn ggT (n,m) | (a − b) gilt. Bestätigen Sie, dass eine
Lösung, vorausgesetzt dass sie existiert, eindeutig modulo kgV (n,m) ist.

1.11. Zeigen Sie für alle n ∈ N:
(a) n5 ≡ nmod 30

(b) 3n
4+n2+2n+4 ≡ 21 mod 60

(c) 7n+2 + 82n+1 ≡ 0 mod 57

1.12. Sei p eine ungerade Primzahl, und sei a ∈ N ungerade und nicht durch p
teilbar. Zeigen Sie:

ap−1 ≡ 1 mod 4p

1.13. Das RSA-Verfahren:

(a) Wieviele Elemente enthält die multiplikative Gruppe (Z/51Z)∗?

(b) Bestimmen Sie den geheimen Entschlüsselungsexponenten, welcher zu dem
öffentlichen RSA-Schlüssel (n, e) = (51,11) gehört.

(c) Der Geheimtext 7 wurde nach demRSA-Verfahrenmit dem öffentlichen Schlüs-
sel (n, e) = (51,11) verschlüsselt, d. h. 7 = x11 mod 51. Wie lautet der Klar-
text x?

(d) Wieviele Elemente der Ordnung 10 gibt es in (Z/51Z)∗?

(e) Ist die multiplikative Gruppe (Z/51Z)∗ zyklisch?

1.14. Seien p und q Primzahlen, n = pq und e ∈ N mit ggT(e,ϕ(n)) = 1. Um
Nachrichten zu entschlüsseln, welche mit dem RSA-Verfahren und dem öffentlichen

Unauthenticated
Download Date | 4/24/16 1:23 PM



�

�
“main” — 2013/3/11 — 14:49 — page 28 — #40

�

�

�

�

�

�

28 Elementare Zahlentheorie

Schlüssel (n, e) verschlüsselt sind, empfiehlt Ihnen der Haushaltsausschuss den pri-
vaten Schlüssel s kostengünstiger durch die Vorschrift

es ≡ 1 mod kgV(p − 1, q − 1)

zu bestimmen (anstatt es ≡ 1 mod ϕ(n)) zu verwenden). Dies sei eine Einsparung,
da kgV(p − 1, q − 1) definitiv kleiner ist als das Produkt ϕ(n) = (p − 1)(q − 1).
Bleibt das Verfahren korrekt?

1.15. Wir erweitern das RSA-Verfahren auf drei Primzahlen. Seien p,q, r drei ver-
schiedene Primzahlen, sei n = pqr und sei s · e ≡ 1 mod ϕ(n). Nachrichten
x,y ∈ {0, . . . , n−1}werdenmit Hilfe der Vorschrift c(x) = xe mod n verschlüsselt
und durch d(y) = ys mod n entschlüsselt.

(a) Zeigen Sie, dass das Verfahren korrekt ist, d. h., dass d(c(x)) = x gilt für alle
x ∈ {0, . . . , n− 1}.

(b) Der Geheimtexty = 14wurdemit dem öffentlichen Schlüssel (n, e) = (66,27)
verschlüsselt. Bestimmen Sie ys mod k für k = 2,3,11 sowie den Klartext
x = ys mod 66.

1.16. Wir nehmen an, zwei Benutzer A1 und A2 des RSA-Systems verwenden die öf-
fentlichen Schlüssel (n, e1) und (n, e2). Nun sendet Bob den Textm verschlüsselt
an A1 und A2. Zeigen Sie, dass Oskar den Klartextm aus den beiden Geheimtexten
entschlüsseln kann, sofern e1 und e2 teilerfremd sind.

1.17. Wir nehmen an, eine Bank sendet die gleiche Nachrichtm an drei verschiede-
ne Kunden. Die Nachrichtm wird jeweils mit dem RSA-Verfahren unter Verwendung
der öffentlichen Schlüssel (n1,3), (n2,3) und (n3,3) verschlüsselt, wobei die ni
alle verschieden sind. Zeigen Sie, dass der Angreifer Oskar unter diesen Vorausset-
zungen die Nachrichtm entschlüsseln kann.

1.18. Zeigen Sie:∀a,b ∈ Z : ggT(a, b) = 1 ⇒ aϕ(b) + bϕ(a) ≡ 1 mod ab.

1.19. Sei Fn mit n ∈ N die Folge der Fibonacci-Zahlen. Zeigen Sie:

(a) F1 + · · · + Fn = Fn+2 − 1

(b) ∑n
k=0 F

2
k = FnFn+1

(c) ∀n ≥ 0 ∀k ≥ 1 : Fn+k = FkFn+1 + Fk−1Fn

(d) ∀n ≥ 1 : Fn+1Fn−1 − F2
n = (−1)n

1.20. Sei M eine Menge, p eine Primzahl und f : M → M eine Abbildung mit
fp(m) = m für alle m ∈ M. Hierbei bezeichnet fp die p-fache Hintereinander-
ausführung der Abbildung f .

(a) Seim ∈ M. Zeigen Sie, dass die Werte f(m), f 2(m), . . . , fp(m) alle gleich
oder alle verschieden sind.
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(b) Sei jetztM endlich und F = {m ∈ M |f(m) = m} die Menge der Fixpunkte.
Zeigen Sie |M| ≡ |F| mod p.

1.21. Wir wollen auf elementarem Wege zeigen, dass Fp+1 + Fp−1 ≡ 1 mod p gilt,
falls p eine Primzahl ist. (Für eine algebraische Lösung siehe Aufgabe 1.24.) Hierzu
definieren wir L1 = 1, L2 = 3 und Ln+2 = Ln+1 + Ln. Zeigen Sie:
(a) Ln = Fn+1 + Fn−1.

(b) Ln ist die Mächtigkeit der Menge Ln, wennLn die Menge der TeilmengenM ⊆
{1, . . . , n} bezeichnet, in welchen keine zwei aufeinander folgenden Zahlen
auftauchen, wenn wir modulo n rechnen (und somit 1 ein Nachfolger von n
ist).

(c) Wenn p eine Primzahl ist, dann gilt Lp ≡ 1 mod p.

1.22. Sei F ein Körper, in dem 2 und 5 invertierbar sind und 5 ein Quadrat ist. Defi-
nieren Sie in F die Fibonacci-Zahlen sowie einen goldenen Schnitt ϕ. Zeigen Sie Glei-
chung 1.3 und bestimmen Sieϕ und F12 + F10 in dem Körper Z/11Z.

1.23. Sei p eine Primzahl mit 2 ≠ p ≠ 5 und Fp der Körper Z/pZ.

(a) In Fp sei 5 kein Quadrat. Beispielsweise p = 3 oder p = 7. Es soll gezeigt
werden, dass ein Körper F mit |F| = p2 existiert, der Fp als Unterkörper hat
und in dem 5 ein Quadrat ist. Insbesondere ist ein Element

√
5 definiert, daher

wird F auch als Fp(
√

5) bezeichnet.

(b) Sei F = Fp falls 5 ein Quadrat in Fp ist und F = Fp(
√

5) sonst. Setzeϕ = 1+√5
2

und ϕ̂ = 1−√5
2 . Zeigen Sie {ϕp, ϕ̂p} = {ϕ,ϕ̂}. Man beachte, im Gegensatz

zu der positiven reellen Zahl
√

5 ist q ∈ F mit q2 = 5 nur bis auf Vorzeichen
definiert. Wir müssen

√
5 ∈ {q,−q} wählen und legen damit fest, welcher

Wertϕ ist.

1.24. Sei p eine Primzahl. Geben Sie einen algebraischen Beweis für die schon aus
Aufgabe 1.21. bekannte Kongruenz Fp+1 + Fp−1 ≡ 1 mod p.
Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 1.23. und Aufgabe 1.22. bzw. Gleichung (1.4).

1.25. Für p,q ∈ Z mit p > 1 sei q rem p (für remainder) die ganze Zahl r mit
−p2 ≤ r < p

2 und q ≡ r mod p. Der ggT werde mit dem euklidischen Algorithmus
berechnet, allerdingsmit rem anstelle von mod . Zeigen Sie, dass die Rekursionstiefe
dieses Algorithmus höchstens �logΨ k� ist mit Ψ = √2+ 1.
Hinweis: Betrachten Sie hierzu Gn+1 = Gn + 2Gn−1.
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30 Elementare Zahlentheorie

Zusammenfassung

Begriffe
– Induktion
– Primzahl
– natürliche ZahlenN
– ganze Zahlen Z
– rationale ZahlenQ
– reelle Zahlen R
– komplexe Zahlen C
– assoziativ
– neutrales Element
– Inverses, invertierbar
– kommutativ
– abelsch
– distributiv
– Halbgruppe
– Monoid
– Gruppe
– Ring
– Körper

– Einheit
– Einheitengruppe
– Unterstruktur
– erzeugen
– Homomorphismus
– Isomorphismus
– teilen
– ggT(k, �)
– teilerfremd
– Primfaktorzerlegung
– Restklasse
– kongruent modulo n
– Euler’scheϕ-Funktion
– Ordnung einer Gruppe
– Ordnung eines Elements
– zyklische Gruppe
– Fibonacci-Zahlen Fn
– goldener Schnitt

Methoden und Resultate

– (Erweiterter) euklidischer Algorithmus
– Lemma von Bézout:

Für alle k, � ∈ Z existieren a, b ∈ Zmit ggT(k, �) = ak+ b�.
– Fundamentalsatz der Arithmetik: Alle n ∈ N haben eindeutige Primfaktorzerle-

gung.
– k ∈ (Z/nZ)∗ � ggT(k,n) = 1 � die Abbildungx �→ kx auf Z/nZ ist bijektiv
– Berechnen von Inversen modulo n
– Z/nZ ist Körper � n ist Primzahl
– Chinesischer Restsatz: Für ggT(k, �) = 1 definiert Z/k�Z → Z/kZ × Z/�Z mit

x mod k� �→ (x mod k, x mod �) einen Ringisomorphismus.
– Lösen von simultanen Kongruenzen
– Es gibt unendlich viele Primzahlen.
– Kleiner Satz von Fermat: p Primzahl ⇒ ap ≡ amod p. Fermat-Test
– Schnelle (modulare) Exponentiation
– RSA-Verfahren
– Berechnung der Euler’schenϕ-Funktion
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– Satz von Euler: ggT(a,n) = 1 ⇒ aϕ(n) ≡ 1 mod n

–
∑
t |nϕ(t) = n

– In endlichen kommutativen GruppenG gilt a|G| = 1 für alle a ∈ G.
– In endlichen Gruppen gilt: ak = 1 � die Ordnung von a teilt k
– Primzahlzertifizierung nach Pratt
– Kombinatorische Interpretation der Fibonacci-Zahlen
– Sei t |n. Eine zyklische Gruppe der Ordnung n hat ϕ(t) Elemente der Ord-

nung t.
– Fn = 1√

5

((1+√5
2

)n − (1−√5
2

)n). Schnelle Berechnung von Fn durch Matrizen.
– ggT(Fm, Fn) = FggT(m,n)

– Rekursionstiefe beim euklidischen Algorithmus
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2 Einige nützliche Abschätzungen
Wir wissen schon, dass dien-te Fibonacci-Zahl Fn der Rundungswert von Φn/

√
5 ist.

Die Zahlen wachsen also exponentiell mit der Basis des goldenen Schnitts Φ. In die-
sem Abschnitt untersuchen wir das Wachstumsverhalten der folgenden Funktionen:

n!,
(

2n
n

)
, kgV(n) sowie π(x)

Hierbei ist weiterhin n ∈ N und n! = n(n − 1) · · ·1 die Fakultät von n. Mit
(

2n
n

)
= (2n)!

n!n! betrachten wir den mittleren Binomialkoeffizienten und kgV(n) = kgV{1,
. . . , n} bezeichnet das kleinste gemeinsame Vielfache der ersten n positiven ganzen
Zahlen. Die Funktion π(x)meint für eine positive reelle Zahl x die Anzahl der Prim-
zahlen, die kleiner oder gleich x sind.

Das Ziel ist nicht, in allen Fällen bestmögliche Abschätzungen für das Wachs-
tumsverhalten der obigen Funktionen anzugeben, sondern solche, die sich leicht her-
leiten und damit auch einprägen lassen. Die Funktion π(x) haben wir aufgenom-
men, da faszinierende Aussagen über Primzahldichten ohne weitere Schwierigkeiten
aus dem übrigen Stoff folgen.

2.1 Das Wachstum der Fakultät

Die Folgen n! und 2n lassen sich induktiv definieren:

0! = 20 = 1 , (n+ 1)! = (n+ 1)n! und 2n+1 = 2 · 2n

Einige Anfangswerte finden sich in der folgenden Tabelle:

n 0 1 2 3 4 5 . . . 10 . . . 20
2n 1 2 4 8 16 32 . . . 1024 . . . 1048576
n! 1 1 2 6 24 120 . . . 3628800 . . . 2432902008176640000

Grobe, aber häufig brauchbare Schätzwerte für 210 und 220 sind also 1000 und 1 Mil-
lion, wobei der Fehler bei 1 Million bei etwa 5% liegt. Die Zahlen n! für n ≤ 5 sind
leicht zu merken.

Für n ≥ 4 gilt stets n! > 2n. Aber um wie viel schneller wächst n! als 2n?
Wächst n! schneller als 2n

2? Die Antwort ist nein, und dies ist wie folgt einzusehen.
Offensichtlich ist n! ≤ nn = 2n log2 n für alle n, und n log2n ist kleiner als n2 für
allen ≥ 1. Eine unmittelbare untere Schranke fürn! erhalten wir durch die Beobach-
tung, dass in dem Produkt n! mindestens die Hälfte der Faktoren so groß sind wie n2 .
Hieraus ergibt sich (n2 )

n
2 ≤ n!; was zusammenmit der oberen Schrankenn immerhin

die wichtige Regel
logn! ∈ Θ(n logn)
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Das Wachstum der Binomialkoeffizienten 33

liefert. Wir wollen jetzt genauere Schranken für n! herleiten. Es gilt:

lnn! = ln2+ ln 3+ · · · + lnn

Hieraus ergibt sich fürn ≥ 2:

ln(n− 1)! <
n∫
1

lnx dx < lnn!

Die Stammfunktion von lnx ist x lnx − x + C. Damit erhalten wir:

ln(n− 1)! < n lnn−n+ 1 < lnn!

Es folgt:

(n− 1)! < e ·
(n
e

)n
< n!

Wir sind am Ziel unserer Betrachtung; es gilt fürn ≥ 1 (mit Gleichheit nur bein = 1):

e ·
(
n
e

)n
≤ n! ≤ ne ·

(
n
e

)n
(2.1)

Tatsächlich lassen sich durch eine genauere Untersuchung bessere Resultate erzie-
len. Insbesondere gilt die Stirling’sche Formel:

n! ∼
√

2πn
(n
e

)n
(2.2)

Für n = 20 liefert die Stirling’sche Formel den Wert 2,42 · 1018, was verglichen mit
dem Tabelleneintrag für 20! von etwas mehr als 2,43 · 1018 ziemlich gut ist. Die Ab-
schätzung nach Gleichung (2.1) liefert 0,58 · 1018 ≤ 20! ≤ 11,75 · 1018.

2.2 Das Wachstum der Binomialkoeffizienten

Viele kennen Binomialkoeffizienten schon aus der Schule. Üblicherweise wird dort
(nur) für natürliche Zahlen k,n mit k ≤ n der Binomialkoeffizient

(
n
k

)
durch die

folgende Gleichung definiert (
n
k

)
= n!
k! (n− k)!

Damit ist
(
n
k

)
gerade die Anzahl der k-elementigen Teilmengen in {1, . . . , n}; dies

ist die kombinatorische Interpretation der Zahl
(
n
k

)
. Später behandeln wir Binomial-

koeffizienten ausführlich in Abschnitt 4.2, aber diese einfache Tatsache begründen
wir sofort: Eine Folge (i1, . . . , ik) mit k paarweise verschiedenen Zahlen zwischen 1
und n definiert die k-elementige Teilmenge {i1, . . . , ik}. Die Anzahl dieser Folgen ist
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34 Einige nützliche Abschätzungen

n(n − 1) · · · (n− k+ 1). Da es auf die Reihenfolge in der Mengendarstellung nicht
ankommt, dürfenwir die ij beliebig permutieren. Also definieren je k! Folgen die glei-
che Teilmenge. Dies liefert die Behauptung, da

(n− 1) · · · (n− k+ 1)
k!

= n!
k! (n− k)!

Da es insgesamt 2n Teilmengen von {1, . . . , n} gibt, erkennen wir auch:

2n = (1+ 1)n =
∑
k

(
n
k

)

Die Summendarstellung folgt auch direkt aus dem Binomialsatz 4.3. Hier genügt uns
zunächst die unmittelbare Folgerung

(
n
k

)
≤ 2n für alle 0 ≤ k ≤ n. Direkt aus der

Definition der Binomialkoeffizienten können wir auch die Gleichung

k
(
n
k

)
= (n− k+ 1)

(
n
k− 1

)

ableiten. Als Konsequenz erhalten wir:

1 =
(
n
0

)
<
(
n
1

)
< · · · <

(
n⌊
n
2

⌋) = (
n⌈
n
2

⌉) > · · ·( n
n− 1

)
>
(
n
n

)
= 1

Die Folge steigt bis zur Mitte hin an und fällt dann wieder (siehe Abbildung 2.1). Für
n ≥ 2 ist

(
n
� n2 �

)
also der größte Wert unter den n folgenden Werten 2,

(
n
1

)
, . . .,

(
n
n−1

)
.

Damitmuss
(
n
� n2 �

)
mindestens so groß sein wie der Mittelwert. Wir erhalten fürn ≥ 2:

2n

n
≤
(
n⌊
n
2

⌋) = (
n⌈
n
2

⌉) (2.3)

Als Merkregel notieren wir noch fürn ≥ 1:

4n

2n
≤
(

2n
n

)
<
(

2n+ 1
n

)
< 4n (2.4)

Hierbei ist
(

2n
n

)
<
(

2n+1
n

)
eine triviale Konsequenz der Definition; und

(
2n+1
n

)
< 4n

gilt wegen
(

2n+1
n

)
=
(

2n+1
n+1

)
und

(
2n+1
n

)
+
(

2n+1
n+1

)
< 22n+1. Vergleichen wir die Ab-

schätzung 4n

2n ≤
(

2n
n

)
< 4n mit einer Abschätzung vermöge der Stirling’schen For-

mel, so liegt der wirkliche Wert in der Nähe des geometrischen Mittels, denn wir ha-
ben die folgende Asymptotik.

(
2n
n

)
∼
√

4πn
(

2n
e

)2n

2πn
(
n
e

)2n = 4n√
πn
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k
50 100

(
100
k

)
1029

Abb. 2.1.Wachstum der Binomialkoeffizienten
(

100
k

)
für k = 0, . . . ,100.

Der Wert
(

20
10

)
sollte also bei 220√

10π sein, was ungefähr 187000 liefert. Der tatsächliche
Wert von

(
20
10

)
ist 184756.

Falls k klein und n groß ist, kann die folgende Abschätzung brauchbar sein. Für
0 < k ≤ n gilt: (n

k

)k
≤
(
n
k

)
<
(en
k

)k
Die untere und obere Schrankeunterscheiden sich also nur um einen Faktor ek, selbst
wenn n sehr groß ist. Dies kann man wie folgt sehen: Zunächst ist nk minimal unter
den k Faktoren n−i

k−i von
(
n
k

)
; also gilt (nk )

k ≤
(
n
k

)
. Für die zweite Ungleichung be-

trachten wir: (
n
k

)( k
n

)k
= n

k kk

nk k!
≤ k

k

k!
<
∑
i≥0

ki

i!
= ek

Hierbei haben wir die Reihendarstellung der Exponentialfunktion ex = ∑
i≥0

xi
i! be-

nutzt.

2.3 Das Wachstum des kleinsten gemeinsamen Vielfachen

Dieser Abschnitt basiert auf einem schönen Artikel von Mohan Nair aus dem Jahre
1982 [29]. Alle Rechnungen sind elementar und auf Schulniveau. Es ist die Kunst-
fertigkeit von Nair gewesen, sie so zusammenzustellen, um die gewünschten expo-
nentiellen Schranken für kgV(n) herzuleiten. Bevor wir anfangen, sollten wir uns
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36 Einige nützliche Abschätzungen

klarmachen, dass wir die Primfaktorzerlegung von kgV(n) unmittelbar hinschreiben
können. Beginnen wir mit einigen einfachen Beispielen:

kgV(6) = 22 · 3 · 5 = 60

kgV(7) = 22 · 3 · 5 · 7 = 420

kgV(8) = 23 · 3 · 5 · 7 = 840

kgV(9) = 23 · 32 · 5 · 7 = 2 520

kgV(23) = kgV(24) = 24 · 32 · 5 · 7 · 11 · 13 · 17 · 19 · 23 = 140900 760

kgV(25) = kgV(26) = kgV(23) · 5 = 704503 800

kgV(27) = kgV(28) = kgV(25) · 3 = 2 113511 400

Das allgemeine Resultat ist:

kgV(n) =
∏
p≤n

p�logp n�

Hierbei bezeichnet p eine Primzahl. Je größer das kleinste gemeinsame Vielfache der
ersten n Zahlen ist, desto mehr Primzahlen bis n muss es also geben. Wir zeigen
daher als erstes eine untere Schranke für das kleinste gemeinsame Vielfache der ers-
ten n Zahlen. Zunächst konstruieren wir eine Menge von Teilern von kgV(n). Wir
schreibenm |n fallsm die Zahl n teilt, d. h., falls k ∈ Z existiert, so dassmk = n
ist. Zum Beispiel giltm |0 für allem ∈ Z.
Lemma 2.1. Für allem,n ∈ Nmit 1 ≤m ≤ n gilt

m
(
n
m

)∣∣∣∣∣ kgV(n)

Beweis. Wir untersuchen das Integral

I =
1∫
0

xm−1(1− x)n−m dx

Die Auswertung geschieht auf zweifache Weise. Zunächst wenden wir wieder den Bi-
nomialsatz an, um (1− x)n−m als

∑
k(−1)k

(
n−m
k

)
xk zu schreiben. Damit folgt:

xm−1(1− x)n−m =
∑
k
(−1)k

(
n−m
k

)
xm−1+k

Die Auswertung des Integrals ergibt also:

I =
∑
k
(−1)k

(
n−m
k

) 1∫
0

xm−1+k dx =
∑
k
(−1)k

(
n−m
k

)
1

m+ k
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Multiplizieren wir I mit dem kleinsten gemeinsamen Vielfachen aller Zahlen bis n,
also mit kgV(n), so wird I · kgV(n) eine alternierende Summe über ganze Zahlen,
da kgV(n)

m+k ∈ N für 0 ≤ k ≤ n−m. Da der Wert von I positiv ist, muss gelten

I · kgV(n) ∈ N (2.5)

Induktiv nachn−m zeigen wir als Nächstes

I = 1

m
(
n
m

)
Fürm = n gilt:

I =
1∫
0

xm−1(1− x)n−n dx =
1∫
0

xm−1 dx =
[

1
m
xm

]1

0
= 1
m
= 1

m
(
m
m

)
Sei nun 1 ≤m < n. Durch Verwendung partieller Integration∫

u′ · v = u · v −
∫
u · v′

mit u = 1
m
xm v = (1− x)n−m

u′ = xm−1 v′ = −(n−m)(1− x)n−m−1

ergibt sich wegen u(1) · v(1) = u(0) · v(0) = 0 zunächst

I =
1∫
0

xm−1(1− x)n−m dx

=
1∫
0

−u · v′ = n−m
m

1∫
0

x(m+1)−1(1− x)n−(m+1) dx

Mit Induktion erhalten wir

I = n−m
m

· 1

(m + 1)
(
n
m+1

) = 1

m
(
n
m

)
Mit Gleichung (2.5) folgt nun kgV(n)

m(nm)
∈ N und damitm

(
n
m

)
| kgV(n).

Aus Lemma 2.1 folgt zusammen mit Gleichung (2.3) aus dem vorigen Abschnitt
die Abschätzung

2n−1 ≤ n
2

(
n⌈
n
2

⌉) ≤ ⌈
n
2

⌉( n⌈
n
2

⌉) ≤ kgV(n)

für alle n ≥ 1. Der nächste Satz verbessert diese Abschätzung noch etwas für Zahlen
n ≥ 7.
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Satz 2.2. Für alle n ≥ 7 gilt:
2n < kgV(n)

Beweis. Mit Lemma 2.1 lassen sich zwei Teiler von kgV(2n+ 1) herleiten:

(2n+ 1)
(

2n
n

)
= (n+ 1)

(
2n+ 1
n+ 1

)∣∣∣∣∣ kgV(2n+ 1)

n
(

2n
n

)∣∣∣∣∣ kgV(2n)

∣∣∣∣∣ kgV(2n+ 1)

Da n und 2n+ 1 teilerfremd sind, folgt

n(2n+ 1)
(

2n
n

)∣∣∣∣∣ kgV(2n+ 1)

Mit der unteren Schranke aus (2.4) für
(

2n
n

)
ergibt sich aus dieser Teilbarkeitseigen-

schaft folgende Größenabschätzung:

n · 4n < n (2n+ 1)
(

2n
n

)
≤ kgV(2n+ 1) (2.6)

Sei n ≥ 4. Dann gilt

22n+2 = 4 · 22n ≤ n · 4n < kgV(2n+ 1) ≤ kgV(2n+ 2)

Damit gilt die Aussage
2n < kgV(n)

für alle n ≥ 9. Es bleiben noch die Fälle n = 7 und n = 8 zu untersuchen. Dies
weisen wir mit den folgenden Rechnungen direkt nach: 27 = 128 < 420 = kgV(7),
28 = 256 < 840 = kgV(8).

Es gilt kgV(6) = 60 < 26 = 64. Die Schranke n ≥ 7 ist also optimal. Sei n ≥ 2,
dann gilt 22n+1 ≤ n · 4n ≤ kgV(2n + 1). Also gilt der Satz für ungerade n ≥ 5,
ohne dass wir 7 hätten extra untersuchen müssen. Aus Gleichung (2.6) folgt kgV(n)
∈ω(2n).
Lemma 2.3. Für allem,n ∈ Nmit n/2 ≤m ≤ n gilt:

kgV(n)

∣∣∣∣∣kgV(m) ·
(
n
m

)

Beweis. Es gilt

k
(
n
k

)(
n− k
m− k

)
= k

(
m
k

)(
n
m

)
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Mit Lemma 2.1 folgt daraus für alle 1 ≤ k ≤m, dass k
(
n
k

)
ein Teiler von kgV(m)

(
n
m

)
ist. Wegen k

(
n
k

)
= (n− k+ 1)

(
n

n−k+1

)
und n/2 ≤m lässt sich jeder Term k

(
n
k

)
für

m < k ≤ n auch schreiben als k′
(
n
k′
)
mit k′ ≤m. Also gilt

k
(
n
k

)∣∣∣∣∣ kgV(m) ·
(
n
m

)

für alle 1 ≤ k ≤ n. Insbesondere ist jede Zahl k zwischen 1 und n ein Teiler von
kgV(m)

(
n
m

)
; daraus folgt die Aussage des Lemmas.

Wir kommen nun zu einer oberen Schranke für das kleinste gemeinsame Vielfa-
che der ersten n Zahlen.

Satz 2.4. Für alle n ≥ 1 gilt:
kgV(n) ≤ 4n−1

Beweis. Für n = 1 gilt die Aussage. Wir unterscheiden nun, ob n gerade oder unge-
rade ist. Fürn = 2m gilt:

kgV(2m) ≤ kgV(m) ·
(

2m
m

)
≤ kgV(m) · 4m ≤ 4m−14m = 42m−1

Hierbei folgt die erste Ungleichung aus Lemma 2.3, die zweite aus der Abschätzung
(2.4) und die dritte mit Induktion. Analog ergibt sich für n = 2m+ 1:

kgV(2m+ 1) ≤ kgV(m + 1)
(

2m+ 1
m + 1

)
≤ kgV(m+ 1)4m ≤ 4m4m = 42m

Daraus ergibt sich für alle n ≥ 1 die obere Schranke kgV(n) ≤ 4n−1.

2.4 Aussagen zur Primzahldichte

In diesem Abschnitt sei p stets eine Primzahl und n eine positive ganze Zahl. Es sei
x ∈ R mit x ≥ 1 und π(x) die Anzahl der Primzahlen kleiner oder gleich x. Es ist
eine der ältesten mathematischen Beobachtungen, dass π(x) nicht beschränkt wer-
den kann. Schon Euklid argumentierte in etwa wie folgt: Angenommen, es gäbe eine
größte Primzahl p, dann betrachte das Produkt über alle Primzahlen bis einschließ-
lichp, addiere 1 hinzu und nenne diese Zahl q. Dann ist q eine Primzahl oder esmuss
zwischenp und q eine weitere Primzahl geben. Hieraus lässt sich eine untere Schran-
ke für dasWachstum vonπ(x) herleiten, allerdings ist diese Schranke sehr schlecht,
denn, wie wir gleich erkennen werden, wissen wir schon viel mehr.

Der Beweis aus dem vorigen Abschnitt zur Aussage 2n < kgV(n) für alle n ≥ 7

war einigermaßenmühsam.Hier kommt die Belohnung. Wir haben schonweiter oben
festgestellt, dass wenn a ∈ Nmaximal ist mit pa | kgV(n), dannmussa = �logp n�
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gelten; oder anders ausgedrückt:

kgV(n) =
∏
p≤n

p�logp n� ≤
∏
p≤n

n = nπ(n)

Aus dem Satz 2.2 erhalten wir also für n ≥ 7:

2n < nπ(n)

Dies liefert uns eine untere Schranke für π(n), die für fast alle Anwendungen voll-
kommen ausreicht: Für alle n ≥ 4 gilt n ≤ π(n) log2n und damit

n
log2n

≤ π(n) (2.7)

Suchen wir also eine Primzahl mit bis zu 100 Binärstellen, so ist die grobe Idee, dass
etwa jede 100-ste Zahl eine Primzahl ist. Da wir nicht unter den geraden Zahlen su-
chen werden und mit Probedivisionen auch alle Zahlen ausschließen können, die
durch 3,5,7 oder 11 teilbar sind, stehen die Chancen gut, schnell auf eine tatsächli-
che Primzahl zu stoßen.

Wir wollen nun eine obere Schranke fürπ(n) herleiten. Aus Satz 2.4 erhalten wir
für n ≥ 1 die Abschätzung: ∏

p≤n
p ≤ kgV(n) ≤ 4n−1 (2.8)

Ganz analog sehen wir
tπ(n)−π(t) ≤

∏
t<p≤n

p < 4n

für jedes 1 < t ≤ n. Hieraus folgt (π(n) − π(t)) log t ≤ 2n. Der Logarithmus ist
hier zur Basis 2 gemeint. Die Angabe der Basis fehlt, um die Lesbarkeit zu erleichtern.
Zusammen mitπ(t) ≤ t ergibt sich

π(n) ≤ 2n
log t

+ t

Wenn wir t = n
(logn)2 setzen, liefert dies

π(n) ≤ 2n
logn

· logn
logn− 2 log logn

+ n
(logn)2

Der Faktor logn
logn−2 log logn geht für großes n gegen 1 und der Summand n

(logn)2 wird
von 2n

logn dominiert. Hieraus folgt für jedes ε > 0 die Abschätzung

π(n) ≤ (2+ ε)n
logn
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falls n genügend groß ist. Zusammen mit der unteren Schranke für π(n) lässt sich
aus der obigen Rechnung für jedes ε > 0 leicht einnε bestimmenmit der Eigenschaft,
dass für alle n > nε gilt:

n
log2n

≤ π(n) ≤ (2+ ε)n
log2 n

(2.9)

Für die verwendeten rein elementaren Methoden ist dies ein erstaunlich gutes Ergeb-
nis. Abschätzungen dieser Form wurden erstmals mit anderen Methoden von Tsche-
byschev 1851 gezeigt [30] (Pafnuty Lvovich Tschebyschev, 1821–1894). Sie waren ein
Vorläufer für den berühmten Primzahlsatz, der im Jahre 1896 unabhängig von Jac-
ques Salomon Hadamard (1865–1963) und Charles-Jean Étienne Gustave Nicolas de
la Vallée Poussin (1866–1962) bewiesen [11, 23] und bereits von Carl Friedrich Gauß
(1777–1855) um 1800 vermutet wurde. Er gibt die genaue Asymptotik der Primzahl-
dichte an:

π(x) ∼ x
lnx

Nach einer Anekdote wurde für diesen Nachweis den Mathematikern Ewigkeit ver-
sprochen, und in der Tat, beide wurden mehr als 95 Jahre alt.

2.5 Das Bertrand’sche Postulat

Moderne kryptographische Verfahren wie RSA basieren auf dem Finden großer Prim-
zahlen, z. B. mit 200 Dezimalstellen. Dies stellt uns vor das Problem, solch große
Primzahlen schnell zu finden. Außerdem sollten genügend viele 200-stellige Prim-
zahlen vorhanden sein, damit unsere gewählte Zahl einmalig bleibt. Die Chance, dass
jemand anderes auf dieselbe Zahl verfällt, muss verschwindend gering sein. Es reicht
hier nicht, dass es bis 10200 schon mindestens 10197 Primzahlen gibt; wir benötigen
viele Primzahlen für eine genau festgelegte moderate Stellenzahl. Zum Glück gibt es
wirklich eine gewaltige Zahl von Primzahlen mit genau 200 Dezimalstellen. Unsere
Herleitung liefert weit mehr als 10196 Stück. Genauer zeigen wir für n ≥ 212, dass
zwischen n und 2n mindestens n

3 log2 n
Primzahlen vorkommen. Das primäre Ziel

in diesem Abschnitt ist jedoch die Aussage in Satz 2.5. Der Beweis benutzt in unse-
rer Darstellung an einer entscheidenden Stelle eine Idee von Paul Erdős (ungarisch:
Erdős Pál, 1913–1996), die 1932 veröffentlicht wurde [18]. Erdős war damals 19 Jahre
alt.

Satz 2.5 (Bertrand’sches Postulat). Für allen ≥ 1 gibt es mindestens eine Primzahl p
mit n < p ≤ 2n.

Beweis. Um das Bertrand’sche Postulat (benannt nach Joseph Louis François Bert-
rand, 1822–1900) bisn = 4048 zu überprüfen, reicht es, die folgende Liste von Prim-
zahlen anzugeben:

2,3,5,7,13,23,43,83,163,317,631,1259,2503,4049
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Interessant für uns sind daher nur die n ab 4048. Für eine Primzahl p definieren wir
ep(n) als die größte natürliche Zahl a, so dass pa die Zahl n teilt. Diese Definition
ist aufgrund der Existenz und Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung äquivalent zur
Forderung:

n =
∏
p
pep(n)

Aus Lemma 2.1 folgt:

n
(

2n
n

)∣∣∣∣∣ kgV(2n)

Da für allep die Beziehung ep(kgV(2n))= �logp(2n)� gilt,muss also auch ep
((

2n
n

))
≤ logp(2n) gelten, und wir erhalten

pep((
2n
n )) ≤ 2n

Für Primzahlenp >
√

2n kann damit ep
((

2n
n

))
nur 0 oder 1 sein. Hier kommt die für

den Beweis entscheidende Beobachtung von Erdős:

Für 2
3n < p ≤ n und n ≥ 3 gilt ep

((
2n
n

))
= 0

In diesem Bereich teilt p den Wert n! genau einmal. Die Zahl p erscheint im Nenner
von

(
2n
n

)
= (2n)!

n!n! also zweimal. Im Zähler (2n)! gibt es genau zwei Faktoren, die p
teilen, nämlichp und 2p. Fügen wir dies zusammen, so sehen wir:

4n

2n
≤
(

2n
n

)
≤
( ∏
p≤√2n

2n
)( ∏

√
2n<p≤ 2

3n

p
)( ∏

n<p≤2n
p
)

Das erste Produkt wird durch (2n)
√

2n−1 abgeschätzt (da 1 keine Primzahl ist), und
Gleichung (2.8) liefert eine obere Schranke für das zweite Produkt. Es folgt:

4n ≤ (2n)
√

2n4
2
3n

∏
n<p≤2n

p

Schließlich erhalten wir mitm = 2n > 853 die Aussage:

1 < 2
1
3m−

√
m log2m ≤

∏
n<p≤2n

p (2.10)

Also existiert eine Primzahlp mit n < p ≤ 2n.

Tatsächlich lässt sich aus der letzten Ungleichung eine bessere Abschätzung her-
leiten:

Satz 2.6. Für alle n ≥ 212 gilt:∣∣{p | n < p ≤ 2n}∣∣ ≥ n
3 log2n

> 113
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Beweis. Aus Gleichung (2.10) folgt mitm = 2n die Beziehung:

(2n)|{p |n<p≤2n}| ≥
∏

n<p≤2n
p ≥ 2

1
3m−

√
m log2m

Dies liefert die Abschätzung∣∣{p | n < p ≤ 2n}∣∣ ≥ m
3 log2m

−√m ≥ n
3 log2n

> 113

was die Behauptung zeigt.

Übrigens gibt es schon 461 Primzahlen zwischen 4048 und 8096.

Aufgaben

2.1. Zeigen Sie:

(a) Bernoulli-Ungleichung: (1+ x)n ≥ 1+nx für x ≥ −1 undn ≥ 0.

(b) ex ≥ 1+ x für x ∈ R sowie lnx ≤ x − 1 für x > 0.

(c) ex ≥ (
1+ x

n
)n für x ≥ −1 und n ≥ 1 oder n > |x|.

(d) ln(x + 1) ≥ x
x+1 für x > −1.

2.2. Seien a1 ≤ · · · ≤ an und b1 ≤ · · · ≤ bn zwei Folgen reeller Zahlen, und sei
π : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} eine Permutation. Zeigen Sie, dass die Summe S(π) =∑n
i=1 aibπ(i) maximal ist, wenn π die Identität ist. Die Summe S(π) ist minimal,

wenn π(i) = n+ 1− i gilt (d. h., wenn π die Reihenfolge umkehrt).

2.3. Seien a1, . . . , an positive reelle Zahlen und sei

– H = n/( 1
a1
+ · · · + 1

an

)
das harmonische Mittel,

– G = n√a1 · · ·an das geometrische Mittel,

– A = (a1 + · · · + an)/n das arithmetische Mittel und

– Q =
√
(a2

1 + · · · + a2
n)/n das quadratische Mittel.

Zeigen Sie: min(a1, . . . , an) ≤ H ≤ G ≤ A ≤ Q ≤max(a1, . . . , an).

2.4. Sei s eine reelle Zahl. Zeigen Sie, dass die Reihe
∑
i≥1

1
is genau dann konver-

giert, wenn s > 1 gilt.

2.5. Für n ≥ 1 sei t(n) die Anzahl der positiven Teiler von n. Wir definieren die
durchschnittliche Teilerzahl durch t(n) = 1

n
∑n
i=1 t(i). Zeigen Sie |t(n)− lnn|

≤ 1.

2.6. Zeigen Sie, dass es beliebig große Lücken zwischen zwei aufeinander folgenden
Primzahlen gibt. Das heißt, für jedes n ∈ N existiert ein Index i mit pi+1 − pi ≥ n.
Hierbei ist p1, p2, . . . die aufsteigende Folge der Primzahlen.
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2.7. Sei p1, p2, . . . die aufsteigende Folge der Primzahlen. Zeigen Sie:

(a) pn ≤ 2n logn

(b) Für jede genügend große Zahl n gilt pn ≥ 1
3n logn.

(c) Zeigen Sie, dass die Reihe
∑
i≥1

1
pi divergiert.

Zusammenfassung

Begriffe

– Fakultät n!

– Binomialkoeffizient
(
n
k

)
– kleinstes gemeinsames Vielfaches

– kgV(n) = kgV({1, . . . , n})
– Primzahlfunktionπ(x)
– k teilt �, k |�

Methoden und Resultate

– e · (ne )n ≤ n! ≤ ne · (ne )n für n ≥ 1

–
(

n
�n/2�

)
ist der größte Binomialkoeffizient aus

(
n
1

)
, . . . ,

(
n
n

)
– 4n

2n ≤
(

2n
n

)
<
(

2n+1
n

)
< 4n für n ≥ 1

– (nk )
k ≤

(
n
k

)
<
(
en
k

)k
für 0 < k ≤ n

– kgV(n) =∏
p≤n p�logp n� für n ≥ 1 (p Primzahl)

– m
(
n
m

)
| kgV(n) für 1 ≤m ≤ n

– 2n < kgV(n) ≤ 4n−1 für n ≥ 7

– n
log2 n

≤ π(n) für n ≥ 4

–
∏
p≤n p ≤ 4n−1 für n ≥ 1 (p Primzahl)

– Für jedes ε > 0 existiert n0, so dass π(n) ≤ (2+ε)n
logn für alle n ≥ n0 gilt.

– Bertrand’sches Postulat:∀n ≥ 1 existiert Primzahlp mit n < p ≤ 2n.
– Für alle n ≥ 212 gibt es mindestens n

3 log2 n
Primzahlen p mit n < p ≤ 2n.
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3 Diskrete Wahrscheinlichkeitsrechnung
Viele Abschätzungen deuten zunächst einmal auf das Verhalten im schlechtesten Fall
hin. Häufig interessiert man sich jedoch mehr für ein Verhalten im „Normalfall“. Im
schlechtesten Fall gewinnt man beim Roulette niemals. Im Mittel gewinnt man we-
nigstens ab und zu, aber viel zu selten, um den Bestand der Spielbank zu gefährden.
Um solches Verhalten präziser beschreiben zu können, entwickeln wir hier einige ele-
mentare Begriffe aus der diskretenWahrscheinlichkeitstheorie, wie wir sie für die An-
wendungen später brauchen werden.

3.1 Wahrscheinlichkeitsräume und Erwartungswerte

Ein diskreterWahrscheinlichkeitsraum ist eine endliche oder abzählbare Menge Ω zu-
sammen mit einer Abbildung Pr : Ω → [0,1] in das reelle 0-1-Intervall, welche die
folgende Bedingung erfüllt: ∑

ω∈Ω
Pr[ω] = 1

Ist Ω endlich und Pr[ω] ein konstanter Wert, also Pr[ω] = 1
|Ω| für alle ω ∈ Ω, so

sprechen wir von einer Gleichverteilung. Ein Ereignis ist eine Teilmenge A ⊆ Ω. Die
Wahrscheinlichkeit vonA ist

Pr[A] =
∑
ω∈A

Pr[ω]

Wenn Ω endlich ist, dann gilt im Falle eine Gleichverteilung:

Pr[A] = |A|
|Ω| =

„Anzahl der günstigen Fälle“
„Anzahl der möglichen Fälle“

Dies ist eine der Motivationen für das nächste Kapitel, wo wir Techniken lernen wol-
len, die jeweiligen Anzahlen zu bestimmen. Bei einer Runde des Roulettespiels ist der
Wahrscheinlichkeitsraum die Menge {0, . . . ,36} und die Ereignisse rot und schwarz
haben die gleiche Wahrscheinlichkeit, nämlich 18/37. Im Prinzip ist es diese Diffe-
renz 1− 36/37 = 1/37, die gegen die Spieler spricht.

Eine Zufallsvariable X ist hier stets eine reellwertige Funktion

X : Ω → R

Der Erwartungswert von X wird wie folgt definiert:

E[X] =
∑
ω∈Ω

X(ω) Pr[ω]

Falls die Menge Ω unendlich viele Elemente hat, muss die Reihe absolut konvergie-
ren, ansonsten ist der Erwartungswert nicht definiert. In den meisten betrachteten
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Fällen ist der Wahrscheinlichkeitsraum endlich, und es kann keine Probleme mit der
Konvergenz geben. In den anderen Fällen machen wir implizite Konvergenzvoraus-
setzungen, die wir häufig gar nicht extra erwähnen. Bei einer Gleichverteilung ist der
Erwartungswert der Mittelwert über die Funktionswerte der Zufallsvariablen. Es gilt
dann:

E[X] = 1
|Ω|

∑
ω
X(ω)

Der Erwartungswert einer gewürfelten Augenzahl mit einem Würfel ist zum Beispiel
3,5. Man beachte, dass diese Zahl keiner beim Würfeln auftretenden Augenzahl ent-
spricht. Jedes Ereignis A ⊆ Ω kann über die charakteristische Funktion χA : Ω →
{0,1} (mit χA(a) = 1 für a ∈ A und χA(a) = 0 sonst) direkt als eine Zufallsva-
riable gelesen werden. Die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A ist dann der Erwar-
tungswert der charakteristischen Funktion: Pr[A] = E[χA]. Ist x ∈ R, so bezeichnet
Pr[X = x] die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses:

{ω ∈ Ω | X(ω) = x}

Damit gilt Pr[X = x] = Pr[X−1(x)]. Direkt aus der Definition ergibt sich auch die
folgende Aussage:

E[X] =
∑
ω
X(ω) Pr[ω] =

∑
x
x Pr[X = x]

Nimmt X keine negativen Werte an und ist X(ω) > 0 für ein ω mit Pr[ω] > 0,
so gilt offenbar E[X] > 0. Außerdem erhalten wir den nach Andrei Andrejewitsch
Markov (1856–1922) benannten Zusammenhang 3.1 zwischenWahrscheinlichkeit und
Erwartungswert.

Satz 3.1 (Markov-Ungleichung). Sei X eine Zufallsvariable mit X(ω) ≥ 0 für alle ω
und E[X] > 0. Dann gilt für alle λ > 0:

Pr
[
X ≥ λE[X]] ≤ 1

λ

Beweis. Es gilt:

E[X] =
∑
ω
X(ω) Pr[ω] ≥

∑
ω∈Ω

X(ω)≥λE[X]

X(ω) Pr[ω] ≥ λE[X] Pr
[
X ≥ λE[X]]

Dies zeigt die Behauptung.

Eine wichtige Eigenschaft ist die Linearität des Erwartungswertes:

E[aX + bY] = aE[X]+ bE[Y]

Hierbei sind a, b ∈ R und X, Y : Ω → R Zufallsvariablen. Die Zufallsvariable aX +
bY : Ω → R ist definiert durch (aX + bY)(ω) = aX(ω) + bY(ω). Ist X : Ω → R
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eine Zufallsvariable, so assoziiert man mit X ihre diskrete Dichte fX : R→ [0,1] und
ihre Verteilung FX : R→ [0,1]. Diese sind wie folgt definiert:

fX : R→ [0,1], fX(x) = Pr[X = x]
FX : R→ [0,1], FX(x) = Pr[X ≤ x]

Aus der Dichte lässt sich die Verteilung berechnen, und die Verteilung bestimmt die
Dichte. Sehr verschiedene Zufallsvariablen können auf die gleiche Verteilung (Dichte)
führen. Viele interessante Eigenschaften ergeben sich schon allein aus der Verteilung
(oder der Dichte), ohne die konkrete Zufallsvariable genau zu kennen. Daher spielt
der konkrete Wahrscheinlichkeitsraum häufig gar keine Rolle. Insbesondere ist:

E[X] =
∑
x∈R

x fX(x)

Ummöglichst nahe an einer konkreten Vorstellung zu bleiben, arbeiten wir weiterhin
meistens mit diskreten Zufallsvariablen. Wir bemerken jedoch, dass es dieser Ansatz
ist, der den Übergang zu kontinuierlichen Zufallsvariablen ermöglicht. Im Wesentli-
chen ersetzt man Summen durch ein Integral, wobei fX(x) zu einem dx wird. Dabei
muss man jedoch gewährleisten, dass Ausdrücke sinnvoll und wohldefiniert bleiben,
was einen erheblichen theoretischen Unterbau erfordern würde.

Zwei Zufallsvariablen X und Y heißen unabhängig, wenn für alle x,y ∈ R

Pr[X = x ∧ Y = y] = Pr[X = x] · Pr[Y = y]

gilt. Hierbei steht X = x ∧ Y = y für den Durchschnitt der Ereignisse X = x
und Y = y . Die Intuition ist, dass sich unabhängige Zufallsvariablen nicht gegensei-
tig beeinflussen. Beispielsweise ist dieWahrscheinlichkeit bei zwei Würfeln für einen
Wurf mit zwei Sechsen 1/36, da das Ergebnis von einem Würfel nicht das Ergebnis
des anderen Wurfs beeinflusst. Analog gilt, dass die Wahrscheinlichkeit für einen
Pasch 1/6 ist, und dass die Wahrscheinlichkeit für einen Kniffel (5 gleiche Augen-
zahlen) in einem einzigen Wurf mit fünf Würfeln 1/64 = 1/1296 ist. Falls X und Y
unabhängig sind, so gilt:

E[XY] = E[X]E[Y]
Dies folgt aus der folgenden Betrachtung:

E[XY] =
∑
z
z Pr[XY = z]

=
∑
z

∑
xy=z

xy Pr[X = x ∧ Y = y]

=
(∑
x
x Pr[X = x]

)
·
(∑
y
y Pr[Y = y]

)
= E[X]E[Y]
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Betrachtet man die Zufallsvariable X − E[X], so ist deren Erwartungswert 0. Inter-
essanter ist das Quadrat dieser Zufallsvariablen (X − E[X])2 . Der Erwartungswert
kann nicht negativ sein. Er ist positiv, sowie er definiert ist und Pr[X ≠ E[X]] > 0

gilt. Der Erwartungswert von (X−E[X])2 heißt die Varianz Var[X] vonX undmisst,
wie stark X von E[X] abweicht. Es gilt:

Var[X] = E[(X − E[X])2]
= E[X2 − 2E[X]X + E[X]2]
= E[X2]− 2E[X]E[X] + E[X]2
= E[X2]− E[X]2

Die erste Gleichung gilt nach Definition. Die dritte folgt aus der Linearität des Erwar-
tungswertes. Der Erwartungswert der ZufallsvariablenX2 ist also mindestens so groß
wie E[X]2. Die Differenz misst die Varianz.

Beispiel 3.2. Bei einem Bernoulli-Experiment (Jacob Bernoulli, 1654–1705) misst man
Erfolg oder Misserfolg durch ein 0-1-Ereignis. Typischerweise setzt man Pr[X = 1]
= p und Pr[X = 0] = q = 1−p. Damit ist E[X] = p undVar[X] = p−p2 = pq. ♦

Mit σX wird die Standardabweichung von X bezeichnet, sie ist definiert durch
σX =

√
Var[X]. Der Name ergibt sich aus der Beziehung 3.3.

Satz 3.3 (Tschebyschev-Ungleichung). Sei λ > 0. Dann gilt:

Pr
[|X − E[X]| ≥ λσX] ≤ 1

λ2

Beweis. Nach der Markov-Ungleichung und der Definition von σX und Var[X] gilt:

Pr
[|X − E[X]| ≥ λσX] = Pr[(X − E[X])2 ≥ λ2 Var[X]] ≤ 1

λ2

Die Abschätzung aus Satz 3.3 liefert erst für Abweichungen oberhalb der Stan-
dardabweichung (also für λ > 1) eine sinnvolle Aussage.

Satz 3.4. Für unabhängige Zufallsvariablen X und Y gilt:

Var[X + Y] = Var[X]+ Var[Y]

Beweis. Mit E[XY] = E[X]E[Y] erhalten wir:

Var[X + Y] = E[(X + Y)2]− E[X + Y]2
= E[X2]+ 2E[XY]+ E[Y 2]− E[X]2 − 2E[X]E[Y] − E[Y]2
= E[X2]− E[X]2 + E[Y 2]− E[Y]2
= Var[X]+ Var[Y]
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3.2 Die Jensen’sche Ungleichung

Eine Funktion f : R → R heißt konvex, wenn für alle λ ∈ [0,1] und x,y ∈ R
folgende Ungleichung gilt:

f((1 − λ)x + λy) ≤ (1− λ)f(x) + λf(y)

Konvexität bedeutet, dass, wenn man in der Ebene R2 die Strecke von dem Punkt
(x, f(x)) zum Punkt (y, f(y)) zieht, diese oberhalb des Graphen von f liegt. Das
Schaubild einer konvexen Funktion f sieht etwa wie folgt aus:

x yλx + (1− λ)y

λf(x) + (1− λ)f(y)

Eine zweimal differenzierbare Funktion f ist genau dann konvex, wenn die zweite
Ableitung f ′′ nirgends negativ ist. Die Funktionen f(x) = x2 und g(x) = 2x sind
jeweils konvex. Die zweiten Ableitungen sind f ′′(x) = 2 und g′′(x) = (ln 2)2 · 2x

und damit nirgends negativ.
Die Beziehung 3.5 ist nach Johan Ludwig William Valdemar Jensen (1859–1925)

benannt.

Satz 3.5 (Jensen’sche Ungleichung). Sei f : R→ R eine konvexe Funktion und k ≥ 1.
Seien λ1, . . . , λk ∈ [0,1] ⊆ Rmit

∑k
i=1 λi = 1. Dann gilt:

f
( k∑
i=1

λixi
)
≤

k∑
i=1

λif(xi)

Beweis. Ohne Einschränkung gilt λi > 0 für alle 1 ≤ i ≤ k. Wir führen eine Induktion
nach k. Für k = 1 ist λ1 = 1, und die Aussage ist erfüllt. Sei also k > 1 und λ1 < 1.
Damit gilt jetzt:

f
( k∑
i=1

λixi
)
= f

(
λ1x1 + (1− λ1)

k∑
i=2

λi
1− λ1

xi
)

≤ λ1f(x1)+ (1− λ1)f
( k∑
i=2

λi
1− λ1

xi
)

da f konvex
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IV≤ λ1f(x1)+ (1− λ1)
k∑
i=2

λi
1− λ1

f(xi)

=
k∑
i=1

λif(xi)

Ist X : Ω → R eine Zufallsvariable und f : R → R eine Funktion, so bezeichnet
f(X) : Ω → R die Zufallsvariable mit f(X)(ω) = f(X(ω)). Es gilt:

E(f(X)) =
∑
y
y Pr[f(X) = y]

=
∑
x
y

∑
y=f(x)

Pr[X = x]

=
∑
x
f(x) Pr[X = x]

Dies ermöglicht die Bestimmung des Erwartungswertes von f(X), ohne die Dichte
von f(X) explizit zu bestimmen. Wir wenden das Korollar 3.6 in Abschnitt 4.10 mit
der konvexen Funktion 2x an, um die mittlere Höhe binärer Suchbäume zu berech-
nen.

Korollar 3.6. Sei f : R → R eine konvexe Funktion und X eine Zufallsvariable auf
einem endlichen Wahrscheinlichkeitsraum. Dann gilt:

f(E[X]) ≤ E[f(X)]

Beweis. Es sei X : Ω → R die Zufallsvariable. Wir können annehmen, dass X(Ω) =
{x1, . . . , xk}mit Pr[X = xi] = λi gilt. Nach der Jensen’schen Ungleichung gilt:

f(E[X]) = f
( k∑
i=1

λixi
)
≤

k∑
i=1

λif(xi) = E[f(X)]

Bemerkung 3.7. Die Erfahrung lehrt, dass man sich zwar gut merken kann, dass für
konvexe Funktionen f eineUngleichung zwischendenWerten f(E[X]) undE[f(X)]
besteht, aber dass man sich weniger gut die Richtung der Ungleichung merken kann.
Gilt f(E[X]) ≤ E[f(X)] oder f(E[X]) ≥ E[f(X)]? Hier hilft die Erinnerung an die
Varianz; diese ist durch E[X2] − E[X]2 definiert, sie ist positiv und x �→ x2 ist eine
konvexe Funktion. Also gilt f(E[X]) ≤ E[f(X)]. ♦

3.3 Das Geburtstagsparadoxon

Eine Kurvendiskussion der Funktion (1+x)− ex ergibt, dass (1+x) ≤ ex für alle x
mit Gleichheit nur bei x = 0 gilt (siehe Übungsaufgabe 2.1. (b)). Falls x nahe bei
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Null ist, erhalten wir eine durchaus brauchbare Abschätzung. Diese wichtige Technik
erklärt das Geburtstagsparadoxon:

Sind mehr als 23 Personen auf einer Party, so ist die Wahrscheinlichkeit größer als 1/2, dass
zwei Gäste am gleichen Tag Geburtstag haben.

Das Beiwort Paradoxon kommt daher, dass die Zahl 23 bei maximal 366 möglichen
Geburtstagen pro Jahr auf den ersten Blick viel zu klein erscheint, um diese Wahr-
scheinlichkeit vorherzusagen. Aber schauen wir es uns genauer an. Angenommen,
wir haben n mögliche Geburtstage undm Gäste. Stellen wir die Gäste in eine Reihe
und jeder nennt seinen Geburtstag, so erhalten wir eine Zufallsfolge (na ja, wenigs-
tens so halbwegs). Die Wahrscheinlichkeit, dass die ersten i + 1 Folgenglieder alle
verschieden sind, ist dann:

n
n
· n− 1
n

· · · n− i
n

= 1 ·
(

1− 1
n

)
· · ·

(
1− i

n

)
Die Wahrscheinlichkeit, dass allem Geburtstage verschieden sind, ist daher:

m−1∏
i=0

(
1− i

n

)

Haben wir bisher einen Fehler gemacht? Nun, die Annahme einer Zufallsfolge bedeu-
tet eine Gleichverteilung, von der die Realität womöglich abweicht. Es ist jedoch in-
tuitiv klar, dass wir auf der sicheren Seite sind (wenn sich die Wahrscheinlichkeit bei
gewissen Tagen häuft, dann wird es leichter, eine Übereinstimmung zu erreichen).
Außerdem werden wir den Ausdruck jetzt noch vergrößern. Im nächsten Schritt ver-
wenden wir die oben erwähnte Ungleichung (1 + x) ≤ ex . Damit ergibt sich für die
Wahrscheinlichkeit, dass alle Geburtstage verschieden sind, folgende Abschätzung

m−1∏
i=0

(
1− i

n

)
≤
m−1∏
i=0

e−
i
n = e−

∑m−1
i=0

i
n = e−m(m−1)

2n

Der Grenzwert 1/2 wird also spätestens im Bereich von m = √
2n ln 2 unterschrit-

ten. Für n = 365 (oder 366) ist dies 23. Experimente auf Geburtstagsfeiern und in
Vorlesungen bestätigen diesen Wert sehr gut.

Aufgaben

3.1. Ein Jäger hat die Treffsicherheit 1/2. Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass
er bei 10 Schüssen mindestens 3 Treffer landet?
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3.2. Eine Familie hat vier Kinder. Gehen Sie davon aus, dass die Wahrscheinlich-
keit, ein Mädchen zu bekommen bei 0,5 liegt, und berechnen Sie die Wahrschein-
lichkeit, dass

(a) die Familie genau ein Mädchen hat,

(b) das erste und zweite Kind ein Junge ist,

(c) mindestens zwei Kinder männlich sind,

(d) alle Kinder weiblich sind.

3.3. Seien m,n ∈ N mit n < m. Alice und Bob denken sich jeweils unabhän-
gig voneinander eine Zahl aus der Menge M = {1,2, . . . ,m} aus. Wie groß ist die
Wahrscheinlichkeit, dass sich die beiden Zahlen höchstens umn unterscheiden? Be-
stimmen Sie hierzu die Mächtigkeit der Menge

{ (a, b) | a,b ∈ M und |a− b| ≤ n }

3.4. Wir wollen eine Folge von unterschiedlichen Zahlen a = (a1, . . . , an) mittels
Quicksort sortieren. Hierfür wählen wir ein zufälliges Pivotelement ai und bilden die
Teilsequenzen a′ = (ai1 , . . . , aik) und a′′ = (aj1 , . . . , aj� )mit

– ais < ai < ajt für alle 1 ≤ s ≤ k und alle 1 ≤ t ≤ �,
– i1 < · · · < ik und j1 < · · · < j� und k+ �+ 1 = n.
Dies istmitn−1Vergleichenmöglich („pivotieren“). Danachwerdena′ unda′′ rekur-
siv sortiert zu b′ und b′′. Hieraus ergibt sich durch (b′, ai, b′′) die Sortierung von a.
Die Rekursion bricht ab, wenn n = 0 gilt. Wieviele Vergleiche benötigt Quicksort im
Durchschnitt?

3.5. Sei wieder a = (a1, . . . , an) eine Folge unterschiedlicher Zahlen. Wir wollen
das k-t größte Element bestimmen, ohne vorher die Folge zu sortieren. Wir gehen
dafür ähnlich wie bei Quicksort aus Aufgabe 3.4. vor. Wir wählen zufällig ein Pivot-
element p und bilden damit erneut die beiden Teilsequenzen der Elemente, die klei-
ner bzw. größer als p sind. Wir können gleichzeitig die Anzahl der Elemente in der
vorderen Teilsequenz festhalten und dann entscheiden, ob wir das gesuchte Element
bereits mitp gefunden haben oder inwelcher der beiden Listen das gesuchte Element
zu bestimmen ist. Die Prozedur nennt man Quickselect. Zeigen Sie, dass die mittlere
Zahl der VergleicheQ(n) bei Quickselect durch 2(1+ ln 2)n begrenzt werden kann.
Hinweis: Nehmen Sie an, dass die Folge a aus den Zahlen 1, . . . , n besteht und dass
die Position des Elements k bestimmt werden soll. Bezeichnetπ eine Reihenfolge der
Pivotelemente, so benutzen Sie die 0-1-wertigen Zufallsvariablen Xij(π) = „iwird
mit j verglichen“. Unterscheiden Sie drei Fälle, je nachdem wie k zu i und j steht.

3.6. Sei n ≥ 1 und Hn =
∑n
k=1

1
k . Gegeben sei eine Zufallsvariable X : Ω → {1,

. . . , n} mit der Zipf-Verteilung Pr[X = k] = (Hn · k)−1. Sie ist nach George Kingsley
Zipf (1902–1950) benannt, der empirisch feststellte, dass in natürlichsprachlichen

Unauthenticated
Download Date | 4/24/16 1:24 PM



�

�
“main” — 2013/3/11 — 14:49 — page 53 — #65

�

�

�

�

�

�

Zusammenfassung 53

Texten das k-t häufigste Wort mit einer Wahrscheinlichkeit proportional zu 1/k auf-
tritt. Berechnen Sie die Asymptotik des Erwartungswerts und der Standardabwei-
chung von X.

Zusammenfassung

Begriffe

– (diskreter) Wahrscheinlichkeitsraum
– Gleichverteilung
– Wahrscheinlichkeit Pr[A]
– Zufallsvariable X
– Erwartungswert E[X]
– diskrete Dichte fX

– Verteilung FX
– unabhängige Zufallsvariablen
– Varianz Var[X]
– Bernoulli-Experiment
– Standardabweichung σX
– konvexe Funktion

Methoden und Resultate

– Ω endlich, gleichverteilt ⇒ Pr[A] = |A|
|Ω|

– E[X] =∑
ω∈ΩX(ω) Pr[ω]

– Ω endlich, gleichverteilt ⇒ E[X] = (∑
ω X(ω)

)
/|Ω|

– Markov-Ungleichung: X ≥ 0, E[X] > 0, λ > 0 ⇒ Pr[X ≥ λE[X]] ≤ 1
λ

– Linearität des Erwartungswertes: E[aX + bY] = aE[X]+ bE[Y]
– E[X] =∑

x x Pr[X = x] =∑
x x fX(x)

– X,Y unabhängig ⇒ E[XY] = E[X]E[Y]
– Var[X] = E[(X − E[X])2] = E[X2]− E[X]2 ≥ 0

– σX =
√

Var[X]

– Tschebyschev-Ungleichung: Für λ > 0 gilt Pr[|X − E[X]| ≥ λσX] ≤ 1
λ2

– X,Y unabhängig ⇒ Var[X + Y] = Var[X]+ Var[Y]

– Jensen’sche Ungleichung: f : R→ R konvex, λi ∈ [0,1],
∑k
i=1 λi = 1

⇒ f
(∑k

i=1 λixi
) ≤∑k

i=1 λif(xi)

– Ω endlich, f konvex ⇒ f(E[X]) ≤ E[f(X)]
– Geburtstagsparadoxon: Für zufällige Folgen vonm Ereignissen aus Ω mitm ≥√

2|Ω| ln 2 ist Pr[zwei gleiche Folgenglieder] > 1/2.
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4 Kombinatorik
Wir beginnen diesen Abschnitt mit einer kurzen Einführung in die abzählende Kom-
binatorik. Danach lernen wir anhand der Binomialkoeffizienten das kombinatorische
Prinzip eines bijektiven Beweises kennen. Die Idee ist, eine Identität der Form f(n) =
g(n) dadurch zu beweisen, dass man einerseits Mengen F und G findet mit |F| =
f(n) und |G| = g(n), und andererseits eine Bijektion zwischen F undG nachweist.
Den Schritt von einer Funktion f(n) zu einer Menge F mit |F| = f(n) bezeichnet
man als kombinatorische Interpretation. Zwei Mengen sind disjunkt, falls ihr Durch-
schnitt leer ist. Der folgende Zusammenhang zwischen den Mengen F und G ist ty-
pisch. Man zerlegt die Menge F in Klassen, also schreibt man F als eine Vereinigung
paarweise disjunkter TeilmengenGkmit |Gk| = gk(n). Die Bijektion zwischen F und⋃
k Gk ist die Identität. Aus F =

⋃
k Gk folgt dann f(n) =

∑
k gk(n).

Eine weit verbreitete kombinatorische Interpretation ist das Urnenmodell von Pó-
lya (George Pólya, 1887–1985). In diesem Modell werden Kugeln aus einem Gefäß (der
Urne) gezogen und man zählt, auf wie viele Weisen dies geschehen kann. Bei der Me-
thode des Ziehens von Kugeln kann man unter verschiedenen Modi unterscheiden,
was zu verschiedenen Zählfunktionen führt. Ein Vorteil dieses Modells ist, dass sich
dadurch verschiedene Zählfunktionen einheitlich interpretieren lassen. Nun lassen
sich zum einen nicht alle für uns interessanten Funktionen in diesem Modell darstel-
len, und zum anderen gibt es häufig bessere und naheliegendere Interpretationen,
daher verfolgen wir einen allgemeineren Ansatz.

4.1 Abzählende Kombinatorik

Wir schreiben |A| = |B|, falls eine Bijektion zwischen A und B existiert; wir sagen
dann, A und B sind gleichmächtig. Wir können |A| als Anzahl der Elemente in A
interpretieren. IstA endlich und enthältA genau n Elemente, so schreiben wir |A| =
n. Natürlich bleibt |A| = |n| richtig, denn der Betrag |n| ist die Anzahl der Elemente
von n, wenn man die Zahl n ∈ N z. B. durch die Menge {0, . . . , n− 1} definiert.

Die Menge aller Abbildungen von A nach B bezeichnen wir mit BA. Dies ist sinn-
voll, denn eine Abbildung f : A → B kann mit einem A-Tupel (ba)a∈A identifiziert
werden, indem man ba = f(a) für alle a ∈ A setzt. Sind A und B endliche Mengen
mit |A| = n und |B| = m, dann gibt es genaumn Abbildungen von A nach B; für
jedes der n Elemente a ∈ A gibt esmmögliche Bilder f(a) ∈ B. Wir halten fest:∣∣{f : A → B ∣∣ f ist Abbildung

}∣∣ = |BA| = |B||A| =mn

Was passiert, wenn sowohl A als auch B leer ist? Dann steht links die Zahl 1, da für
A = B = ∅ die Identität die einzige Abbildung von A nach B ist, und rechts der Aus-
druck 00. Es ergibt sich also auf natürliche Weise, dass 00 = 1 gesetzt wird. Damit
gilt x0 = 1 für jede Zahl x. Dies gehört zu einer ganzen Palette sinnvoller Konventio-
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nen. So ist ein leeres Produkt stets 1, eine leere Summe stets 0, also
∏
k∈∅ak = 1

und
∑
k∈∅ak = 0. Das Analogon aus der Prädikatenlogik ist, dass eine für-alle-

quantifizierte Aussage ∀x ∈ ∅ : ϕ(x) über der leeren Menge stets wahr ist, und
∃x ∈ ∅ : ϕ(x) ist stets falsch.

Angenommen, es gilt |A| = |B| = n. Wie viele Bijektionen zwischenA und B gibt
es dann? Die Antwort ist n! (gesprochen: „n-Fakultät“), wobei die Fakultät definiert
ist durch n! = n · (n− 1) · · ·1. Mit unserer Konvention, dass leere Produkte 1 sind,
ergibt sich 0! = 1. Die Behauptung ist also:∣∣{f ∈ BA ∣∣ f ist bijektiv

}∣∣ = n!

Für n = 0 ist dies richtig. Allgemein müssen wir für beliebiges n die Tupel (bi)1≤i≤n
mit paarweise verschiedenen bi ∈ B zählen. Für b1 gibt es n Möglichkeiten, für b2

gibt es noch n − 1 Möglichkeiten und so fort. Auf diese Weise erhalten wir n! Mög-
lichkeiten.

Dieser Ansatz lässt sich auf beliebige endliche Mengen mit |A| = k und |B| = n
verallgemeinern:∣∣{f ∈ BA ∣∣ f ist injektiv

}∣∣ = n(n− 1) · · · (n− k+ 1) (4.1)

= n!
(n− k)! für k ≤ n

Dies ist erneut leicht einzusehen. Wieder müssen wir die Tupel (bi)1≤i≤n mit paar-
weise verschiedenen bi ∈ B zählen. Für b1 gibt es n Möglichkeiten, für b2 gibt es
noch n − 1 Möglichkeiten und so fort, bis für bk noch (n − k + 1) Möglichkeiten
verbleiben.

Der Anteil der Bijektionen unter allen Abbildungen von {1, . . . , n} nach {1, . . . ,
n} nimmt exponentiell ab, wenn nwächst: Mit Gleichung (2.1) sehen wir

1
en−1

≤ n!
nn

≤ n
en−1

und mit der Stirling’schen Formel (2.2) erhalten wir sogar n!
nn ∼ e−n

√
2πn. Hier und

an vielen anderen Stellen istπ die Kreiszahl und e die Euler’sche Zahl:

π = 3,141592653589793 23846264338327950288 419716939937510 · · ·
e = 2,718281828459045 23536028747135266249 775724709369995 · · ·

Die Menge aller Teilmengen vonA heißt die Potenzmenge vonA und wird mit 2A

bezeichnet. Die Bezeichnung verdeutlicht, dass eine Teilmenge B ⊆ Amit ihrer cha-
rakteristischen Abbildung χB : A → {0,1} = 2 identifiziert werden kann. Dabei gilt
χB(a) = 1, falls a ∈ B und χB(a) = 0 sonst. Wir erkennen

|2A| = 2|A|
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Enthält die Menge A alson Elemente, so gibt es 2n Teilmengen vonA. Es gilt n < 2n

für allen ∈ N. Diese Beobachtung ist ein Spezialfall dermengentheoretischen Aussa-
ge, dass keine Surjektion einer Menge auf ihre Potenzmenge existiert (siehe Übungs-
aufgabe 4.1. (c)); die Potenzmenge ist also immer „größer“. Daher kann es auch nicht
die Menge aller Mengen geben, denn, salopp gesagt, dies wäre die größte aller Men-
gen, aber ihre Potenzmenge wäre noch größer.

4.2 Binomialkoeffizienten

In Abschnitt 2.2 hattenwir schon erwähnt, dass der Binomialkoeffizient
(
n
k

)
= n!
k!(n−k)!

die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer Menge von n Elementen wiedergibt
und dies seine kombinatorische Interpretation ist. Als Nächstes erweitern wir diese
kombinatorische Interpretation auf k ∈ Z und beliebige Mengen A. Wir bezeichnen
mit

(
A
k

)
die Menge der k-elementigen Teilmengen von A:(

A
k

)
= {
B ⊆ A∣∣ |B| = k}

Offensichtlich ist
(
A
k

)
= ∅, falls k < 0 oder k > |A| gilt. Andererseits gilt stets(

A
0

)
= {∅}. Sei jetzt A endlich mit |A| = n. Es gilt |

(
A
1

)
| = n, da wir die einelemen-

tigen Teilmengen von A mit den Elementen von A identifizieren können. Zwischen
den Mengen A und

(
A
1

)
gibt es also eine Bijektion. Außerdem gibt es auch für die

Mengen
(
A
k

)
und

(
A
n−k

)
eine Bijektion: Wir müssen nur jeder Teilmenge B ∈

(
A
k

)
ihr

Komplement A \ B ∈
(
A
n−k

)
zuordnen.

A

B ∈
(
A
k

)
A \ B ∈

(
A
n−k

)

Hieraus folgt: |
(
A
k

)
| = |

(
A
n−k

)
| für alle k ∈ Z. Die Potenzmenge von A enthält 2n

Elemente, gleichzeitig ist sie die disjunkte Vereinigung aller
(
A
k

)
. Daher ergibt sich

unmittelbar und ohne eine weitere Rechnung:

2n =
∑
k

∣∣∣∣∣
(
A
k

)∣∣∣∣∣
Da

(
A
k

)
und

(
x
k

)
beides Standardbezeichnungen sind, bleibt eigentlich gar nichts an-

deres übrig, als dass Satz 4.1 gilt, den wir jetzt formal beweisen.
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Satz 4.1. SeiA eine Menge mit n Elementen. Dann gilt:∣∣∣∣∣
(
A
k

)∣∣∣∣∣ =
(
n
k

)

Beweis. Der Satz ist richtig für k < 0 oder k > n, dann sind nämlich beide Terme 0.
Für 0 ≤ k ≤ n gibt esn(n−1) · · · (n−k+1) Folgen (a1, . . . , ak)mit paarweise ver-
schiedenenai. Man beachte die Konventionn(n−1) · · · (n−k+1) = 1, falls k = 0

ist. Zwei solcher Folgen repräsentieren genau dann dieselbe Menge, wenn die Folgen
bis auf eine Permutation (d. h. Vertauschung) der Indizes übereinstimmen. Es gibt k!

solcher Permutationen, also ist der Satz bewiesen.

Wir erweitern den Definitionsbereich von Binomialkoeffizienten
(
x
k

)
auf komple-

xe Zahlen x und ganze Zahlen k wie folgt:(
x
k

)
= x(x − 1) · · · (x − k+ 1)

k!
für x ∈ C und k ∈ N

Das Produkt im Zähler der oberen Zeile nennt man die fallende Faktorielle; es wird
mit xk bezeichnet. Also gilt stets:(

x
k

)
= x

k

k!
, wobei xk = x(x − 1) · · · (x − k+ 1)

Wir beachten, dass dies für x = n ∈ N die übliche Definition
(
n
k

)
= n!
k!(n−k)! liefert.

Für k > 0 stehen im Zähler und Nenner von
(
x
k

)
jeweils k Faktoren. Für k = 0 steht

in xk das leere Produkt; dies ist nach der obigen Konvention 1, also x0 =
(
x
0

)
= 1.

Sind k,x natürliche Zahlen mit x < k, so durchläuft das Produkt x(x − 1) · · · (x −
k+ 1) die Null, also gilt xk =

(
x
k

)
= 0 für x ∈ Nmit 0 ≤ x < k. Für alle anderen x

und k ≥ 0 wird die Null nicht getroffen, also gilt xk ≠ 0 ≠
(
x
k

)
für x ∉ N und 0 ≤ k.

So gilt zum Beispiel
(

1/10
4

)
< 0 und

(
1/10

5

)
> 0; insbesondere sind beide Werte nicht

Null.
Als Nächstes erweitern wir denDefinitionsbereich für allek ∈ Z undx ∈ C durch(

x
k

)
= 0, falls k negativ ist. Insbesondere gilt:(

n
k

)
=
(
n

n− k

)
fürn ∈ N und k ∈ Z

Für k ≥ 0 gilt die hübsche Beziehung:(
−1
k

)
= (−1) · (−2) · · · (−k)

k!
= (−1)k

Wir können den Binomialkoeffizienten
(
x
k

)
als ein Polynom in x vom Grad k auffas-

sen mit den Nullstellen 0, . . . , k− 1. Dabei ist
(
x
0

)
das konstante Polynom mit Wert 1.
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Dies führt direkt zur Polynommethode. Wenn wir eine Identität für Binomialkoef-
fizienten beweisen möchten, bei denen nur

(
x
m

)
mitm ≤ k auftreten, so ist dies eine

Identität für Polynome in x (mit Koeffizienten in C) vom Grad kleiner oder gleich k.
Ein Satz der Algebra besagt, dass zwei verschiedene Polynome (mit Koeffizienten
aus C) vom Grad kleiner oder gleich k schon dann gleich sind, wenn sie an k + 1

verschiedenen Stellen übereinstimmen. Kann man die Identität dann für mindes-
tens k + 1 natürliche Zahlen x zeigen, so gilt sie automatisch für alle x ∈ C. Dies
ist Leitmotiv für dieses Kapitel:

Beweise (sofern möglich) Identitäten mit Hilfe einer kombinatorischen Inter-
pretation und versuche dann die Polynommethode.

Der Ansatz ist extrem hilfreich, denn er vermittelt ein Verständnis für Identitäten. Au-
ßerdem erspart er einige Induktionsbeweise. Diese eignen sich zwar vielfach sehr gut
zum Nachvollziehen von Identitäten, sind aber kaum geeignet, Identitäten zu finden
oder im Kopf zu behalten.

Dadurch, dass Binomialkoeffizienten außerdem für alle k ∈ Z definiert sind, kön-
nenwir uns oft Summationsgrenzen ersparen, was die Formeln übersichtlichermacht
und Induktionsbeweise vereinfacht. Für den Rest dieses Abschnittes sind x,y stets
komplexe Zahlen (oder Unbekannte) und k, �,m,n stets ganze Zahlen.

Binomialkoeffizienten
(
n
k

)
sind für n, k ∈ N selbst natürliche Zahlen, aber dies

ist der Darstellung
(
n
k

)
= n!
k!(n−k)! nicht sofort anzusehen. Mit Satz 4.1 wird diese Aus-

sage trivial. Die folgende Identität ist die Grundlage für dasPascal’sche Dreieck (Blaise
Pascal, 1623–1662) und die vielleicht wichtigste Eigenschaft von Binomialkoeffizien-
ten (siehe Abbildung 4.1). Hieraus lässt sich ebenfalls die Ganzzahligkeit der Werte(
n
k

)
für n, k ∈ Z ableiten.

Satz 4.2 (Additionstheorem).(
x
k

)
=
(
x − 1
k

)
+
(
x − 1
k− 1

)

Beweis. Mit Hilfe der kombinatorischen Interpretation (Satz 4.1) ist die Identität direkt
zu verstehen, wenn x = n eine natürliche Zahl ist: Wir können annehmen, dass
A = {1, . . . , n} gilt. Die Menge der k-elementigen Teilmengen von A zerlegt sich in
zwei Klassen. Diejenigen, die das Element n enthalten und diejenigen, die es nicht
tun. Wir wenden jetzt Satz 4.1 an: Von der ersten Sorte gibt es so viele, wie es (k−1)-
elementige Teilmengen von A \ {n} gibt, dies sind

(
n−1
k−1

)
. Von der zweiten Sorte gibt

es so viele, wie es k-elementige Teilmengen von A \ {n} gibt, dies sind
(
n−1
k

)
. Die

Summe muss
(
n
k

)
sein. Daraus ergibt sich die Identität zunächst für alle x ∈ N. Die

behauptete Identität gilt also für unendlich vieleWerte. Da links und rechts Polynome
vom Grad k stehen, gilt sie für alle x ∈ C nach der Polynommethode.
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1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1

1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

1 8 28 56 70 56 28 8 1

x = 0

x = 1

x = 2

x = 3

x = 4

x = 5

x = 6

x = 7

x = 8

k =
0

k =
1

k =
2

k =
3

k =
4

k =
5

k =
6

k =
7

k =
8

(
x
k

)

Abb. 4.1. Pascal’sches Dreieck.

Eine unmittelbare Konsequenz des Addititionstheorems ist die Ganzzahligkeit
der Binomialkoeffizienten

(
n
k

)
für n ∈ Z, die dem Bruch n···(n−k+1)

k! nicht direkt an-
zusehen ist. Eine weitere einfache Folgerung aus Satz 4.2 ist der Binomialsatz. Hierbei
bedeutet

∑
k, dass wir über alle k ∈ Z summieren. Dies ist erlaubt, da in den betrach-

teten Summen fast alle Terme 0 sind.

Satz 4.3 (Binomialsatz).

(x +y)n =
∑
k

(
n
k

)
xkyn−k

Beweis. Wir betrachten das Produkt in Unbestimmten x und y

(x + y)n = (x +y)(x + y) · · · (x + y)︸ ︷︷ ︸
n Faktoren

Den Termxkyn−k können wir erzeugen, indemwir ink dern Faktoren den Summan-
den x wählen und in den übrigen n − k Faktoren den Summanden y . Damit liefert
jede k-elementige Teilmenge der n Faktoren den Term xkyn−k. Nach Satz 4.1 gibt es(
n
k

)
solcher Teilmengen. Also ist

(
n
k

)
der Koeffizient von xkyn−k.

Eine weitere wichtige Identität ist die trinomiale Revision. Die Namensgebung
wurde entsprechend in Anlehnung an das Buch von Graham, Knuth und Patashnik
gewählt [22]. Sie beruht darauf, dass für x = k+ � + n undm = k + � das Produkt(
x
m

)(
m
k

)
=

(
k+�+n
k+�

)(
k+�
k

)
zum Trinomialkoeffizienten (k+�+n)!

k!�!n! wird. Die trinomiale
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Revision erlaubt es, Produkte von Binomialkoeffizienten zu vereinfachen:

Satz 4.4 (Trinomiale Revision).(
x
m

)(
m
k

)
=
(
x
k

)(
x − k
m− k

)
für x ∈ C undm,k ∈ Z

Beweis. Fürm< 0 oderm< k steht auf beiden Seiten 0. Nach der Polynommethode
reicht es daher, die Aussage für 0 ≤ k ≤m ≤ n = x ∈ N zu zeigen. Stellen wir uns
vor, dass wirn Kugeln haben und hiervon k rot,m−k grün und die restlichenn−m
blau färben möchten. Dann können wir uns zunächst für die Teilmenge der rot oder
grün gefärbten entscheiden und danach unter diesen die roten wählen. Oder wir ent-
scheiden uns erst nur für die Teilmenge der roten Kugeln und wählen danach unter
den restlichen n− k Kugeln die grünen.

Wenn man eine Identität von der Form fn =
∑
k

(
n
k

)
gk nach gk umformen will,

dann kann man sich des folgenden Tricks bedienen. Betrachte die (n+ 1)× (n+ 1)
Matrizen P und Q mit Einträgen Pij =

(
i
j

)
und Qij = (−1)i−j

(
i
j

)
. Die Indizes sind

aus {0, . . . , n}. Beide Matrizen P und Q sind untere Dreiecksmatrizen. Die Matrix P
ist ein Ausschnitt des Pascal’schen Dreiecks. Für das Produkt R = PQ gilt

Rij =
∑
k
PikQkj =

∑
k

(
i
k

)
(−1)k−j

(
k
j

)

Insbesondere ist Rij = 0 für i < j. Für i ≥ j ergibt sich mit der trinomialen Revision:

Rij =
(
i
j

)∑
k

(
i− j
k− j

)
(−1)k−j =

(
i
j

)∑
k

(
i− j
k

)
(−1)k

=
(
i
j

)
(−1+ 1)i−j =

⎧⎨⎩1 für i = j
0 für i > j

Also ist R die Einheitsmatrix. Dies liefert Satz 4.5.

Satz 4.5 (Binomialinversion). Seien f0, . . . , fn und g0, . . . , gn Zahlen, so dass fi =∑
k

(
i
k

)
gk für alle 0 ≤ i ≤ n gilt. Dann ist gn =

∑
k(−1)n−k

(
n
k

)
fk.

Beweis. Mit den obigenMatrizen gilt (f0, . . . , fn) = (g0, . . . , gn)·Pt. Es folgt (g0, . . . ,
gn) = (f0, . . . , fn) ·Qt und damit die Behauptung. Hierbei bezeichnet Pt die zu P
transponierte Matrix mit dem Eintrag Pij an der Stelle (j, i).

Im nächsten Beispiel fassen wir einige wichtige kombinatorische Interpretatio-
nen zusammen.
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Beispiel 4.6. Eine Urne enthalte n Kugeln, die von 1 bis n nummeriert sind. Wir zie-
hen k Kugeln. Insbesondere gilt k ≤ n, wenn wir keine Kugel zurücklegen. Dann gibt
es
(a) nk = n!

(n−k)! Ziehungen ohne Zurücklegen und mit Reihenfolge,

(b)
(
n
k

)
Ziehungen ohne Zurücklegen und ohne Reihenfolge,

(c) nk Ziehungen mit Zurücklegen und mit Reihenfolge, und
(d)

(
n+k−1
k

)
Ziehungen mit Zurücklegen und ohne Reihenfolge.

Zurücklegen bedeutet hierbei, dass jede Kugel nach dem Ziehen vermerkt und wie-
der zu den Kugeln in der Urne zurück gelegt wird. Mit Reihenfolge bedeutet, dass
man zwischen den verschiedenen Reihenfolgen unterscheidet, in denen die Kugeln
gezogen werden. Aus der ersten Formel sehen wir zum Beispiel, dass es 336 mögliche
Verteilungen der ersten 3 Plätze bei einem Rennen mit 8 Teilnehmern gibt, denn es
ist 8 · 7 · 6 = 336.

Die ersten drei Formeln haben wir bereits unter den Stichworten Injektionen, k-
elementige Teilmengen und beliebige Abbildungen behandelt. Die Formel in Situa-
tion (d) kann man wie folgt einsehen. Ein Auswahl von Elementen mit Zurückle-
gen und ohne Reihenfolge kann man durch Werte b1, . . . , bn ∈ N darstellen. Die
Zahl bi gibt an, wie oft die Kugel i gezogen wurde. Wenn wir k Kugeln ziehen, dann
ist

∑
i bi = k. Wir setzen a0 = 0 und ai+1 = ai + bi+1 + 1 für 0 ≤ i < n. Dann gilt

1 ≤ a1 < · · · < an−1 < an = n+ k. Insbesondere ist {a1, . . . , an−1} eine Auswahl
von n−1 Elementen aus {1, . . . , n+ k− 1}. Aus den ai’s kann man auch wieder die
bi’s berechnen. Mit

(
n+k−1
k

)
=
(
n+k−1
n−1

)
folgt daraus die Behauptung. ♦

Die Herleitung in Beispiel 4.6 (d) enthält eine häufig anzutreffende Methode, und
zwar dass man die ai’s nach einer vorgegebenen Ordnung anordnet (hier ist dies die
natürliche Ordnung auf Zahlen), obwohl sie in einer beliebigen Reihenfolge gezogen
wurden. Wir werden diese Technik im nächsten Teil weiter verfeinern.

Nach einer Anekdote sollten die Schüler in der Klasse von Gauß einige Zeit still
beschäftigt werden. Der Lehrer verlangte daher, die Zahlen von 1 bis 100 aufzusum-
mieren. Gauß löste diese Aufgabe sofort, indem er auf einen Zettel schrieb:

(1+ 100)+ (2+ 99)+ · · · + (49+ 52)+ (50+ 51) = 50 · 101 = 5050

Wieso gehört dies hierher? Nun, die bekannte Formel, die aufgrund der obigen Anek-
dote häufig nach Gauß benannt wird, lautet:

∑
0≤k≤n

k = n(n+ 1)
2

=
(
n+ 1

2

)
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Ein einfacher Induktionsbeweis istmöglich, aber langweilig. Versuchenwir eine kom-
binatorische Interpretation und betrachten die Menge A = {1, . . . , n+ 1}. Es gilt∣∣∣∣∣

(
A
2

)∣∣∣∣∣ = ∑
1≤k≤n+1

∣∣{ {j, k} ∣∣ 1 ≤ j < k }∣∣ = ∑
1≤k≤n+1

(k− 1) =
∑

0≤k≤n
k

Gauß in Reinform! Wie steht es mit der Summe der Quadrate? Kennt man das Ergeb-
nis, so ist es erneut eine leichte Übung, es mit Induktion zu zeigen. Aber was tun,
wenn man diese Formel vergessen hat? Besser wir lernen sie herzuleiten. Wie eben
überzeugen wir uns von der folgenden Identität:(

n+ 1
3

)
=

∑
1≤k≤n+1

∣∣{ {�, j, k} ∣∣ 1 ≤ � < j < k }∣∣
=

∑
1≤k≤n+1

∣∣{ {�, j} ∣∣ 1 ≤ � < j < k }∣∣
=

∑
1≤k≤n+1

(
k− 1

2

)
=

∑
0≤k≤n

(
k
2

)

Da 2 ·
(
k
2

)
= k2 − k gilt, erhalten wir im nächsten Schritt:

2 ·
(
n+ 1

3

)
=
( ∑

1≤k≤n
k2

)
−
( ∑

1≤k≤n
k
)

Zusammen mit demWissen über die Gauß-Summe ergibt sich:

∑
1≤k≤n

k2 = 2 ·
(
n+ 1

3

)
+
(
n+ 1

2

)
= 2n3 + 3n2 +n

6

Diese Idee lässt sich verallgemeinern. Die (m+ 1)-elementigen Teilmengen von A =
{1, . . . , n+ 1} lassen sich in Klassen nach ihrem maximalen Element k einteilen.
Hieraus folgt:(

n+ 1
m + 1

)
=

∑
1≤k≤n+1

∣∣∣∣∣
(
{1, . . . , k− 1}

m

)∣∣∣∣∣ = ∑
1≤k≤n+1

(
k− 1
m

)
=

∑
0≤k≤n

(
k
m

)

Wir können also Satz 4.7 festhalten.

Satz 4.7 (Obere Summation). Fürm,n ∈ N gilt:(
n+ 1
m+ 1

)
=

∑
0≤k≤n

(
k
m

)

Ganz ähnlich erhalten wir die Identität 4.8. Sie gilt für n ∈ Z und x beliebig.

Satz 4.8 (Parallele Summation).(
x +n+ 1

n

)
=

∑
k≤n

(
x + k
k

)
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Beweis. Seien zunächst x ∈ N und n ∈ N. Die n-elementigen Teilmengen von A =
{1, . . . , x +n+ 1} lassen sich in Klassen nach dem größten Element ausA einteilen,
welches nicht (!) in der Teilmenge enthalten ist. Es sei B ∈

(
A
n

)
und x + k + 1 das

größte Element von A \ B. Es gilt also x + k + 1 �∈ B und x + k + 2, . . . , x + n +
1 ∈ B. Hieraus folgt 0 ≤ k ≤ n und |B ∩ {1, . . . , x + k}| = k. Die Menge B ist
also eindeutig durch denWert k und eine k-elementige Teilmenge von {1, . . . , x + k}
bestimmt. Damit erhalten wir:∣∣∣∣∣

(
A
n

)∣∣∣∣∣ = ∑
k≤n

∣∣∣∣∣
(
{1, . . . , x + k}

k

)∣∣∣∣∣ = ∑
k≤n

(
x + k
k

)

Mit Hilfe der Polynommethode folgt die Identität für alle x ∈ C und n ∈ N. Die
Erweiterung auf n ∈ Z ist trivial, da alle Terme 0 werden.

Die Gleichung in Satz 4.9 ist nach dem französischen Mathematiker, Chemiker
und Musiker Alexandre-Théophile Vandermonde (1735–1796) benannt.

Satz 4.9 (Vandermonde’sche Identität).(
x + y
n

)
=
∑
k

(
x
k

)(
y

n− k

)

Beweis. Wir beweisen die Identität zunächst durch kombinatorische Interpretation
für x,y ∈ N und wenden dann die Polynommethode an. Seien X und Y disjunkte
Mengen mit |X| = x und |Y | = y . Auf der linken Seite steht die Anzahl der Mög-
lichkeiten, n Elemente aus X ∪ Y auszuwählen. Auf der rechten Seite zählen wir die
Möglichkeiten zunächst k Elemente aus X auszuwählen und dann n − k Elemente
aus Y auszuwählen. Insgesamt wählen wir auch hier wieder n Elemente aus X ∪ Y
aus. Die Summation über k hat zur Folge, dass wir alle Aufteilungen der n Elemente
in Teilmengen von X und in Teilmengen von Y genau einmal zählen.

X ∪ Y

n

X Y

k n− k

Für n < 0 und beliebige x,y ∈ C sind die Terme auf beiden Seiten 0. Betrachten
wir den Fall n ∈ N. Als Nächstes folgt die Polynommethode für zwei Variablen. Für
ein festes y ∈ N steht sowohl links als auch rechts ein Polynom in x vom Grad n.
Die kombinatorische Interpretation hat gezeigt, dass diese beiden Polynome für alle
x ∈ N übereinstimmen, insbesondere stimmen die Polynome vom Grad n an min-
destens n+ 1 Stellen überein. Daraus folgt, dass die Polynome gleich sind und obige
Identität für alle x ∈ C und alle y ∈ N gilt. Sei nun x ∈ C fest, dann stehen links
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und rechts zwei Polynome in y vom Grad n, die an mindestens n + 1 Stellen über-
einstimmen. Dies zeigt, dass die Vandermondesche Identität für alle n ∈ Z und alle
x,y ∈ C gilt.

Als Spezialfall erhalten wir die folgende Aussage. Fürm,n ∈ N ist:(
m +n
m

)
=
∑
k

(
m
k

)(
n

m − k

)
Wir geben noch eine direkte kombinatorische Interpretation der Aussage und be-
trachten hierfür das Rechteckgitter mit den Endpunkten (0,0) und (n,m) und die
Gesamtheit M aller kürzesten Wege im Gitter von (0,0) nach (n,m). Jeder dieser
Wege besteht ausm senkrechten Einheitswegstrecken undnwaagerechten Einheits-
wegstrecken in beliebiger Reihenfolge. Wenn wir in der Reihenfolge des Weges je-
de senkrechte Strecke durch „0“ und jede waagerechte Strecke durch „1“ kennzeich-
nen, so wird jeder kürzesteWeg eindeutig dargestellt durch eine 0-1-Sequenz der Län-
gem + nmit genau n Einsen. Durch Auswählen der n Positionen der Einsen sehen
wir:

|M| =
(
m+n
n

)
Zum anderen benutzt jeder Weg ausM genau einen der Punkte xk = (m − k, k)mit
0 ≤ k ≤m.

x0

xk

xm

(0,0)

(n,m)

Es gibt genau
(
m−k+k
k

)
=

(
m
k

)
kürzeste Wege von (0,0) nach xk und genau(

n−m+k+m−k
m−k

)
=
(
n
m−k

)
kürzeste Wege von xk nach (n,m). Das ergibt die Behaup-

tung.
Für x,y ∈ N wollen wir die Vandermonde’sche Identität alternativ noch mit

Hilfe einer anderen sehr lehrreichen Technik beweisen. Wir interpretieren hierzu den
Binomialsatz 4.3 als Gleichheit zwischen zwei Polynomen. Sei Z eine Unbestimmte.
Dann gilt ∑

n

(
x +y
n

)
Zn = (Z + 1)x+y = (Z + 1)x · (Z + 1)y

=
(∑
k

(
x
k

)
Zk

)
·
(∑
�

(
y
�

)
Z�

)

=
∑
n

(∑
k

(
x
k

)(
y

n− k

))
Zn
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Hierbei haben wir bei der letzten Gleichheit alle Koeffizienten von Zn zusammenge-
fasst. Aus obiger Gleichheit von Polynomen folgt nun durch Koeffizientenvergleich
bei Zn die Vandermonde’sche Identität.

Angenommen, wir möchten bis zu t identische Objekte in � Behälter aufteilen.
Wie viele Möglichkeiten gibt es hierfür? Die Antwort liefert der nächste Satz, welchen
wir in Beispiel 4.6 (d) bereits in anderer Form kennen gelernt haben.

Satz 4.10. ∣∣∣∣∣
{
(e1, . . . , e�) ∈ N�

∣∣∣∣∣ ∑
1≤k≤�

ek ≤ t
}∣∣∣∣∣ =

(
t + �
�

)
Beweis. Wir stellen uns t + � Punkte vor, die waagerecht in einer Reihe liegen. Aus
diesen Punkten wählen wir � Punkte aus und ersetzen diese durch Striche. Hierfür
gibt es

(
t+�
�

)
Möglichkeiten. Jede solche Auswahl entspricht genau einem �-Tupel

(e1, . . . , e�) ∈ N� mit
∑�
k=1 ek ≤ t.

• • · · · • •︸ ︷︷ ︸
e1 Punkte

| • • · · · • •︸ ︷︷ ︸
e2 Punkte

| · · · | • • · · · • •︸ ︷︷ ︸
e� Punkte

| • • · · · • •︸ ︷︷ ︸
Überschuss︸ ︷︷ ︸

t Punkte und � Striche

Zunächst werden e1 Punkte bis zum ersten Strich abgetragen. Nach dem ersten Strich
werden e2 Punkte abgetragen, so fahren wir fort. Nach dem �-ten Strich kann noch
ein Überschuss an Punkten folgen, um insgesamt t Punkte zu erhalten. So lassen
sich die Lösungen der Ungleichung und Auswahlen an Punkten und Strichen bijektiv
aufeinander abbilden.

Kehren wir zum Binomialsatz 4.3 zurück. Wir geben einen leicht modifizierten
kombinatorischen Beweis und formulieren den Satz in voller Allgemeinheit.

Satz 4.11 (Allgemeiner Binomialsatz). Seien r ,x,y ∈ C. Dann gilt

(x +y)r =
∑
k

(
r
k

)
xkyr−k für |x| < |y| oder für r ∈ N

Beweis. Seien r ,x,y ∈ N und seien R,X, Y Mengen mit |R| = r , |X| = x, |Y |
= y undX∩Y = ∅. Auf der linken Seite des Binomialsatzes steht die Anzahl der Ab-
bildungen von R in die disjunkte Vereinigung von X und Y . Jede Teilmenge K von R
definiert eine Klasse von Abbildungen:

FK =
{
f : R → X ∪ Y

∣∣∣ f−1(X) = K
}

Jede Abbildung f ∈ FK setzt sich zusammen aus einer Abbildung fX : K → X und
einer Abbildung fY : R \ K → Y . Sei |K| = k. Für fX gibt es xk Möglichkeiten
und für fY gibt es yr−k Möglichkeiten. Deshalb gilt |FK| = xkyr−k. Die Anzahl der
Teilmengen K mit |K| = k ist

(
r
k

)
und die Behauptung folgt für r ,x,y ∈ N.
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X

Y

K

R \ K

R

f :

fX

fY

Als nächster Schritt folgt die Polynommethode. Es gibt hier wie in Satz 4.9 zwei
Variablen, also machen wir wiederum zwei Schritte. Aus r ,x,y ∈ N wird r ,x ∈ N,
y ∈ Cmit Hilfe der Polynommethode im ersten Schritt. Dasselbe Argument führt von
r ,x ∈ N, y ∈ C zu r ∈ N, x,y ∈ C.

Hier sind wir mit unserem Standardansatz am Ende. Für r ∈ C\N ist
∑
k

(
r
k

)
xk ·

yr−k eine unendliche Reihe. Wir betrachten daher den Fall |x| < |y| mit r ∈ C
gesondert. Wir setzen z = x

y und f(z) = (1+ z)r . Dann gilt |z| < 1 und es reicht,

f(z) =
∑
k

(
r
k

)
zk

zu zeigen. Betrachte die k-te Ableitung von f :

f (k)(z) = rk(1+ z)r−k

Damit ist f (k)(0) = rk. Die Taylorreihe von f ist folglich:

∑
k≥0

f (k)(0)
k!

zk =
∑
k

(
r
k

)
zk

Diese Reihe konvergiert für |z| < 1 absolut, da |
(
r
k

)
| als Funktion von k durch ein

Polynom in k vom Grad �|r |� begrenzt ist. Dies kann man direkt aus der Definition
der Binomialkoeffizienten ableiten, indemman Faktoren kleiner als 1 herausstreicht.
Die absolute Konvergenz impliziert die Gleichheit f(z) =∑

k

(
r
k

)
zk.

In dem Spezialfall r = −1, x = −z undy = 1 liefert Satz 4.11 den Grenzwert der
geometrischen Reihe: ∑

k≥0

zk = 1
1− z für |z| < 1
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Eine Integralabschätzung zeigt, dass
(
k+z
k

)
k−z für k → ∞ gegen eine Konstante

konvergiert (die übrigens 1
z! für alle komplexen Zahlen z definiert). Hieraus folgt, dass(

r
k

)
in O(k−1−r ) liegt. Aufgrund des Leibniz-Kriteriums (Gottfried Wilhelm Leibniz,

1646–1716) über alternierende Reihen, konvergiert damit die Reihe
∑
k

(
r
k

)
für reelle

Zahlen r > −1. Insbesondere gilt (1+ 1)
1
2 = √2 =∑

k

(
1/2
k

)
.

Haben wir eine n-te Potenz aus mehr als zwei Summanden zu bilden, so können
wir den nächsten Satz verwenden.

Satz 4.12 (Multinomialsatz). Sei d ≥ 1. Dann gilt:

(x1 + · · · + xd)n =
∑

ki≥0, k1+···+kd=n

n!
k1! · · ·kd!

xk1
1 · · ·xkdd

Beweis. Die kombinatorische Interpretation ist wie beim Binomialsatz 4.11 möglich,
wir müssen nur beachten:

n!
k1! · · ·kd!

= n
k1(n− k1)k2 · · ·kd!

k1! · · ·kd!
=
(
n
k1

)(
n− k1

k2

)
· · ·

(
kd
kd

)
Eine Induktion nach n ist auch möglich, aber das kennen wir schon aus dem Beweis
von Satz 4.3. Diesmal machen wir eine Induktion nach d. Für d = 1 ist der Satz rich-
tig. Fürd > 1 schreibenwiry = x2+· · ·+xd und erhalten aus demBinomialsatz 4.3:

(x1 + · · · + xd)n = (x1 + y)n =
∑
k1

(
n
k1

)
xk1

1 y
n−k1

Mit Induktion nach d sehen wir:

(x1 + · · · + xd)n =
∑
k1

(
n
k1

)
xk1

1

( ∑
ki≥0, k2+···+kd=n−k1

(n− k1)!
k2! · · ·kd!

xk2
2 · · ·xkdd

)

=
∑

0≤k1≤n

n!
k1!(n− k1)!

xk1
1

( ∑
ki≥0, k2+···+kd=n−k1

(n− k1)!
k2! · · ·kd!

xk2
2 · · ·xkdd

)

=
∑

ki≥0, k1+···+kd=n

n!
k1! · · ·kd!

xk1
1 · · ·xkdd

Sind d,ki, n ∈ Nmit k1 + · · · + kd = n so definiert man denMultinomialkoeffi-
zienten durch: (

n
k1, . . . , kd

)
= n!
k1! · · ·kd!

Er gibt an, wie viele Möglichkeiten es gibt, eine n-elementige Menge so in d disjunk-
te Klassen zu zerlegen, dass die i-te Klasse Ci genau ki Elemente enthält. Um dies
einzusehen, sei s die Zahl solcher Zerlegungen. Wir schreiben jede Zerlegung als Se-
quenz (C1, . . . , Cd). Es gibt jeweils ki! Möglichkeiten, die Elemente aus Ci anzuord-
nen. Wenn wir alle Klassen angeordnet haben, erhalten wir eine beliebige Permutati-
on der n Elemente. Umgekehrt können wir aus einer Permutation π wieder die Zer-
legung zurückgewinnen, indem wir in (π(1), . . . , π(n)) jeweils nacheinander von
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links nach rechts d Blöcke bilden, so dass der i-te Block genau ki Elemente enthält.
Wenn wir nun die Reihenfolge bei den Elementen des Blocks i ignorieren, liefert das
die Klasse Ci. Dies zeigt s · k1! · · ·kd! = n! und damit s =

(
n

k1,...,kd

)
.

Beispiel 4.13. Sein = 4, d = 3 und (k1, k2, k3) = (1,1,2). Wenn wir dien-elemen-
tige Menge {1,2,3,4} als Positionen eines Worts interpretieren und Positionen der
Klasse 1 mit a beschriften, Positionen der Klasse 2 mit b und Positionen der Klasse 3
mit c, dann zählt

(
4

1,1,2

)
= 12 die folgenden Wörter

abcc bacc cabc cbca
acbc bcac cacb ccab
accb bcca cbac ccba

so dass wir auf diese Weise eine weitere Interpretation von Multinomialkoeffizienten
erhalten. ♦

4.3 Durchschnittsanalyse von Bubble-Sort

Mit dem Begriff Bubble-Sort verbindet sich ein einfaches Sortierverfahren, welches
auf lokalen Vertauschungen basiert. Sei π = (π1, . . . , πn) eine Folge von Zahlen.
Diese können wir dadurch sortieren, dass wir immer wieder von links nach rechts
die Folge durchgehen und die Elemente πi und πi+1 vertauschen, sofern die Bedin-
gung πi > πi+1 vorliegt. Jede Vertauschung verändert natürlichπ . Dieses Verfahren
bricht ab, sobald ein Durchgang ohne Vertauschung möglich ist. Dies ist ein Vorteil
von Bubble-Sort: Der letzte Durchlauf verifiziert, dass die Folge tatsächlich sortiert
wurde. Es ist auch klar, dass Bubble-Sort gut für fast vorsortierte Folgen geeignet ist.

Wir wollen die Zeit betrachten, die dieses Sortierverfahren benötigt. Nach dem
ersten Durchlauf steht die größte Zahl ganz hinten, nach dem zweiten stimmen die
letzten beiden Positionen und so weiter. Nach n Durchläufen sind wir fertig, und je-
der Durchlauf kostet uns höchstens n Schritte. Es ist also ein quadratisches Verfah-
ren, und man muss sich schon anstrengen, es nicht mit einer Laufzeit von O(n2) zu
implementieren.

Es gibt diverse Vorschläge, Bubble-Sort zu optimieren, aber kommen diese mit
einer Zeit in o(n2) aus? Die Antwort ist ein sehr deutliches Nein. Selbst beliebig op-
timierte Bubble-Sort Varianten sind im Mittel immer noch quadratische Sortierver-
fahren: Nehmen wir als Maß die Zahl der Fehlstellungen einer Permutation π =
(π1, . . . , πn). Dies ist definiert durch die Zahl der Paare (i, j)mit i < j undπj < πi.

Satz 4.14. Die Anzahl der Fehlstellungen einer Permutationπ = (π1, . . . , πn) beträgt
im Mittel

1
2
·
(
n
2

)
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Beweis. Für n ≤ 1 ist die Behauptung erfüllt. Sei also n ≥ 2. Für π = (π1, . . . , πn)
definieren wir eine Permutation π durch π = (πn, . . . , π1). Die Zuordnung π �→ π
definiert eine Involution (es giltπ = π ) ohne Fixpunkte. Dadurchwird dieMenge der
Permutationen so in Klassen eingeteilt, dass jede Klasse von der Form {π,π} ist und
aus genau zwei Elementen besteht. Die Summe der Fehlstellungen für eine Klasse
{π,π} ist genau

(
n
2

)
.

Was immer wir auch Bubble-Sort nennen, gehen wir davon aus, dass pro Zeitein-
heit höchstens eine Fehlstellung beseitigt wird. Die mittlere Zahl der Fehlstellungen
unterschätzt daher den Zeitverbrauch jeder realistischen Bubble-Sort-Implementie-
rung.

Korollar 4.15. Bubble-Sort benötigt im Mittel und im schlechtesten Fall Θ(n2) Verglei-
che, um eine Folge mit n Elementen zu sortieren.

Die Aussage in Korollar 4.15 gilt für jede Verteilung der Eingaben, sofern die Fol-
gen π und π jeweils gleich wahrscheinlich sind oder jeweils zufällig entschieden
wird, ob die Folge von links nach rechts oder in umgekehrter Richtung sortiert wer-
den soll.

4.4 Das Prinzip von Inklusion und Exklusion

Sind A und B disjunkte Mengen, so gilt |A∪ B| = |A| + |B|. Allgemeiner gilt für
beliebige, nicht nowendigerweise disjunkte Mengen A und B die Formel |A∪ B| =
|A| + |B| − |A∩ B|, denn durch Aufzählen der Elemente aus A und der Elemente
aus B werden diejenigen Elemente doppelt gezählt, die im Schnitt der beidenMengen
liegen. Diese müssen deswegen einmal abgezogen werden. Für drei endliche Mengen
A, B,C gilt

|A∪ B ∪ C| = |A| + |B| + |C| − |A∩ B| − |B ∩ C| − |A∩ C| + |A∩ B ∩ C|

Dies erkennt man aus dem folgenden Venn-Diagramm (John Venn, 1834–1923) dreier
Mengen A,B,C:

A

B C
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Beispiel 4.16. Wie viele Zahlen zwischen 1 und 1000 sind durch 3 oder 5 oder 8 teil-
bar? Sei A bzw. B bzw. C die Menge der durch 3 bzw. 5 bzw. 8 teilbaren Zahlen zwi-
schen 1 und 1000. Es gilt:

|A| =
⌊

1000
3

⌋
= 333 |A∩ B| =

⌊
1000

15

⌋
= 66

|B| =
⌊

1000
5

⌋
= 200 |B ∩ C| =

⌊
1000

40

⌋
= 25

|C| =
⌊

1000
8

⌋
= 125 |A∩ C| =

⌊
1000

24

⌋
= 41

|A∩ B ∩ C| =
⌊

1000
120

⌋
= 8

Daraus folgt |A∪ B ∪ C| = 333+ 200+ 125− 66− 25− 41+ 8 = 534. ♦

Das Prinzip von Inklusion und Exklusion verallgemeinert diese Formel und er-
laubt das genaue Zählen der Elemente einer Vereinigung von Mengen. Die Bezie-
hung 4.17 ist nach James Joseph Sylvester (1814–1897) benannt.

Satz 4.17 (Siebformel von Sylvester). Für endliche MengenA1, . . . , An gilt:

|A1 ∪ · · · ∪An| =
∑
k≥1

(−1)k+1
∑

1≤r1<···<rk≤n
|Ar1 ∩ · · · ∩Ark |

Beweis. Sei x ∈ A = A1 ∪ · · · ∪ An und x komme in genau m Mengen Ai vor,
1 ≤ m ≤ n. Das Element x wird auf der linken Seite genau einmal gezählt. Wir
zählen jetzt, wie oft x auf der rechten Seite vorkommt. Hierfür können wir x ∈ Ai für
1 ≤ i ≤m undx �∈ Ai fürm < i ≤ n voraussetzen. Ein Summand |Ar1 ∩ · · · ∩Ark |
liefert also keinen Beitrag für x, wenn rk > m. Die Gleichung lässt sich daher für
dieses x wie folgt umschreiben:

1 =
∑
k≥1

(−1)k+1
∑

I∈({1,...,m}k )
1 =

∑
k≥1

(−1)k+1

(
m
k

)

Dies ist äquivalent zur folgenden Identität, welche aus der Anwendung des Binomi-
alsatzes auf (−1+ 1)m folgt:

∑
k
(−1)k

(
m
k

)
= 0 fürm ≥ 1

Insgesamt erhalten wir die Gleichheit für jedes x ∈ A und damit die Siebformel von
Sylvester.

Eine Anwendung der Siebformel von Sylvester wird häufig als (das Prinzip von)
Inklusion und Exklusion bezeichnet.Wir betrachten nun zwei Beispiele. Als erstes er-
halten wir einen weiteren Beweis für die Euler’sche Formel (1.1). Sei n = pn1

1 · · ·pnrr
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die Primfaktorzerlegung von n ∈ N mit ni > 0 und pi paarweise verschiedenen
Primzahlen. Dann gilt für die Anzahlϕ(n) der zun teilerfremden Zahlen zwischen 1
und n die Beziehung:

ϕ(n) = n
(

1− 1
p1

)(
1− 1

p2

)
· · ·

(
1− 1

pr

)

Für n ≤ 1 ist dies klar. Sei nun n ≥ 2. Für jeden Teiler d ∈ N von n gibt es nd unter
den Zahlen zwischen 1 und n, die durch d teilbar sind. Sei A = {1, . . . , n}, und für
i = 1, . . . , r seiAi = {x ∈ A | pi teilt x}. Fürϕ(n) = |A \ (A1 ∪ · · · ∪Ar )| gilt:

|A \ (A1 ∪ · · · ∪Ar )| = |A| +
r∑
k=1

(−1)k
∑

1≤r1<···<rk≤r
|Ar1 ∩ · · · ∩Ark |

= n+
r∑
k=1

(−1)k
∑

1≤r1<···<rk≤r

n
pr1 · · ·prk

= n
(

1− 1
p1

)
· · ·

(
1− 1

pr

)

Als Nächstes wollen wir die Beweistechnik aus der Siebformel von Sylvester auf
ein ähnliches Problem anwenden. SeienA1, . . . , Ar Teilmengen einer endlichenMen-
geA. Die Anzahl der Elemente ausA, die zu genaum der Teilmengen Ai gehören, ist
gegeben durch

r∑
k=m

(−1)k+m
(
k
m

) ∑
1≤r1<···<rk≤r

|Ar1 ∩ · · · ∩Ark|

Für den Beweis der Formel sei x ∈ A ein Element, das zu genau s der Teilmengen
gehört. Wir zählen, wieviel x zur obigen Summe beiträgt. Das Element x gehört ge-
nau zu den k-fachen Durchschnitten derjenigen s Mengen, in denen x liegt. Deren
Anzahl ist

(
s
k

)
. Also ist der Beitrag von x in der Summe genau

s∑
k=m

(−1)k+m
(
k
m

)(
s
k

)

Im Falle von s < m ist die Summe 0 und x kommt auch in keinem Durchschnitt
vonmMengen vor. Für s =m hat die Summe denWert 1. Sei jetzt s > m. Wir zeigen,
dass die Summe den Wert 0 hat, womit die Behauptung bewiesen ist. Mittels der tri-
nomialen Revision in Satz 4.4 ergibt sich dies aus dem Binomialsatz, angewendet auf
(1− 1)s−m = 0:

s∑
k=m

(−1)k+m
(
s
k

)(
k
m

)
=
∑
k
(−1)k+m

(
s
m

)(
s −m
k−m

)

=
(
s
m

)∑
k
(−1)k−m

(
s −m
k−m

)
=
(
s
m

)
· 0 = 0
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4.5 Rencontres-Zahlen

Es sei Sn die Gruppe der Permutationen über der Menge {1, . . . , n} undRn die Teil-
menge der fixpunktfreien Permutationen. Also ist |Sn| die Anzahl der Bijektionen ei-
nern-elementigen Menge und Rn = |Rn| zählt die Bijektionen, die kein Element auf
sich selbst abbilden. Die Zahlen Rn heißen Rencontres-Zahlen nach dem „Problème
des rencontres“ (Treffen) nachPierre Rémond deMontmort (1678–1719). Treffen sichn
Ehepaare zu einem Tanzabend, so gibt es Rn Möglichkeiten, n Tanzpaare zu bilden,
ohne dass Ehepaare zusammen tanzen.

Satz 4.18. Fürn ≥ 1 gilt:

Rn = n!
n∑
k=0

(−1)k

k!

Beweis. Sei Pm die Menge aller Permutationen aus Sn, die das Elementm fest lassen.
Die Anzahl der Permutationen, die eine ausgewählte Teilmenge I ∈

({1,...,n}
k

)
fest

lassen, ist (n− k)!. Es folgt:

Rn = |Sn \ (P1 ∪ · · · ∪ Pn)| = n!+
n∑
k=1

(−1)k
∑

1≤i1<···<ik≤n
(n− k)!

= n!+
n∑
k=1

(−1)k
(
n
k

)
(n− k)! = n!

n∑
k=0

(−1)k
1
k!

Hierbei verwendet die zweite Gleichheit die Siebformel von Sylvester.

Wir können den Rencontres-Zahlen eine weitere Interpretation geben: Wenn je-
mand n Briefe und die zugehörigen Umschläge schreibt und dann die Briefe willkür-
lich in die Umschläge steckt, wie groß ist die Wahrscheinlichkeit pn, dass keiner der
Adressaten den ihm zugedachten Brief erhält? Diese Wahrscheinlichkeit ist gegeben
durch:

pn = Rnn!
=

n∑
k=0

(−1)k

k!

Für n → ∞ strebt diese Wahrscheinlichkeit gegen 1
e ≈ 0,37. Insbesondere erhalten

wir mit der Stirling’schen Formel 2.2 das folgende Wachstumsverhalten:

Rn ∼
√

2πn
e

(
n
e

)n
Als Nächstes betrachten wir eine Verallgemeinerung der Rencontres-Zahlen. Sei

Rn,m die Anzahl der Permutationen in Sn mit genaum Fixpunkten. Insbesondere ist
Rn,0 = Rn. Dann gilt:

Rn,m = n!
m!

n−m∑
k=0

(−1)k
1
k!
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Dies sieht man wie folgt. Für die Auswahl derm Fixpunkte hat man
(
n
m

)
Möglichkei-

ten. Die restlichen Elemente sind dann fixpunktfrei abzubilden. Dafür gibt es Rn−m
Möglichkeiten. Also ist Rn,m =

(
n
m

)
Rn−m, und hieraus folgt die Behauptung.

Wir geben noch eine alternative Herleitung für den Wert der Rencontres-Zahlen.
SetzeQn =

∑n
k=0

(
n
k

)
Rk. Wie eben bemerkt, gilt Rn,k =

(
n
k

)
Rn−k. Daraus folgt

Qn =
n∑
k=0

(
n
k

)
Rk =

n∑
k=0

(
n
k

)
Rn−k =

n∑
k=0

Rn,k = n!

Die Binomialinversion in Satz 4.5 liefert nun die gewünschte Beziehung:

Rn =
n∑
k=0

(−1)n−k
(
n
k

)
Qk =

n∑
k=0

(−1)k
(
n
k

)
Qn−k

=
n∑
k=0

(−1)k
(
n
k

)
(n− k)! = n!

n∑
k=0

(−1)k
1
k!

4.6 Stirling-Zahlen

Mit Hinweis auf eine 1730 veröffentlichte Arbeit von James Stirling (1692–1770) führte
Niels Nielsen (1865–1931) in seinem Handbuch der Theorie der Gammafunktion (Teub-
ner Verlag, Leipzig 1906) die Bezeichnung „Stirling-Zahlen der ersten und zweiten
Art“ ein. Wir benutzen hier die Karamata-Notation für die Stirling-Zahlen, die auf Jo-
van Karamata (1902–1967) zurückgeht. Damit bezeichnet

[
n
k

]
die Stirling-Zahlen ers-

ter Art und
{
n
k

}
diejenigen der zweiten Art. In der kombinatorischen Interpretation

ist
[
n
k

]
die Anzahl der Permutationen überM = {1, . . . , n}, die sich in k Zykel zerle-

gen lassen, und
{
n
k

}
ist die Anzahl der Partitionen vonM in k Klassen. Die Karamata-

Notation wurde insbesondere durch die Arbeiten von Donald Ervin Knuth (geb. 1938)
zu einem anerkannten Standard. Sie betont die Analogie der Bildungsgesetze zu den
Binomialkoeffizienten. (

0
k

)
=
[

0
k

]
=
{

0
k

}
=
⎧⎨⎩1 für k = 0

0 sonst(
n+ 1
k

)
=
(
n
k− 1

)
+
(
n
k

)
[
n+ 1
k

]
=
[
n
k− 1

]
+n

[
n
k

]
{
n+ 1
k

}
=
{
n
k− 1

}
+ k

{
n
k

}

Wir untersuchen zunächst die Stirling-Zahlen der zweiten Art.
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4.6.1 Die Stirling-Zahlen zweiter Art

Die Zahlen
{
n
k

}
geben die Anzahl der Partitionen einer Menge von n Elementen in k

Klassen an. Eine Partition einer Menge A ist eine Menge P = {P1, . . . , Pk}mit
⋃

1≤i≤k
Pi = A, mit Pi ≠∅ für alle 1 ≤ i ≤ k und mit Pi ∩ Pj = ∅ für alle 1 ≤ i < j ≤ k.

A

P1 P2 · · · Pk

Die Mengen Pi sind die Klassen der Partition P . Die Menge P definiert also eine dis-
junkte Zerlegung von A in k nichtleere Klassen. Formal definieren wir für n ∈ N und
k ∈ Z die Zahlen{

n
k

}
= |{P | P ist eine Partition von {1, . . . , n} in k Klassen }|

Beispiel 4.19.{
n
n

}
= 1 für n ≥ 0

{
n
0

}
= 0 für n ≥ 1

{
n
k

}
= 0 für n < 0 ≤ k

{
n
k

}
= 0 für 0 ≤ n < k

{
n
k

}
> 1 für n > k > 1

{
n
1

}
= 1 für n ≥ 1

{
n
2

}
= 2n−1 − 1 fürn ≥ 1

{
n

n− 1

}
=
(
n
2

)
für n ≥ 1 ♦

Satz 4.20 (Additionstheorem für Stirling-Zahlen zweiter Art).{
n
k

}
=
{
n− 1
k− 1

}
+ k

{
n− 1
k

}

Beweis. Wir beweisen die Identität zunächst nur für den Fall n ≥ 1 und k ∈ Z, da
sonst rechts noch nicht alle Terme definiert sind. Der allgemeine Fall wird sich spä-
ter aus Gleichung (4.3) ergeben und wird bis dahin nicht benutzt. Sei also n ≥ 1.
Wir teilen die Menge der Partitionen in zwei Typen ein. Der erste Typ enthält {n} als
eine Klasse. Dies ergibt den Summanden

{
n−1
k−1

}
, da jede solche Partition mit einer

Partition von {1, . . . , n− 1} in k − 1 Klassen identifiziert werden kann. Der zweite
Typ von Partitionen entsteht dadurch, dass wir bei einer Partition {P1, . . . , Pk} von
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{1, . . . , n− 1} das Element n zu einer der k Klassen hinzufügen. Es gibt
{
n−1
k

}
Parti-

tionen von {1, . . . , n− 1}, und es gibt k mögliche Klassen, zu denen wir n hinzufü-
gen können. Damit gibt es genau k

{
n−1
k

}
Partitionen vom zweiten Typ. Jede Partition

gehört entweder zu Typ eins oder zu Typ zwei.

Satz 4.21. Seien A und B endliche Mengen mit |A| = n und |B| = m. Dann gibt es
m!

{
n
m

}
Surjektionen vonA auf B.

Beweis. Ohne Einschränkung können wir A = {1, . . . , n} und B = {1, . . . ,m} an-
nehmen. Sei P = {P1, . . . , Pm} eine Partition von A in m Klassen und sei π eine
Permutation von B. Es gibtm!

{
n
m

}
Paare (P,π). Jedem dieser Paare können wir eine

Surjektion f : A → B zuordnen, indem wir f(i) = π(j) für i ∈ Pj definieren. Dies
zeigt, dass es mindestensm!

{
n
m

}
Surjektionen von A auf B gibt. Umgekehrt können

wir jeder Surjektion f : A → B eine Partition P zuordnen:
P =

{
f−1(j)

∣∣∣ j ∈ B }
Für jede Permutation π : B → B führt π ◦ f zur selben Partition wie f . Dies zeigt,
dass es höchstensm!

{
n
m

}
Surjektionen von A auf B gibt.

Der letzte Satz liefert eine untere Schranke für
{

2n
n

}
. Hierfür betrachten wir nur

gewisse Surjektionen von {1, . . . ,2n} auf {1, . . . , n}. Wir wählen eine Permutationπ
von {1, . . . , n} und eine Abbildung f von {n+ 1, . . . ,2n} nach {1, . . . , n}. Jedes sol-
che Paar (π, f) liefert eine Surjektion der Menge {1, . . . ,2n} auf {1, . . . , n} und es
gibt n! ·nn solche Paare. Mit Satz 4.21 erhalten wir jetzt:{

2n
n

}
≥ nn (4.2)

Mit Satz 4.22 lassen sich Potenzen in Summen von fallenden Faktoriellen umrech-
nen.

Satz 4.22.

xn =
∑
k

{
n
k

}
· xk

Beweis. Sei zunächst x ∈ N und seien A und X Mengen mit |A| = n und |X| = x.
Auf der linken Seite der Gleichung zählen wir alle Abbildungen von A nach X. Als
Nächstes untersuchenwir die rechte Seite der Gleichung. Nachder Formel (4.1) gibt es
xk Injektionen von {1, . . . , k} nachX. Nun lässt sich jeder Partition P = {P1, . . . , Pk}
von A in k Klassen und jeder injektiven Abbildung g : {1, . . . , k} → X eindeutig eine
Abbildung f : A → X zuordnen:

f(i) = g(j) für i ∈ Pj
Damit bildet f alle Elemente aus der Klasse Pj auf g(j) ab. Jede Abbildung kann ein-
deutig auf diese Weise erzeugt werden. Mit der Polynommethode folgt die Behaup-
tung für x ∈ C.
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Nach der Umformung
∑
k

{
n
k

}
· xk = ∑

k k!
{
n
k

}(
x
k

)
könnte man Satz 4.22 auch

mit Hilfe von Surjektionen beweisen. Die Idee hierbei ist, bei jeder Abbildung zuerst
denWertebereich festzulegen und dann in diesen Wertebereich surjektiv abzubilden.

Als Anwendung des Prinzips von Inklusion und Exklusion beweisen wir noch
die Formel 4.23 über die Stirling-Zahlen, die wir später für eine Darstellung der Bell-
Zahlen in Satz 4.34 benutzen werden.

Satz 4.23.

m!

{
n
m

}
=
∑
k
(−1)m−k

(
m
k

)
kn für n,m ≥ 0

Beweis. Sei A = {1, . . . , n} und B = {1, . . . ,m}. Für i ∈ B definieren wir Fi =
{f : A → B | i �∈ f(A)}. Mit |BA| = mn gilt nach Satz 4.21 die Gleichungm!

{
n
m

}
=

mn − |⋃mi=1 Fi|. Mit der Siebformel 4.17 lässt sich dies schreiben als

m!

{
n
m

}
=mn −

m∑
k=1

(−1)k+1
∑

1≤r1<···<rk≤m

∣∣Fr1 ∩ . . .∩ Frk
∣∣

=
∑
k
(−1)k

∑
I∈({1,...,m}k )

∣∣∣{f ∈ BA ∣∣∣ f(A)∩ I = ∅ }∣∣∣
=
∑
k
(−1)k

∑
I∈({1,...,m}k )

(m − k)n =
∑
k
(−1)k

(
m
k

)
(m − k)n

=
∑
k
(−1)m−k

(
m
k

)
kn

In der zweiten Zeile ist der Term mit k = 0 genaumn. Für |I| = k enthält die Men-
ge {f ∈ BA | f(A)∩ I = ∅} genau (m − k)n Abbildungen; dies erklärt die dritte
Gleichung. Von der vorletzten zur letzten Zeile wurde die Symmetrie

(
m
k

)
=

(
m
m−k

)
benutzt.

Korollar 4.24. Für 0 ≤ n ≤m gilt:

∑
k
(−1)m−k

(
m
k

)
kn =

⎧⎨⎩n! falls n =m
0 falls n < m

Beweis. Für 0 ≤ n < m gilt
{
n
m

}
= 0, und für 0 ≤ n = m gilt

{
n
m

}
=
{
n
n

}
= 1. Die

Aussage folgt nun aus dem vorigen Satz.

Das Korollar 4.24 ist überraschend. Als Übung prüfe man etwa direkt:(
5
1

)
−
(

5
2

)
23 +

(
5
3

)
33 −

(
5
4

)
43 +

(
5
5

)
53 = 0
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(
4
1

)
−
(

4
2

)
23 +

(
4
3

)
33 −

(
4
4

)
43 = 0

(
4
1

)
−
(

4
2

)
24 +

(
4
3

)
34 −

(
4
4

)
44 = 4! = 24

Das Ziel der folgenden Überlegungen ist die Erweiterung der Stirling-Zahlen
{
n
k

}
auf alle k,n ∈ Z, so dass das Additionstheorem 4.20 allgemein gilt:{

n
k

}
=
{
n− 1
k− 1

}
+ k

{
n− 1
k

}
∈ N (4.3)

Bisher ist
{
n
k

}
definiert für n ≥ 0 und k ∈ Z. Hierfür liegt bereits eine kombinatori-

sche Interpretation vor, und die obige Formel gilt für allen ≥ 1. Fürn < 0 definieren
wir zunächst

{
n
0

}
= 0. Damit gilt dann

{
n
0

}
=
{

0
n

}
=
⎧⎨⎩1 falls n = 0

0 sonst

Dies erweitert die Definition auf alle n ∈ Z und k = 0. Sei jetzt k < 0 und
{
n
k+1

}
für

alle n ∈ Z schon definiert. Wir setzen für n ∈ Z und k < 0 induktiv{
n
k

}
=
{
n+ 1
k+ 1

}
− (k+ 1)

{
n
k+ 1

}

Dies definiert die Erweiterung aufn ∈ Z und k ≤ 0. Sei schließlichn < 0 und k > 0.
Wegen {

n
k

}
= 1
k

({
n+ 1
k

}
−
{
n
k− 1

})
und

{
n
0

}
=
{

0
k

}
= 0

ist {
n
k

}
= 0 falls nk < 0

notwendig und hinreichend, um die Identität auf ganz Z×Z fortzusetzen. Das Additi-
onstheorem 4.20 ist also vollständig bewiesen. Aufgrund dieser Tatsache können wir
die Identität aus (4.3) wie folgt umschreiben:{

−k
−n

}
=
{
−(k− 1)
−(n− 1)

}
+ (n− 1)

{
−k

−(n− 1)

}
(4.4)

Dies sieht zwar etwas seltsam aus, wird aber im nächsten Abschnitt zur Dualität
zwischen den Stirling-Zahlen erster Art und zweiter Art führen. Das folgende Schau-
bild des Stirling’schen Schmetterlings gibt ein paar der Werte

{
n
k

}
an.
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1

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

1
1

1
1

1
1

1

0
1

3
7

15
31

0
0

1
6

25

0
0

0
1

0
0

0

0
0

0

1
0

0
0

0
0

0

1
1

0
0

0
0

2
3

1
0

0

6
11

6
1

24
50

35

120
274

720

0

0

n−k

k−n

{
0
0

}

Stirling’scher Schmetterling

4.6.2 Die Stirling-Zahlen erster Art

Die Stirling-Zahlen
[
n
k

]
der ersten Art geben die Anzahl der Möglichkeiten an, n Ob-

jekte in k Zykel zu arrangieren. In der Sprache der Permutationen ist dies die Anzahl
der Permutationen mit k Zykeln über n Elementen. Sei π eine Permutation der Ele-
menteA = {1, . . . , n} und sei i ∈ A. Dann ist (i, π(i), π2(i), . . . , π�−1(i)) der Zykel
von i, falls π�(i) = i und die Elemente i, π(i), π2(i), . . . , π�−1(i) paarweise ver-
schieden sind. Hierbei bezeichnet πj die j-fache Hintereinanderausführung der Per-
mutation π . Jede Permutation lässt sich als Menge von disjunkten Zykeln beschrei-
ben. Die mathematische Sprechweise verwendet hier tatsächlich den Term „Zykel“
und nicht „Zyklus“ oder „Zyklen“. Fürn ∈ N und k ∈ Z definieren wir[

n
k

]
= |{π | π ist Permutation von {1, . . . , n}mit k Zykeln}|

Beispiel 4.25. Sei A = {1,2,3,4,5,6}. Dann entspricht π = (1,2,4)(3)(5,6) fol-
gender Permutation:

i 1 2 3 4 5 6
π(i) 2 4 3 1 6 5
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Diese Permutation besteht aus drei Zykeln.Weitere Schreibweisen der selben Zykeldar-
stellungen sind z. B. (2,4,1)(5,6)(3) oder (3)(6,5)(4,1,2). Diese Darstellung lässt
sich graphisch folgendermaßen veranschaulichen:

1

24

3

5

6

♦

Da jede Permutation eine Darstellung durch disjunkte Zykel besitzt, folgt direkt
aus der Definition der Stirling-Zahlen erster Art der Satz 4.26.

Satz 4.26.

n! =
∑
k

[
n
k

]

Jede Zerlegung in k Zykel definiert eine Partition in k Klassen und jede Partition
in k Klassen wird auch durch eine Zerlegung in k Zykel getroffen. Damit können wir
festhalten: {

n
k

}
≤
[
n
k

]
und

∑
k

{
n
k

}
≤ n! (4.5)

Beispiel 4.27.[
0
0

]
= 1

[
n
0

]
= 0 für n ≥ 1

[
n
n

]
= 1 für n ≥ 0

[
n
k

]
= 0 für 0 ≤ n < k

[
n
k

]
= 0 für n < 0 ≤ k

[
n
1

]
= (n− 1)! für n ≥ 1

[
n
k

]
> 1 für n > k > 1

[
n

n− 1

]
=
{
n

n− 1

}
=
(
n
2

)
fürn ≥ 1 ♦

Satz 4.28 (Additionstheorem für Stirling-Zahlen erster Art).[
n
k

]
=
[
n− 1
k− 1

]
+ (n− 1)

[
n− 1
k

]

Beweis. Wir zeigen das Additionstheorem für n ≥ 1 und k ∈ Z. Auf der linken Seite
zählen wir alle Permutationen von {1, . . . , n}mit k Zykeln. Diese lassen sich in zwei
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Typen einteilen: Der erste Typ enthält (n) als Zykel und der zweite Typ nicht. Die Per-
mutationen des ersten Typs entstehen, indemman den Zykel (n) zu einer Permutati-
on von {1, . . . , n− 1}mit k−1 Zykeln hinzunimmt. Hierfür gibt es

[
n−1
k−1

]
Möglichkei-

ten. Als Nächstes überzeugen wir uns davon, dass der zweite Summand den Permuta-
tionen des zweiten Typs entspricht. Alle diese Permutationen erhält man, indemman
bei einer Permutation von {1, . . . , n− 1}mit k Zykeln das Elementn einfügt. Es gibt[
n−1
k

]
solche Permutationen, und bei jeder davon können wir das Element n direkt

hinter einem dern− 1 übrigen Elemente in einen Zykel einzufügen.

Aus Satz 4.28 und der Gleichung
[
n
1

]
= (n− 1)! in Beispiel 4.27 erhalten wir mit

Induktion nachn die Abschätzung[
n
k

]
≥ (n− k)! für n ≥ k ≥ 1 (4.6)

Die steigende Faktoriellexn bezeichnet das Polynom xn = x(x+1) · · · (x+n−
1). Das Korollar 4.29 zumAdditionstheorem sagt, dass dieWerte

[
n
k

]
als Koeffizienten

vor xk für k,n ∈ N erscheinen, wenn wir dieses Polynom xn ausmultiplizieren.

Korollar 4.29.

xn =
∑
k

[
n
k

]
xk

Beweis. Die Aussage ist richtig für n = 0, da x0 = 1 und
[

0
0

]
= 1 gilt. Für k ≠ 0 ist[

0
k

]
= 0. Wir betrachten jetzt n ≥ 1:

∑
k

[
n
k

]
xk =

∑
k

([
n− 1
k− 1

]
+ (n− 1)

[
n− 1
k

])
xk

=
∑
k

[
n− 1
k− 1

]
xk +

∑
k
(n− 1)

[
n− 1
k

]
xk

= x · xn−1 + (n− 1)xn−1 = (x +n− 1)xn−1 = xn

Die letzte Zeile folgt mit Induktion nachn.

Betrachten wir nun das Polynom der fallenden Faktoriellen:

xn =
∑
k
s(n, k)xk

Die Zahlen s(n, k) erfüllen fürn, k ∈ Nwegen (−1)nxn = (−x)n nachKorollar 4.29
die Beziehung:

s(n, k) = (−1)n−k
[
n
k

]
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Die Werte s(n, k) sind also Stirling-Zahlen der ersten Art „mit Vorzeichen“. Das Poly-
nom xn hat die Nullstellen 0, . . . , n − 1 und nimmt bei x = n den Wert n! an. Also
gilt:

Korollar 4.30. Für 0 ≤m ≤ n gilt:

∑
k
(−1)n−k

[
n
k

]
mk =

⎧⎨⎩n! falls n =m
0 fallsm< n

Aus den Additionstheoremen 4.20 und 4.28 und aus den Startwerten in den Bei-
spielen 4.19 und 4.27 folgt zusammenmit der Erweiterung der Stirling-Zahlen zweiter
Art auf ganze Zahlen auch Satz 4.31.

Satz 4.31. [
n
k

]
=
{
−k
−n

}
Dies zeigt insbesondere, dass das Additionstheorem 4.28 für die Stirling-Zahlen

erster Art für ganze Zahlen gilt. Als Abschluss dieses Abschnitts über die Stirling-
Zahlen geben wir noch eine Formel zur Berechnung von

[
n
2

]
an. Hierzu benötigen wir

die n-te harmonische ZahlHn

Hn =
n∑
k=1

1
k

Die harmonischen ZahlenHn liegen aufgrund der Integralabschätzung

n+1∫
t=1

1
t

dt <
n∑
k=1

1
k
< 1+

n∫
t=1

1
t

dt

nahe bei lnn. Bekanntermaßen konvergiert die Differenz Hn − lnn gegen die Eu-
ler’sche Konstante

γ = 0,57772 15664901532860606512 09008240243104215933 · · ·

Satz 4.32. Fürn ≥ 1 gilt: [
n
2

]
= (n− 1)!Hn−1

Beweis. Wir geben eine „Bauanleitung“ für Permutationen von {1, . . . , n} mit 2 Zy-
keln an. Im ersten Schritt schreiben wir die Elemente aus {1, . . . , n− 1} in einer be-
liebigen Reihenfolge hintereinander. Hierfür gibt es (n−1)! Möglichkeiten. Am Ende
dieser Folge fügen wirn hinzu. Im zweiten Schritt teilen wir die entstandene Folge in
zwei nichtleere Folgen auf. Die erste Folge hat die Länge k ≥ 1, die zweite Folge hat
die Länge n− k ≥ 1 und endet mit dem Element n.
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a1 a2 · · · ak ak+1 · · · an−1 n

Dies liefert uns
∑n−1
k=1 (n−1)! verschiedene „Baupläne“. Die beiden Folgen repräsen-

tieren zwei Zykel. Die Darstellung des zweiten Zykel ist durch das Elementn am Ende
eindeutig festgelegt. Bei dem ersten Zykel hingegen gibt es k gleichwertige zyklische
Vertauschungen (wir könnten mit jedem der k Elemente beginnen). Dies führt dazu,
dass wir für jede Permutation mit 2 Zykeln k verschiedene „Baupläne“ angegeben
haben, falls der Zykel ohne das Element n die Länge k hat.[

n
2

]
=
n−1∑
k=1

(n− 1)!
k

= (n− 1)!Hn−1

Umgekehrt findet man für jede Permutation mit 2 Zykeln auch k Baupläne, wenn der
Zykel ohne das Element n die Länge k hat.

4.7 Bell-Zahlen

Dien-te Bell-Zahl Bn gibt die Anzahl aller Partitionen einern-elementigen Menge an.
Die Bell-Zahlen sind nach Eric Temple Bell (1883–1960) benannt, der auch unter dem
Pseudonym John Taine Science-Fiction Romane schrieb. Da die Stirling-Zahl

{
n
k

}
die

Anzahl aller Partitionen in k Klassen angibt, erhalten wir die folgende Identität:

Bn =
∑
k

{
n
k

}

Mit Hilfe der beiden Ungleichungen in (4.2) und (4.5) erhalten wir eine grobe Abschät-
zung: (n

2

) n
2 ≤ Bn ≤ n! (4.7)

Diese Abschätzung reicht insbesondere für eine untere Schranke Bn ∈ 2ω(n).

Satz 4.33. Es gilt B0 = 1 und

Bn+1 =
∑
k

(
n
k

)
Bk

Beweis. SeiM = {1, . . . , n+ 1}. Für jedes k ∈ {0, . . . , n} hat man
(
n
k

)
Möglichkeiten

für die Auswahl einer TeilmengeA vonM mit |A| = k+1 undn+1 ∈ A. Weiter gibt
es Bn−k Möglichkeiten für die Partitionierung der RestmengeM \A. Hieraus folgt die
Behauptung.
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Mit Hilfe des Additionstheorems 4.20 erhalten wir eine weitere Summendarstel-
lung der Bell-Zahlen durch

Bn+1 =
∑
k
(k+ 1)

{
n
k

}

denn es gilt

Bn+1 =
∑
k

{
n+ 1
k

}
=
∑
k

({
n
k− 1

}
+ k

{
n
k

})

=
∑
k

{
n
k

}
+
∑
k
k
{
n
k

}
=
∑
k
(k+ 1)

{
n
k

}

Die Formel 4.34 wurde von G. Dobiński im Jahre 1877 gefunden.

Satz 4.34 (Dobiński-Formel).
Bn = 1

e

∑
k≥0

kn

k!

Beweis. Für alleN ≥ n gilt nach Satz 4.23:

Bn =
∑
m

{
n
m

}
=

∑
0≤m≤N

(
1
m!

∑
k
(−1)m−k

(
m
k

)
kn

)

=
∑

0≤m≤N

(
1
m!

∑
0≤k≤m

(−1)m−k
m!

k!(m − k)!k
n
)

=
∑

0≤k≤N

(kn
k!

∑
k≤m≤N

(−1)m−k
1

(m− k)!
)

=
∑

0≤k≤N

(kn
k!

∑
0≤�≤N−k

(−1)�

�!

)

Wegen e−1 =∑
�≥0

(−1)�
�! ergibt sich mitN → ∞ die Behauptung.

4.8 Partitionszahlen

Eine Partition einer Menge A = A1 ∪ · · · ∪ Ak mit n Elementen in k nichtleere dis-
junkte Teilmengen bewirkt eine Zerlegung von n in k positive Summanden, nämlich

n = |A1| + · · · + |Ak|

Die Anzahl dieser Partitionen wird durch die Stirling-Zahlen
{
n
k

}
der zweiten Art be-

schrieben, jedoch können verschiedene Partitionen dieselbe Summenzerlegung er-
zeugen. Da es auf die Reihenfolge nicht ankommt, können wir die Summanden der
Größe nach ordnen. Unter einer Partition (oder Zerlegung) einer Zahl n in k positive
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Summanden verstehen wir eine Folge (n1, . . . , nk) ∈ Nk mit n1 ≥ · · · ≥ nk ≥ 1

sowie

n =
k∑
i=1

ni

Wir bezeichnen mit P(n, k) die Menge dieser Folgen, und P(n, k) = |P(n, k)| ist
deren Anzahl. Die Zahlen P(n, k) ∈ N heißen (arithmetische) Partitionszahlen. Sie
drücken die Anzahl der Zerlegungen vonn in genau k positive Summanden ohne Be-
rücksichtigung der Reihenfolge aus. Die summatorischen Partitionszahlen P(n) sind
erklärt durch die Anzahl der Zerlegungen von n in positive Summanden, also

P(n) =
∑
k
P(n, k)

Beispiel 4.35. Es gilt (5,3,3,2,1,1) ∈ P(15,6), denn 15 = 5+ 3 + 3 + 2 + 1 + 1.
Wegen 4 = 3 + 1 = 2 + 2 ergibt sich P(4,2) = 2. Und es ist P(7,3) = 4, weil
7 = 5+ 1+ 1 = 4+ 2+ 1 = 3+ 3+ 1 = 3+ 2+ 2. Etwas allgemeiner gilt fürn ≥ 0:

P(n,n) = 1 P(n,1) = 1 für n ≥ 1

P(n,2) =
⌊n

2

⌋
P(n,n− 1) = 1 für n ≥ 2 ♦

Es gilt P(0,0) = 1, denn es gibt genau eine, nämlich die leere Summe, deren
Summanden alle positiv sind und addiert 0 ergeben. Ferner gilt P(n,0) = 0 für alle
n ≠ 0 und P(n, k) = 0 für alle n < 0.

Einer Partition (n1, . . . , nk) ∈ P(n, k) ordnen wir ihr Ferrers-Diagramm zu. Dies
ist ein Punkteschema, das imkartesischen Koordinatensystem durchdie Punkte (i, j)
mit i ∈ {1, . . . , k}, j ∈ {1, . . . , ni} gegeben wird. Dies bedeutet, dass wir in Spalte i
genau ni viele Punkte zeichnen. Diese Diagrammewurden von NormanMacleod Fer-
rers (1829–1903) eingeführt, um die Partitionszahlen zu visualisieren. Die Spiegelung
an der Hauptdiagonalen führt Ferrers-Diagramme in Ferrers-Diagramme zur selben
Zahl n über, siehe Abbildung 4.2. Man erhält so eine Bijektion zwischen der Menge
der Zerlegungen von n in genau k positive Summanden und der Menge der Zerlegun-
gen von n in positive Summanden mit k als größtem Summanden. Also ist P(n, k)
gleich der Anzahl aller Zerlegungen von n in positive Summanden, in denen k als
größter Summand auftritt.

Bisher haben wir die Zahlen P(n, k) für n ∈ Z und k ∈ N definiert, für die eine
kombinatorische Interpretation vorliegt.Wir erweitern den Bereich jetzt auf alle Paare
(n, k) ∈ Z× Z, indem wir P(n, k) = 0 für k < 0 setzen.

Satz 4.36 (Rekursionsformeln für Partitionszahlen).

P(n, k) = P(n− 1, k− 1)+ P(n− k,k)
=

∑
j≤k
P(n− k, j)

=
∑
j≥0

P(n− jk, k− 1)
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i

j

Ferrers-Diagramm zu
(4,3,3,2,1,1)

Spiegelung

i

j

Ferrers-Diagramm zu
(6,4,3,1)

Abb. 4.2. Ferrers-Spiegelung.

Insbesondere gilt P(n, k) =∑
j≤n−k P(n− k, j) = P(n− k) für k ≥ n/2.

Beweis. Wir zeigen zunächst die erste Gleichung. Diese gilt für k ≤ 0 oder n ≤ 0.
Seien alson, k > 0. Die Zerlegungen vonn in genau k positive Summanden zerfallen
in zwei Klassen, nämlich in solche, bei denen 1 als Summand auftritt und in solche,
bei denen sämtliche Summanden größer als 1 sind. Lassen wir bei den Zerlegungen
des ersten Typs einen Summanden 1 weg, so bleibt eine Zerlegung von n − 1 in ge-
nau k − 1 positive Summanden, und dafür gibt es P(n − 1, k − 1) Möglichkeiten.
Bei den Zerlegungen des zweiten Typs können wir von jedem Summanden 1 abziehen
und erhalten eine Zerlegung von n − k in genau k positive Summanden, wofür es
P(n−k, k)Möglichkeiten gibt. Die anderen Gleichungen ergeben sich aus der ersten
durch Induktion.

Beispiel 4.37. Ist n ≥ 4, so folgt P(n,n− 2) = ∑2
j=0 P(2, j) = P(2,0)+ P(2,1)+

P(2,2) = 0+1+1 = 2. Istn ≥ 2k, so hängt P(n,n−k) =∑
j≤n−kP(k, j) = P(2k,k)

nur von k ab. ♦

Wir haben gesehen, dass P(n, k) auch die Zahl der Zerlegungen vonn in positive
Summanden mit k als größtem Summanden ist. Entsprechend kann man die unteren
Partitionszahlen p(n, k) wie folgt definieren. Es sei p(n, k) die Zahl der Zerlegun-
gen von n in positive Summanden, die alle mindestens den Wert k haben. Also gilt
p(n,n) = 1 fürn ∈ N und p(n,k) = 0 für n < 0 oder k > n. Ferner gilt

P(n) = p(n, k) für k ≤ 1

Satz 4.38 (Rekursionsformel für untere Partitionszahlen). Für k ≥ 1 gilt

p(n,k) = p(n,n)+
∑
j≥k
p(n− j, j)
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Beweis. Die Gleichung gilt für n ≤ 0. Seien also n, k ≥ 1. Es gibt eine Zerlegung
mit genau einem Summanden. Entfernen wir aus den anderen den kleinsten Sum-
manden, so hat dieser einen Wert j mit k ≤ j ≤ �n/2�. Dies liefert die Beiträge
p(n− j, j).

Aus Satz 4.38 folgt für n ∈ N und k ≥ 1 die Gleichung p(n,k) = 1 + ∑�n/2�
j=k

p(n − j, j), denn es gilt p(n,n) = 1 und p(n − j, j) = 0 für j > �n/2�. Im Ka-
pitel über erzeugende Funktionen zeigen wir logP(n) ∈ Θ(√n). Das Wachstum der
Partitionszahlen P(n) kann also durch kein Polynom begrenzt werden, es ist aber
deutlich langsamer als etwa 2n.

4.9 Catalan-Zahlen

Die Catalan-Zahlen (Eugène Charles Catalan, 1814–1894) tauchen bei einer Vielzahl
kombinatorischer Probleme auf. Hiervon werden wir in diesem Abschnitt Klammer-
ausdrücke, Dyck-Wörter und Binärbäume behandeln. Die n-te Catalan-Zahl Cn ist
wie folgt definiert:

Cn = 1
n+ 1

(
2n
n

)

Durch Umformung sieht man Cn = 1
2n+1

(
2n+1
n

)
. Das Wachstum des mittleren Bino-

mialkoeffizienten
(

2n
n

)
haben wir in Abschnitt 2.2 untersucht. Nach Gleichung (2.4)

gilt 4n

2n(n+1) ≤ Cn ≤ 4n und mit Hilfe der Stirling’schen Formel sehen wir

Cn ∼ 4n

n · √πn
In der nächsten Tabelle geben wir einige Werte der Catalan-Zahlen an:

n 0 1 2 3 4 5 6 · · · 10 · · · 20
Cn 1 1 2 5 14 42 132 · · · 16796 · · · 6564120420

4.9.1 Dyck-Wörter und Catalan-Zahlen

Dyck-Wörter1 beschreiben korrekte Klammerungen. So ist ()((()))() korrekt geklam-
mert, während es ())()((()) nicht ist. Der besseren Lesbarkeit halber verwenden wir
den Buchstaben a für „Klammer auf“ und b für „Klammer zu“. Also ist abaaabbbab

ein Dyck-Wort und abbabaaabb ist keins.

1 Ritter Walther Franz Anton von Dyck (1856–1934) war der erste Rektor der heutigen Technischen
Universität München, als diese 1903 die Rektoratsverfassung erhielt.
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Die Menge der Zeichenketten oder Wörter über a, b sei {a,b}∗. Für einWortw ∈
{a, b}∗ bezeichne |w| die Länge, |w|a die Anzahl der a in w und |w|b die Anzahl
der b. Insbesondere gilt |w| = |w|a + |w|b. Wir schreiben u ≤ w, falls u ein Präfix
vonw ist, also wenn uv = w für ein Wort v ∈ {a, b}∗ gilt. Hierbei istuv das Wort,
das entsteht, wenn man die Wörter u und v hintereinander schreibt. Wir können ein
Dyck-Wortw ∈ {a,b}∗ durch die folgenden beiden Bedingungen definieren.
(a) |w|a = |w|b,
(b) |u|a ≥ |u|b für alle Präfixeu vonw.

MitDn bezeichnen wir in diesemAbschnitt die Menge der Dyck-Wörter der Länge 2n.
Also gilt:

Dn =
{
w ∈ {a,b}2n

∣∣∣ |w|a = n, ∀u ≤w : |u|a ≥ |u|b
}

Satz 4.39. Die Anzahl der Dyck-Wörter der Länge n ist Cn, also:

|Dn| = 1
n+ 1

(
2n
n

)
Beweis. Sei En = Dnb die Menge der Wörterwb, wobeiw ein Dyck-Wort der Länge n
ist. Klar ist |En| = |Dn|. Schließlich seiWn die Menge der Wörter der Länge 2n+ 1,
die an genau n+ 1 Positionen ein b enthalten. Dann gilt

|Wn| =
(

2n+ 1
n+ 1

)
= 2n+ 1
n+ 1

(
2n
n

)
Zu zeigen ist also noch (2n + 1)|En| = |Wn|. Ein Wort aus Wn kann durch ein
Klammergebirge visualisiert werden: Bei einem a gehen wir nach oben und bei ei-
nem b nach unten. Beginnen wir auf dem Niveau Null, so enden wir auf dem Ni-
veau −1. Die Wörter aus En erkennen wir daran, dass wir bis auf den letzten Schritt
oberhalb der Null-Linie bleiben. Allgemein gilt dies nicht, so entspricht dem Wort
w = abbabaaabbb ∈W5 das folgende Klammergebirge:

w

Niveau

−1

0

1

2

a b b a b a a a b b b

u v

Betrachten wir jetzt für ein Wort w aus Wn den kürzesten Präfix u, der eine
tiefste Position erreicht und zerlegen das Wort w in uv, so ist die zyklische Vertau-
schung vu ein Wort aus En. In dem Beispiel ist u = abb und vu = abaaabbbabb
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∈ E5. Man überzeugt sich leicht, dass abb der einzige Präfix ist, der auf diese Wei-
se zu einem Wort aus E5 führt. Diese Beobachtung lässt sich auf jedes Wort in Wn
anwenden.

Zunächst ist klar, dass u nicht leer ist und mit einem b enden muss. Angenom-
men, es existieren zwei Präfixe u1 und u1u2 vonw = u1u2v ∈ Wn mit 0 < |u1| <
|u1u2| ≤ |w|, so dassu2vu1 und vu1u2 beidesWörter aus En sind. Betrachten wir
das Niveau � am Ende von u2, wenn wir bei Niveau 0 beginnen. Aus u2vu1 ∈ En
folgt � ≥ 0, da das Niveau vonWörtern aus En bis vor dem letzten Zeichen nie negativ
ist. Aus vu1u2 ∈ En folgt � < 0, da das Niveau von vu1u2 mit dem letzten Zei-
chen aus u2 negativ wird und vorher nie negativ war. Dies ist ein Widerspruch. Da-
mit entsprechen jedem Wort aus En genau 2n + 1 zyklische Vertauschungen inWn,
und jedesWort ausWn lässt sich durch zyklische Vertauschung eindeutig einemWort
aus En zuordnen. Wir erhalten wie gewünscht (2n+ 1)|En| = |Wn|.

4.9.2 Binärbäume und Catalan-Zahlen

Sucht man einen Namen in einem Telefonbuch, so sieht ein typisches Vorgehen etwa
wie folgt aus. Das Buch wird irgendwo aufgeschlagen und anhand des oben stehen-
den Buchstabens entscheidet sich, obmanweiter vorne oder weiter hinten sucht. Dies
ist der erste Schritt eines allgemeinen Prinzips – der binären Suche. Die Idee ist, einer
linear geordneten Menge eine Datenstruktur zuzuordnen, die schnelles Aufsuchen,
Einfügen und Löschen erlaubt. Die Basisstruktur hierfür sind Binärbäume.

Wir definieren zunächst saturierte Binärbäume induktiv. Ein einzelner Knoten v
definiert einen saturierten Binärbaum mit der Knotenmenge {v}. Der Knoten von v
ist zugleichWurzel und Blatt. Die Höhe des Baumes ist 0, und die Menge der inneren
Knoten ist leer. Seien jetzt B1 und B2 saturierte Binärbäume mit Knotenmengen V1

und V2, wobei wir V1 ∩ V2 = ∅ annehmen. Sei v ein neuer Knoten, v ∉ V1 ∪ V2.
Dann definieren wir einen saturierten Binärbaum B mit Knotenmenge {v} ∪V1 ∪ V2

wie folgt. Die Wurzel ist v, diese hat als linkes Kind die Wurzel von B1 und als rechtes
Kind die Wurzel von B2. Die Menge der Blätter ist die Vereinigung der Blätter von B1

und B2. Damit ist v also kein Blatt. Die Menge der inneren Knoten besteht jetzt aus v
und den inneren Knoten von B1 und B2. Hat Bi die Höhe hi für i = 1,2, so erhält B
die Höhe max{h1, h2} + 1.

In einem saturierten Binärbaum gibt es also genau eine Wurzel, die inneren Kno-
ten haben genau zwei Kinder, während die Blätter die Knoten ohne Kinder sind. Gibt
es n Blätter, so gibt es genau n − 1 innere Knoten. Dies folgt mit Induktion und der
Beobachtung 1+ (n − 1)+ (m − 1) = (n+m)− 1. Die Knotenzahl bei n inneren
Knoten ist also 2n+ 1 und damit insbesondere ungerade.

Einen allgemeinen Binärbaum erhalten wir, indem wir bei einem saturierten Bi-
närbaum alle Blätter entfernen. Dies verringert die Höhe um 1 und die Knoten haben
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nun 0, 1 oder 2 Kinder. Neu ist also, dass der Baum leer sein kann und dass es Knoten
mit nur einem Kind geben kann. Wir übernehmen die alte Wurzel (sofern sie über-
lebt hat) und teilen die Knoten wieder in innere Knoten (Knoten mit einem oder zwei
Kindern) sowie Blätter (Knoten ohne Kinder) ein.

saturierter Binärbaum allgemeiner Binärbaum

Ausgehend von einem Binärbaum können wir den saturierten Binärbaum rekonstru-
ieren, indem wir Blätter anfügen. Zwischen der Menge der Binärbäumemitn Knoten
und der Menge der saturierten Binärbäumemit 2n+1 Knoten gibt es also eine natür-
liche Bijektion. Deren Anzahl wird genau wie die Anzahl der Dyck-Wörter durch die
Catalan-Zahlen beschrieben.

Satz 4.40. Die Anzahl der Binärbäume mit n Knoten (bzw. die Anzahl der saturierten
Binärbäume mit n inneren Knoten) ist Cn = 1

n+1

(
2n
n

)
.

Beweis. Nach den Vorbemerkungen reicht es, die Anzahl der saturierten Binärbäume
mit 2n+ 1 Knoten zu bestimmen. Diese codieren wir durchWörter der Länge 2n+ 1

über einem Alphabet mit zwei Buchstaben. Die informelle Beschreibung ist eine Tie-
fensuche von links nach rechts: Besuchen wir in dieser Tiefensuche das erste Mal
einen inneren Knoten, so schreiben wir ein a, bei einem Blatt schreiben wir ein b.
Insgesamt schreiben wir alsonmal ein a undn+1 mal ein b. Bis wir das letzte Blatt
besucht haben, haben wir zu jedem Zeitpunkt mindestens so viele innere Knoten wie
Blätter besucht. In den Bezeichnungen aus dem letzten Abschnitt ist das geschriebe-
ne Wort eine Zeichenkette aus En = Dnb. Dem saturierten Binärbaum aus der obigen
Skizze entspricht das Wort abaaabbbabb.

Aufgrund von Satz 4.39 müssen wir daher nur die Menge Bn der saturierten Bi-
närbäumemit n inneren Knoten in Bijektion mit En setzen. Hierfür formalisieren wir
die Tiefensuche durch eine Abbildung code : Bn → {a,b}2n+1. Diese wird induktiv
definiert:

Für n = 0 setzen wir code(B) = b für den einzigen Baum B ∈ B0. Sei jetzt
B ∈ Bn mit n > 0 und v die Wurzel von B. Sei L der linke Teilbaum unterhalb von v
und R der rechte. Dann setzen wir

code(B) = a · code(L) · code(R)

Mit Induktion sind code(L) und code(R) Dyck-Wörter gefolgt von einem b, also ist
auch code(B) ein solches Wort; und damit gilt code(B) ∈ En. Da code(B) mit ei-
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nem a beginnt, ist a · code(L) der kürzeste nichtleere Präfix, der ein Dyck-Wort ist.
Damit können wir B rekonstruieren, wenn wir code(B) kennen. Die Abbildung code

ist also injektiv.
Betrachten wir ein beliebiges Wortw ∈ En, so gibt es genau eine Zerlegungw =

aubvb für die u und v Dyck-Wörter sind. Mit Induktion gilt ub = code(L) und
vb = code(R) für saturierte Binärbäume, also istw = code(B) für ein B ∈ Bn. Die
Abbildung ist damit auch surjektiv und insgesamt bijektiv.

Aus der Bildungsvorschrift für Binärbäume ergibt sich Korollar 4.41.

Korollar 4.41. Die Catalan-Zahlen erfüllen das folgende Bildungsgesetz:

C0 = 1, Cn+1 =
∑
k
CkCn−k fürn ∈ N

4.10 Die mittlere Höhe binärer Suchbäume

Wir setzen in diesem Abschnitt die Untersuchung der binären Suche fort. Wir un-
tersuchen folgende Fragestellung: Wie lange müssen wir in einem zufällig erzeugten
Binärbaum suchen, um einen Eintrag zu finden? „Zufällig erzeugt“ bedeutet für uns,
dass die Elemente in einer beliebigen Reihenfolge in den Suchbaum eingefügt wer-
den und dass dabei jede mögliche Reihenfolge gleich wahrscheinlich ist. Die Dauer
einer Suche entspricht der Länge des Suchpfades. Es wird sich herausstellen, dass
wir durchschnittlich nur logarithmisch lange (in der Anzahl der Elemente) suchen
müssen.

Es existieren verschiedene Ansätze, bei denen die Elemente nicht ganz naiv in
den Suchbaum eingefügt werden, und die diese Komplexität auch im schlechtesten
Fall erreichen. Tatsächlich zeigt die folgende Abschätzung, dass man sich den zu-
sätzlichen Aufwand beim Einfügen ersparen kann, wenn die Reihenfolge der Daten
zufällig ist.

Sei π eine Permutation der Elemente {1, . . . , n}, dann schreiben wir auch π =
(π(1), π(2), . . . , π(n)). Diese Schreibweise ist nicht zu verwechseln mit der Zykel-
schreibweise aus Abschnitt 4.6.2. Für I ⊆ {1, . . . , n} sei BI(π) der binäre Suchbaum,
der durch Einfügen der Elemente i ∈ I in den zunächst leeren Baum entsteht, wenn
die Reihenfolge durch π (von links nach rechts) gegeben wird. Für I = {1, . . . , n}
schreiben wir B(π) statt B{1,...,n}(π).

Betrachten wir ein Beispiel: Für n = 7, π = (3,2,6,1,5,7,4) und I = {2,3,4,
5,7} ist B{2,3,4,5,7}(π) der Baum, der entsteht, wenn in den anfänglich leeren Baum
der Reihe nach die Elemente 3, 2, 5, 7 und 4 eingefügt werden. Beachte π−1(3) <
π−1(2) < π−1(5) < π−1(7) < π−1(4).
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3

52

74

B{2,3,4,5,7}(π)

3

62

1 75

4

B(π)

Wir definieren folgende Zufallsvariablen:

Ri(π) = „Wurzel von B(π) ist i“
XI(π) = „Höhe von BI(π)“
YI(π) = 2XI(π)

Wir wollen den Erwartungswert E[Xn] abschätzen, wobei Xn = X{1,...,n} meint. Da-
bei gehen wir von einer Gleichverteilung aller Permutationen aus. Es stellt sich her-
aus, dass es geschickter und einfacher ist, zuerst E[Yn] zu betrachten. Zunächst zei-
gen wir, dass E[Yn] = E[2Xn] durch ein Polynom 3. Grades abgeschätzt werden
kann. Es gilt E[Y1] = 1. Sei jetzt n ≥ 2. Wegen

Yn(π) = 2
n∑
i=1

Ri(π) ·max
{
Y{1,...,i−1}(π), Y{i+1,...,n}(π)

}
gilt:

E[Yn] = 2
n∑
i=1

E
[
Ri ·max{Y{1,...,i−1}, Y{i+1,...,n}}

]
Man beachte, dass Ri(π) = 1, falls π(1) = i ist, und Ri(π) = 0 andernfalls. Für
i �∈ I sind die Zufallsvariablen Ri und YI unabhängig. Also gilt:

E[Yn] = 2
n∑
i=1

E[Ri] · E
[
max{Y{1,...,i−1}, Y{i+1,...,n}}

]
Es gilt E[Ri] = 1

n und max{YI, YJ} ≤ YI + YJ und damit

E[Yn] ≤ 2
n

n∑
i=1

(
E[Y{1,...,i−1}]+ E[Y{i+1,...,n}]

)
Aufgrund der Linearität der Erwartungswerte sowie der Eigenschaft

E[YI] = E[Y{1,...,|I|}] = E[Y|I|]

erhalten wir

E[Yn] ≤ 4
n

n∑
i=1

E[Yi−1] = 4
n

n−1∑
i=0

E[Yi],
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da jeder Term zweimal gezählt wird. Wir zeigen nun, dass E[Yn] ≤ 1
4

(
n+3

3

)
gilt.

Fürn = 1 gilt E[Y1] = 1 = 1
4

(
4
3

)
. Sei ab jetzt n ≥ 2. Dann gilt mit E[Y0] = 0:

E[Yn] ≤ 4
n

n−1∑
i=0

E[Yi]
IV≤ 4
n

n−1∑
i=0

1
4

(
i+ 3

3

)

= 1
n

n−1∑
i=0

(
i+ 3

3

)
= 1
n
·
(
n+ 3

4

)
= 1

4
·
(
n+ 3

3

)

Die vorletzte Gleichung folgt mit Satz 4.7 zur oberen Summation. Jetzt haben wir also
eine Abschätzung für E[Yn]. Um daraus E[Xn] ableiten zu können, wenden wir die
Jensen’sche Ungleichung nach Korollar 3.6 mit der konvexen Funktion f : x �→ 2x

an. Wir erhalten

2E[Xn] ≤ E[2Xn] = E[Yn] ≤ 1
4

(
n+ 3

3

)
≤ cn3 + c

für eine geeignete Konstante c ∈ R. Daraus erhalten wir den Satz 4.42 über die durch-
schnittliche Höhe Xn binärer Suchbäume mitn Knoten.

Satz 4.42.
E
[
Xn

] ≤ 3 log2n+O(1) ∈ O(logn)

Aufgaben

4.1. Seien A, B und C beliebige Mengen und sei AB die Menge der Abbildungen
von B nachA.

(a) Zeigen Sie, dass die Mengen C(A×B) und (CB)A bijektiv aufeinander abgebildet
werden können.

(b) Zeigen Sie, dass die Mengen CA∪B und CA×CB bijektiv aufeinander abgebildet
werden können, fallsA∩ B = ∅ gilt.

(c) Zeigen Sie, dass die Mengen A und 2A nicht bijektiv aufeinander abgebildet
werden können, da es keine Surjektion vonA auf 2A gibt.

4.2. Wie viele 9-stellige Zahlen gibt es, in welchen jede Ziffer zwischen 0 und 9
höchstens einmal vorkommt, die 0 aber mindestens einmal vorkommt?

4.3. Aus einer Menge von 15 Frauen und 12 Männern soll eine Kommission mit 8
Mitgliedern gewählt werden.

(a) Wie viele Wahlmöglichkeiten gibt es, wenn die Kommission gleich viele Män-
ner wie Frauen enthalten soll?

(b) Wie viele Wahlmöglichkeiten gibt es, wenn die Kommissionmindestens 2 Män-
ner enthalten soll?
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(c) Wie viele Wahlmöglichkeiten gibt es, wenn die Kommission mehr Männer als
Frauen enthalten soll?

4.4. In dem Spiel Carcassone sind die Karten quadratisch. Die vier Seiten entspre-
chen einer Straße (s), einer befestigten Stadt (b) oder einer Wiese (w). Wie viele Mus-
ter gibt es? Mit einemMuster meinen wir etwa, dass sich zwei Straßen- und zwei Wie-
senseiten gegenüber liegen.

4.5. Zeigen Sie, dass jede nichtleere endliche Menge gleich viele Teilmengen mit
einer geraden Anzahl von Elementen wie Teilmengen mit einer ungeraden Anzahl
von Elementen enthält.

4.6. Zeigen Sie:

(a)
n∑
k=m

(
k
m

)(
n
k

)
=
(
n
m

)
· 2n−m

(b)
∑
k,�

(
n
k

)(
k
�

)
� = n · 3n−1

(c)
∑
i

∑
j

(
n
i

)(
n+ i
j

)
= 6n

(d)
∑
k

(
m− k
n

)(
m+ k
n

)
=
(

2m+ 1
2n+ 1

)

(e)
m∑
k=1

⎛⎝(m + 1
k

) n∑
i=1

ik
⎞⎠ = (n+ 1)m+1 − (n+ 1)

4.7. Die Fibonacci-Zahlen sind F0 = 0, F1 = 1 und Fn = Fn−1 + Fn−2 für n ≥ 2.
Zeigen Sie für n ∈ N:

(a) Fn+1 =
∑
k≤n

(
n− k
k

)

(b) F2n =
∑
i

(
n
i

)
Fi

(c) F3n =
∑
i

(
n
i

)
2iFi

(d) 0 =
∑
i

(
n
i

)
(−1)iFn+i

4.8. Sei n ≥ 3. Mit G(3)(n) bezeichnen wir die Anzahl aller Teilmengen A ⊆ {1,
. . . , n}mit |A| = 3 und sum(A) gerade. Dabei ist sum(A) =∑

a∈A a. Geben Sie eine
Formel fürG(3)(n) an.
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4.9. Zeigen Sie:

(a)
∑
k

(
n
k

){
k
m

}
=
{
n+ 1
m + 1

}

(b)
∑
k

[
n
k

]
k =

[
n+ 1

2

]

(c)
∑
k

[
n
k

](
k
m

)
=
[
n+ 1
m+ 1

]

4.10. Die hundert Schlümpfewurden vomKönig gefangen genommen, da er neidisch
auf ihre Klugheit war. Der König hat einen Schrankmit 100 Schubladen, die die Num-
mern 1 bis 100 tragen und in welche er die Ausweise der Schlümpfe so legt, dass
jede Schublade genau einen Ausweis enthält. Die Schlümpfe bekommen noch eine
letzte Chance, aus der Gefangenschaft entlassen zu werden. Der König erklärt ihnen
sein Spiel: In einer zufälligen Reihenfolge werden die Schlümpfe nacheinander in das
Zimmermit dem Schubladenschrank gelassen. Sie werden nicht wissen, wie viele vor
ihnen ander Reihe waren. In dem Zimmer dürfen Sie 50 Schubladen eine nachder an-
deren öffnen und hinein schauen, aber nicht die Ausweise berühren. Danach werden
die Schubladen wieder verschlossen. Am Ende sieht alles vollkommen unverändert
aus. Wenn ein Schlumpf dabei seinen Ausweis sah, darf er zurück in die Zelle und
dort warten. Ansonsten bricht das Spiel ab und der König erklärt, dass er schon bei
einem Versagen eines Einzelnen alle Schlümpfe auf ewige Zeit in ihren Zellen festhal-
ten wird. Der König verpflichtet sich jedoch die Schlümpfe freizulassen, wenn jeder
der hundert Schlümpfe seinen Ausweis während des Besuches im Zimmer gesehen
hat. Er rechnet sich aus, dass ein Schlumpf nur mit Wahrscheinlichkeit 1/2 seinen
Ausweis finden kann, egal welche Strategie er im Kopf hat. Dies ist richtig! Sein Irr-
tum ist zu glauben, dass er sie nur mit der Wahrscheinlichkeit 2−100 entlassen muss.
Daher dürfen sich die Schlümpfe kurz zum letzten Mal besprechen. Danach kommt
jeder Schlumpf in Einzelhaft und jegliche Kommunikation unter ihnen wird verhin-
dert. Das Spiel beginnt.

(a) Zeigen Sie, dass die schlauen Schlümpfe eine Strategie haben, mit einer Wahr-
scheinlichkeit von mehr als 31% frei zu kommen.

(b) Zeigen Sie, dass es keine Strategie gibt, bei der die Schlümpfe mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 32% oder mehr frei kommen.
Hinweis: Betrachten Sie das folgende Spiel, welches für die Schlümpfe nicht
schwieriger ist. Ohne Einschränkung seien die Schlümpfe durchnummeriert
von 1 bis 100. Am Anfang befinden sich alle Schlümpfe im Raum und Schlumpf
Nummer 1 beginnt, Schubladen zu öffnen. Dies tut er so lange, bis er seinen
Ausweis gefunden hat. Die Schubladen, welche er öffnet, werden nicht wieder
verschlossen. Als Nächstes kommt der Schlumpf mit der kleinsten Nummer an
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die Reihe, welcher seinen Ausweis noch in keiner geöffneten Schublade vor-
findet. Auch er öffnet wieder Schubladen (ohne diese wieder zu verschließen),
bis er seinen Ausweis findet. Dies wird solange wiederholt, bis alle Schubladen
geöffnet sind. Jeder kann jederzeit in die offenen Schubladen hineinsehen. Am
Ende kommen die Schlümpfe frei, wenn kein Schlumpf mehr als 50 Schubla-
den geöffnet hat.

4.11. Wir betrachten folgendes Ratespiel mit Spielern Alice und Bob: Zunächst eini-
gen sich Alice und Bob auf Zahlen n, r ∈ N. Dann wählt Alice eine beliebige Menge
R ⊆ {1, . . . , n}. Das Ziel von Bob ist es, R zu bestimmen. Dazu darf er bis zu r Fragen
der Form

„Ist R ∩M = ∅?“

für beliebige Mengen M ⊆ {1, . . . , n} stellen. Alice antwortet auf diese Fragen wahr-
heitsgemäß. Nach maximal r Fragen benennt Bob eine Menge R und hat gewonnen,
falls seine Behauptung korrekt ist.

Beispiel: Es ist (n, r) = (5,4) und das Spiel verläuft wie folgt:

Bob: Ist R ∩ {1, 2,3} = ∅? Alice: Nein.

Bob: Ist R ∩ {4, 5} = ∅? Alice: Ja.

Bob: Ist R ∩ {1, 2} = ∅? Alice: Ja.

Bob: R ist gleich {3}!
Damit hat Bob bereits nach drei Fragen gewonnen.

(a) Geben Sie eine Gewinnstrategie für Bob an, die mitn Fragen auskommt.

(b) Zeigen Sie, dass dies optimal ist, d. h., zu jeder Strategie gibt es eine Rate-
menge, für die die Strategie mehr als n− 1 Fragen benötigt.

(c) Ist ein Spiel mit r = n− 1 fair?

4.12. Zeigen Sie:

(a) Cn =
(

2n
n

)
−
(

2n
n+ 1

)

(b) Cn = 1
n+ 1

∑
k

(
n
k

)2

(c) Cn+1 = 2(2n+ 1)
n+ 2

Cn

4.13. Zeigen Sie, dass es genau Cn−2 viele Möglichkeiten gibt, ein regelmäßiges n-
Eck mit n ≥ 3 Knoten in Dreiecke zu unterteilen (triangulieren). Die folgende Abbil-
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dung zeigt die C4 = 14 Möglichkeiten, um ein Hexagon zu triangulieren:

4.14. Eine FamilieA ⊆ 2{1,...,n} heißt Antikette, falls ihre Mitglieder paarweise un-
vergleichbar sind, d. h., ausM ⊆ N folgtM = N. Zeigen Sie:
(a) (Satz von Sperner) Jede Antikette enthält höchstens

(
n

�n/2�
)
Teilmengen.

Hinweis: Jedes Mitglied eine Antikette kommt in einer maximalen Kette (ver-
gleiche Abschnitt 7.1) vor und maximale Ketten enthalten keine zwei verschie-
denen Mitglieder der selben Antikette.

(b) Die obige Schranke ist scharf.

Zusammenfassung

Begriffe

– gleichmächtig
– Abbildungen BA
– Fakultät n!

– fallende Faktorielle nk

– Potenzmenge 2A

– charakteristische Abbildung
– Binomialkoeffizienten

(
n
k

)
– k-elementige Teilmengen

(
A
k

)
– Multinomialkoeffizienten

(
n

k1,...,kd

)
– Bubble-Sort
– Fehlstellung
– Rencontres-Zahlen Rn, Rn,m
– Fixpunkt
– Stirling-Zahlen erster Art

[
n
k

]
– Stirling-Zahlen zweiter Art

{
n
k

}

– Partition, Klassen
– Zykel, Zykelschreibweise
– steigende Faktorielle nk
– harmonische ZahlenHn
– Bell-Zahlen Bn
– arithmetische Partitionszahlen

P(n, k)
– summatorische Partitionszahlen

P(n)
– Ferrers-Diagramm
– untere Partitionszahlen p(n, k)
– Catalan-Zahlen Cn
– Dyck-Wort
– Klammergebirge
– (saturierter) Binärbaum
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Methoden und Resultate

– kombinatorische Interpretation, bijektiver Beweis, Polynommethode
– |BA| = |B||A|, |2A| = 2|A|,

∣∣(A
k

)∣∣ = (|A|
k

)
– Es gibt n! Permutationen auf {1, . . . , n}.
– Es gibt nk injektive Abbildungen von {1, . . . , k} nach {1, . . . , n}.
– 1

en−1 ≤ n!
nn ≤ n

en−1

–
(
n
k

)
=
(
n
n−k

)
für n ∈ N und k ∈ Z

– Additionstheorem:
(
x
k

)
=
(
x−1
k

)
+
(
x−1
k−1

)
– Binomialsatz: (x +y)r =∑

k

(
r
k

)
xkyr−k für |x| < |y| oder für r ∈ N

– Trinomiale Revision:
(
x
m

)(
m
k

)
=
(
x
k

)(
x−k
m−k

)
– Binomialinversion: fi =

∑
k

(
i
k

)
gk für 0 ≤ i ≤ n ⇒ gn =

∑
k(−1)n−k

(
n
k

)
fk

– Urnenmodell: Ziehen mit/ohne Zurücklegen und mit/ohne Reihenfolge
– Gauß-Formel:

∑n
k=0 k =

(
n+1

2

)
– Obere Summation:

(
n+1
m+1

)
=∑

0≤k≤n
(
k
m

)
– Parallele Summation:

(
x+n+1
n

)
=∑

k≤n
(
x+k
k

)
– Vandermonde’sche Identität:

(
x+y
n

)
=∑

k

(
x
k

)(
y
n−k

)
– |{(e1, . . . , e�) ∈ N� |

∑
1≤k≤� ek ≤ t}| =

(
t+�
�

)
– Multinomialsatz: (x1 + · · · + xd)n =

∑
ki≥0, k1+···+kd=n

(
n

k1, . . . , kd

)
xk1

1 · · ·xkdd

– Bubble-Sort benötigt im Durchschnitt Θ(n2) Vergleiche.
– Siebformel von Sylvester: |A1 ∪ · · · ∪An| =

∑
k≥1

(−1)k+1
∑

1≤r1<···<rk≤n
|Ar1 ∩ · · · ∩Ark |

– Rn = n!
∑n
k=0

(−1)k
k! , Rn,m = n!

m!

∑n−m
k=0 (−1)k 1

k!

– Additionstheorem für Stirling-Zahlen zweiter Art:
{
n
k

}
=
{
n−1
k−1

}
+ k

{
n−1
k

}
– Es gibtm!

{
n
m

}
Surjektionen von {1, . . . , n} auf {1, . . . ,m}.

–
{

2n
n

}
≥ nn

– xn =∑
k

{
n
k

}
· xk

– m!
{
n
m

}
=∑

k(−1)m−k
(
m
k

)
kn

– Stirling’scher Schmetterling
– n! =∑

k

[
n
k

]
,
{
n
k

}
≤
[
n
k

]
,
∑
k

{
n
k

}
≤ n!

– Additionstheorem für Stirling-Zahlen erster Art:
[
n
k

]
=
[
n−1
k−1

]
+ (n− 1)

[
n−1
k

]
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– xn =∑
k

[
n
k

]
xk, xn =∑

k(−1)n−k
[
n
k

]
xk

– Für 0 ≤m ≤ n gilt
∑
k(−1)n−k

(
n
k

)
km =∑

k(−1)n−k
[
n
k

]
mk =

{n!, n =m
0, m < n

–
[
n
k

]
=
{−k
−n
}

–
[
n
2

]
= (n− 1)!Hn−1 für n ≥ 1

– (n2 )
n
2 ≤ Bn =

∑
k

{
n
k

}
≤ n!

– B0 = 1 und Bn+1 =
∑
k

(
n
k

)
Bk

– Dobiński-Formel: Bn = 1
e
∑
k≥0

kn
k!

– P(n) =∑
k P(n, k)

– Ferrers-Spiegelung
– P(n, k) = P(n − 1, k − 1) + P(n − k, k) = ∑

j≤k P(n − k, j) =
∑
j≥0 P(n −

jk, k− 1)

– p(n, k) = p(n,n)+∑
j≥k p(n− j, j) für k ≥ 1

– Cn = 1
n+1

(
2n
n

)
= Anzahl Dyck-Wörter der Länge 2n = Anzahl Binärbäumemitn

Knoten = Anzahl saturierter Binärbäumemitn inneren Knoten
– C0 = 1 und Cn+1 =

∑
k CkCn−k

– Die mittlere Höhe von binären Suchbäumenmit n Knoten ist inO(logn).
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5 Erzeugende Funktionen
Häufig untersucht man Folgen an von reellen oder komplexen Zahlen mit |an| ∈
2O(n). Dies bedeutet, die Absolutbeträge wachsen höchstens einfach exponentiell;
und es gibt eine positive reelle Zahl r mit |an| ≤ rn für alle n ∈ N. In diesem Fall
können wir die unendliche Reihe a(z) = ∑

n≥0 anzn bilden, die für |z| < 1/r ab-
solut konvergiert. Dies liegt daran, dass die geometrische Reihe

∑
n≥0 zn genau dann

konvergiert, wenn |z| < 1 ist. Insbesondere sehen wir, dass es zwischen demWachs-
tum der Folge (an)n≥0 und dem Konvergenzradius von

∑
n≥0anzn einen engen Zu-

sammenhang gibt. Ein typisches Beispiel ist f(z) = ∑
n≥0 Fnzn. Da die Fibonacci-

Zahlen Fn das Wachstum Fn ∼ Φn/
√

5 mit Φ = (1 + √5)/2 aufweisen, ist der Kon-
vergenzradius von f(z) gerade 1/Φ.

Wir können a(z) in dem Konvergenzbereich unendlich oft gliedweise differen-
zieren und erhalten für die k-te Ableitung:

a(k)(z) = k!
∑
n≥k

(
n
k

)
anzn−k

Insbesondere gilt an = a(n)(0)
n! und damit „kennt“ die analytische Funktion a(z)

die Folge (an)n∈N. Indem man erzeugende Funktionen manipuliert, kann man dann
nach anschließendemKoeffizientenvergleich zunichttrivialenAussagen über dieAus-
gangsfolgen kommen. Wir wollen uns die erzeugenden Funktionen zu verschiede-
nen Zahlenfolgen ansehen, die wir im vorigen Kapitel behandelt haben. Dies sind
die Fibonacci-Zahlen, Stirling-Zahlen, Catalan-Zahlen, Partitionszahlen und die Bell-
Zahlen. Die Vielseitigkeit von erzeugenden Funktionen ist vor allem dadurch begrün-
det, dass sich hier Techniken aus verschiedenen Zweigen der Mathematik kombinie-
ren lassen. Wir illustrieren dies an Hand des Pentagonalzahlensatzes. Einige Folgen
wachsen zu schnell und dann konvergiert die Reihe

∑
n≥0anzn nicht für z > 0. Dies

führt auf exponentielle erzeugende Funktionen, die wir für die Stirling-Zahlen der
ersten Art und die Bell-Zahlen heranziehen werden. Zunächst beschäftigen wir uns
mit den gewöhnlichen erzeugenden Funktionen, welche die obige Definition zugrun-
de legen.

5.1 Gewöhnliche erzeugende Funktionen

Die unendliche Reihe
a(z) =

∑
n≥0

anzn

heißt die (gewöhnliche) erzeugende Funktion der Folge (an)n∈N. Wir interpretieren
die Reihe als analytische Funktion, sofern sie einen positiven Konvergenzradius r
hat. Dies bedeutet, dass der Wert a(z) für alle z ∈ C mit |z| < r definiert ist. An-
sonsten lesen wir a(z) als formale Potenzreihe. In beiden Interpretationen können
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100 Erzeugende Funktionen

wir die Reihen addieren, multiplizieren und beliebig oft differenzieren. Die Formel
für die k-te Ableitung steht schon oben. Addition und Multiplikation ergeben sich
durch: ∑

n≥0

anzn +
∑
n≥0

bnzn =
∑
n≥0

(an + bn)zn( ∑
n≥0

anzn
)
·
( ∑
n≥0

bnzn
)
=

∑
n≥0

( ∑
k+�=n

ak b�

)
zn

Ferner gilt stets a(0) = a0. Wichtig ist, dass wir für a0 ≠ 0 die multiplikativ inverse
Reihea−1(z) bilden können. Dies geschieht rein formal.Wir setzen zunächstb0 = 1

a0

und für n ≥ 1 bestimmen wir bn induktiv durch Lösen der Gleichung
n∑
k=0

akbn−k = 0

Es ist dann (
∑
n≥0anzn) · (

∑
n≥0 bnzn) = 1 und für |an| ∈ 2O(n) gilt auch |bn| ∈

2O(n). Betrachten wir die folgenden Beispiele. Wenn an = 1 für allen ∈ N gilt, dann
ist a(z) = ∑

n≥0 zn = 1
1−z die geometrische Reihe mit Konvergenzradius 1. Falls

an = n für alle n ∈ N ist, dann gilt

a(z) =
∑
n≥0

nzn = z ·
∑
n≥1

nzn−1 = z ·
( ∑
n≥0

zn
)′
= z ·

( 1
1− z

)′ = z
(1− z)2

und der Konvergenzradius ist wieder 1. Ist an = n! für alle n ∈ N, so hat a(z) =∑
n≥0n!zn keinen positiven Konvergenzradius. Die formale Reihe a−1(z) kann den-

noch gebildet werden. Wir berechnen nun die erzeugenden Funktionen für einige
konkrete Beispiele.

5.1.1 Fibonacci-Zahlen

Wir haben bereits gesehen, dass erzeugende Funktionen häufig durch ihre Inversen
auf einfache Weise dargestellt werden können. Wir wenden dieses Vorgehen im Fol-
genden auf die Fibonacci-ZahlenFn und andere Beispiele an. Es sei f(z) =

∑
n≥0 Fn·

zn die erzeugende Funktion der Fibonacci-Zahlen Fn. Wegen Fn ∈ Θ(Φn) konver-
giert die Reihe f(z) =∑

n≥0 Fnzn für |z| < Φ−1 und insbesondere für |z| < 1
2 .

Satz 5.1.
f(z) = z

1− z − z2

Beweis. Mittels der Rekursionsformel erhalten wir

f(z) = z +
∑
n≥2

Fn−1zn +
∑
n≥2

Fn−2zn = z + zf(z)+ z2f(z)

Hieraus folgt f(z) = z
1−z−z2 .
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Gewöhnliche erzeugende Funktionen 101

Die erzeugende Funktion liefert nun die schon bekannte explizite Darstellung der
Fibonacci-Zahlen und den Zusammenhang zum goldenen Schnitt Φ = 1+√5

2 und Φ̂ =
−Φ−1 = 1−√5

2 . Für die Fibonacci-Zahlen gilt:

Fn = 1√
5

((
1+√5

2

)n
−
(

1−√5
2

)n)

Die Nullstellen des Nenners der erzeugenden Funktion f(z) sind −1
2 (1 ±

√
5),

also−Φ und −Φ̂. Damit erhalten wir durch eine Partialbruchzerlegung

f(z) = 1√
5

(
1

1−Φz −
1

1− Φ̂z
)

Die Summanden in der Klammer sind nun Grenzfunktionen der geometrischen Rei-
hen

∑
n≥0Φnzn und

∑
n≥0 Φ̂nzn. Wir erhalten f(z) = 1√

5

∑
n≥0(Φn − Φ̂n)zn. Ein

Koeffizientenvergleich liefert schließlich die Behauptung.
Dieses Vorgehen liefert ein allgemeines Schema für das Lösen von einfachen Re-

kursionsgleichungen: (1) Stelle die erzeugende Funktion als rationale Funktion dar.
(2) Zerlege die rationale Funktion mittels Partialbruchzerlegung, so dass alle Nenner
linear sind. (3) Verwende die Formel für die geometrische Reihe, umdenKoeffizienten
von zn zu ermitteln.

5.1.2 Catalan-Zahlen

Die erzeugende Funktion für die Catalan-Zahlen Cn = 1
n+1

(
2n
n

)
wird sich als Lösung

einer quadratischen Gleichung ergeben. Wir setzen c(z) = ∑
n≥0Cn zn. Wegen Cn

≤ 4n hat die Reihe mindestens den Konvergenzradius 1/4.

Satz 5.2.
c(z) = 1−√1− 4z

2z

Beweis. Wir bilden c2(z) = ∑
n≥0(

∑
k Ck · Cn−k)zn. Es ist C0 = 1 und nach Korol-

lar 4.41 gilt Cn+1 =
∑n
k Ck · Cn−k. Also erhalten wir

z · c2(z) =
∑
n≥0

Cn+1zn+1 = −1+
∑
n≥0

Cnzn = c(z)− 1

Daher muss entweder c(z) = (1 + √1− 4z)/2z oder c(z) = (1 − √1− 4z)/2z
gelten. Im Gegensatz zu (1+√1− 4z)/2z hat c(z) jedoch keinen Pol für z = 0, also
bleibt nur c(z) = (1−√1− 4z)/2z.
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102 Erzeugende Funktionen

5.1.3 Stirling-Zahlen zweiter Art

Als nächstes Beispiel betrachten wir die erzeugende Funktion für die Stirling-Zah-
len

{
n
k

}
der zweiten Art. Für ein festes k ∈ N sei Sk(t) =

∑
n≥0

{
n
k

}
tn die ent-

sprechende erzeugende Funktion. Dann gilt insbesondere S0(z) =
{

0
0

}
= 1 und

S1(z) = −1 +∑
n≥0 zn = z/(1 − z). Für k ≥ 0 und n < 0 ist

{
n
k

}
= 0, daher gilt

Sk(z) =
∑
n∈Z

{
n
k

}
zn. Nach dem Additionstheorem 4.20 gilt

{
n
k

}
=
{
n−1
k−1

}
+k

{
n−1
k

}
.

Für die erzeugenden Funktionen heißt dies für k ≥ 1:

Sk(z) = z Sk−1(z)+ kz Sk(z)

Wir können also Sk(z) rekursiv bestimmen: S0(z) = 1 und Sk(z) = zSk−1(z)
1−kz für

k ≥ 1. Außerdem erhalten wir induktiv Konvergenz für |z| < 1
k .

Satz 5.3.
Sk(z) =

∏
1≤i≤k

z
(1− iz) =

zk

(1− z) · · · (1− kz)

Beweis. Dies folgt sofort aus der Rekursion S0(z) = 1 und Sk(z) = zSk−1(z)
1−kz für

k ≥ 1.

5.1.4 Partitionszahlen

Seienu1, . . . , uk paarweise verschiedene Unbestimmte, dann gibt es
(
k
n

)
Möglichkei-

ten, n dieser k Unbestimmten zu wählen. Nehmen wir eine Unbestimmte z hinzu, so
können wir das Polynom (1+u1z) · · · (1+ukz) bilden und nach Ausmultiplizieren
erscheint dann vor zn als Koeffizient die Summe∑

1≤i1<···<in≤k
ui1 · · ·uin

Dies ist die Summe aller n-Kombinationen von Zahlen aus {u1, . . . , uk}. Setzen wir
nun ui = 1 für alle i, so ergibt sich

(
k
n

)
als der Koeffizient vor zn. Dies zeigt, wie

man manchmal die erzeugende Funktion direkt angeben und dann die Koeffizienten
bestimmen kann.

Der nächste Satz verallgemeinert dies aufMultimengen. Eine Multimenge über A
ist eine Abbildung M : A → N. Multimengen sind also Elemente in NA. Die Idee ist,
dass jedes Element a ∈ A genau M(a) mal in der Multimenge vorkommt. Entspre-
chend definieren wir die Größe von M als |M| = ∑

a∈AM(a). Es ist üblich, Multi-
mengen als formale Summen zu beschreiben. Hierfür lesen wir die Elemente a ∈ A
als Unbestimmte und schreibenM = ∑

a∈AM(a) · a. Terme mitM(a) = 0 schreibt
man meistens gar nicht hin. Ist etwa A = {a,b, c,d} mit M(a) = 27, M(b) = 0,
M(c) = 1 und M(d) = 14, so ist M = 27a + c + 14d und hat die Größe 42. Eine
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Gewöhnliche erzeugende Funktionen 103

Teilmenge vonA ist der Spezialfall mitM(A) ⊆ {0,1}. Daher gibt manmanchmal die
erlaubten Vielfachheiten Na ⊆ N für jedes a ∈ A vor. Wir fragen also nach der An-
zahl der Multimengen über A bei vorgeschriebenen Vielfachheiten, die eine gewisse
Größe n haben. Die Antwort kann durch ihre erzeugende Funktion beschrieben wer-
den.

Satz 5.4. Die erzeugende Funktion für die Anzahl der Multimengen der Größe n über
{1, . . . , k}, bei denen die Vielfachheit von j aus einer gegebenen Zahlenmenge Nj
⊆ N stammt, ist

k∏
j=1

( ∑
i∈Nj

zi
)

Beweis. Seien zunächst u1, . . . , uk paarweise verschiedene Unbestimmte. Beim Aus-
multiplizieren von ( ∑

i∈N1

ui1z
i
)
· · ·

( ∑
i∈Nk

uikz
i
)

erhalten wir eine Reihe, wobei der Koeffizient von zn die Summe über alle Terme der
Formui11 · · ·uikk ist mit i1+· · ·+ik = n und i� ∈ Nj . Setzen wir wieder alleui = 1,
so gibt der so entstehende Koeffizient die Anzahl der Multimengen, wie in dem Satz
behauptet, an.

Wir bestimmen mit diesem Ansatz die Anzahl aller Multimengen der Größe 4 mit
Elementen aus {a,b, c,d}mitNa = {0,1,2},Nb = {2},Nc = N undNd = {0}. Wir
erhalten als erzeugende Funktion

(1+ z + z2) · z2 ·
∑
i≥0

zi = z2 + 2z3+3z4 + 3z5 + · · ·
↑

Die Anzahl der zulässigen Multimengen ist also 3. Als formale Summe geschrieben
sind dies 2b+ 2c, a+ 2b+ c und 2a+ 2b.

Korollar 5.5. Die erzeugende Funktion für die Anzahl aller Multimengen der Größe n
über einer festen Menge mit k Elementen ist

k∏
j=1

⎛⎝∑
i≥0

zi
⎞⎠ = 1

(1− z)k =
∑
n≥0

(
n+ k− 1
k− 1

)
zn

Beweis. Nach Satz 5.4 ist die erzeugende Funktion gerade
∏k
j=1(

∑
i≥0 zi) = 1

(1−z)k .
Beim Ausmultiplizieren von

∏k
j=1(

∑
i≥0 zi) ergibt sich der Koeffizient vor zn als die

Anzahl der Folgen (i1, . . . , ik)mit i1 +· · ·+ ik = n. Wir haben in Satz 4.10 gesehen,
dass diese Zahl der Binomialkoeffizient

(
n+k−1
k−1

)
ist.

Für eine Menge M von positiven natürlichen Zahlen sei ZM(n) die Anzahl aller
Zerlegungen von n in Summanden ausM (ohne Berücksichtigung der Reihenfolge):

ZM(n) =
∣∣{ (rm)m∈M ∣∣ n =∑

m∈M rmm
}∣∣
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104 Erzeugende Funktionen

Satz 5.6. Die erzeugende Funktion der Zahlen ZM(n) ist:∏
m∈M

1
1− zm

Beweis. Die Menge M bestehe etwa aus den Zahlen 1 ≤ m1 < m2 < m3 < · · · . Es
ist 1

1−zm =
∑
n≥0(zm)n; daher gilt∏

m∈M

1
1− zm = (

1+ zm1 + z2m1 + · · · )(1+ zm2 + z2m2 + · · · ) · · ·
Beim Ausmultiplizieren tritt zn so oft auf, wie es Sequenzen (r1, r2, . . .) von Zahlen
ausN gibt mit

n = r1m1 + r2m2 + · · ·
und dies entspricht gerade der Definition von ZM(n).

Beispiel 5.7. Zur Zeit der D-Mark gab es Münzen inWerten von 1, 2, 5, 10 und 50 Pfen-
nigen. Auf wie viele Weisen konnte man eine D-Mark in kleinere Münzen wechseln?
Sei cn die Anzahl bei einem Betrag von n Pfennigen. Wir suchen also c100 in der
folgenden Reihe:∑
n≥0

cnzn = 1
(1− z)(1− z2)(1− z5)(1− z10)(1 − z50)

= (
1+ z + z2 + · · · )(1+ z2 + z4 + · · · ) · · · (1+ z50 + z100 + · · · )

Um c100 auszurechnen, kannman sukzessiv vorgehen. Ausgehend von 1
1−z = 1+z+

z2 + · · · dividiert man die anderen Polynome nacheinander gemäß der Methode:(
a0 + a1z + a2z2 + · · · ) :

(
1− zk) = b0 + b1z + b2z2 + · · ·

mit bn =
⎧⎨⎩an für n = 0, . . . , k− 1

an + bn−k für n ≥ k
Es folgt c100 = 2498. ♦

Die summatorischen Partitionszahlen P(n) (bzw. P(n, k)) sind erklärt durch die
Anzahl der Zerlegungen von n in positive Summanden (bzw. in k positive Summan-
den), siehe Abschnitt 4.8. Mit Hilfe der Ferrers-Spiegelung wie in Abbildung 4.2 hat-
ten wir gesehen, dass P(n, k) auch die Anzahl der Zerlegungen von n in positive
Summanden ist, wenn der größte Summand k ist. Wir können jetzt die erzeugenden
Funktionen für die Folgen

(
P(n)

)
n∈N und

(
P(n, k)

)
n∈N angeben. Die erzeugende

Funktion der summatorischen Partitionszahlen P(n) wurde von Euler entdeckt.

Korollar 5.8. (a) Die erzeugende Funktion für P(n) ist:∏
m≥1

1
1− zm
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Gewöhnliche erzeugende Funktionen 105

(b) Die erzeugende Funktion für die Anzahl der Zerlegungen von n in natürliche Sum-
manden, die nicht größer als k sind, ist

k∏
m=1

1
1− zm

(c) Die erzeugende Funktion für P(n, k) ist:
k∏

m=1

z
1− zm

Beweis. Die ersten beiden Aussagen sind ein Spezialfall von Satz 5.6. Für die ers-
te können wir M = N und für die zweite M = {1, . . . , k} wählen. Die erzeugen-
de Funktion für P(n, k) erhalten wir unter Beachtung, dass P(n, k) gleich der An-
zahl aller Zerlegungen von n − k in natürliche Summanden ist, die nicht größer
als k sind. Also erhalten wir die dritte Aussage aus der zweiten unter Beachtung von
zk ·∏k

m=1
1

1−zm =
∏k
m=1

z
1−zm .

Wir definieren nun dieMenge der Partitionen vonn, in denen die Summandenni
ungerade (engl. odd) bzw. paarweise verschieden (engl. different) sind:

Po(n) =
{
(n1, . . . , nm) ∈ P(n)

∣∣∣ ni ungerade }
Pd(n) =

{
(n1, . . . , nm) ∈ P(n)

∣∣∣ ni ≠ nj für i ≠ j }
Wir setzen Po(n) = |Po(n)| und Pd(n) = |Pd(n)| für n ∈ Z. Insbesondere ist
Po(n) = Pd(n) = 0 für n < 0 und Po(0) = Pd(0) = 1. Erstaunlicher Weise stimmen
Po(n) und Pd(n) überein.

Satz 5.9. Die erzeugenden Funktionen von Pd(n) und Po(n) sind beide:∏
m≥1

(1+ zm)

Insbesondere gilt Pd(n) = Po(n) für alle n ∈ N.
Beweis. Die erzeugende Funktion für die Partitionszahlen Pd(n) mit paarweise ver-
schiedenen Summanden ist durch das Produkt

∏
m≥1(1+zm) gegeben. Nach Satz 5.6

ist die erzeugende Funktionen für die Partitionszahlen Po(n) mit ungeraden Sum-
manden das Produkt

∏
m ungerade

1
1−zm . Nun gilt 1 − z2m = (1 + zm)(1 − zm), also

ist ∏
m≥1

(1+ zm) =
∏
m≥1

1− z2m

1− zm =
∏

m ungerade

1
1− zm

Vielleicht ist einem nicht ganz wohl bei der unbefangenen Art, hier in unendlichen
Produkten unendlich oft zu kürzen. Aber wir können die Rechnung rein mit Polyno-
men durchführen. Um Pd(n) und Po(n) zu berechnen reicht es, 1 ≤ m ≤ n zu
betrachten. Auch in den geometrischen Reihen 1

1−zm = 1+ zm + z2m + · · · können
wir alle Summanden ignorieren deren Exponent größer als n ist.
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106 Erzeugende Funktionen

5.1.5 Das Wachstum der Partitionszahlen

Das asymptotische Wachstum der Partitionszahlen P(n) ist bekannt:

P(n) ∼ 1

4n
√

3
eπ

√
2n
3

Diese erstaunliche Formel wurde 1918 von Hardy und Ramanujan gefunden (Godfrey
Harold Hardy, 1877–1947 und Srinivasa Ramanujan, 1887–1920). Wir begnügen uns
mit der schwächeren Aussage 5.10, für die ein elementarer Beweis existiert.

Satz 5.10.
log2 Pd(n) ≥

√
n fürn ≥ 32

logP(n) ∈ Θ(√n)
Beweis. Die Herleitung der unteren Schranke

√
n ≤ log2 Pd(n) ist einfach. Betrachte

hierfür die Teilmengen von {1, . . . , �√n �}. Deren Anzahl ist mindestens 2
√
n. Sum-

mieren wir die Elemente einer solchen Teilmenge I auf, so ist die Summe der Elemen-
te kleiner als (

√
n+ 1)(

√
n+ 2)/2 = n/2+ 3

√
n/2+ 1. Ist n groß genug (n ≥ 32),

so können wir ein weiteres Element zwischen
√
n + 1 und n hinzunehmen und er-

halten eine durch die Teilmenge I eindeutig bestimmte Zerlegung vonn in paarweise
verschiedene Summanden. Dies ergibt

√
n ≤ log2 Pd(n) für n genügend groß.

Wir zeigen jetzt die Schranke logP(n) ∈ O(√n) und folgen für diesen Teil der
Beweisführung in [28]. Wir wissen

∏
m≥1

1
1−zm = ∑

n∈N P(n) zn. Da Faktoren mit
m > n auf der rechten Seite nicht zum Koeffizienten von zn beitragen, gilt für alle
0 < x < 1 die Abschätzung:

P(n)xn ≤
n∏
m=1

1
1− xm

Wir erhalten

lnP(n) ≤ −n lnx −
n∑
m=1

ln(1− xm)

Wegen − ln(1−y) =∑
i≥1

yi
i gilt

−
n∑
m=1

ln(1− xm) =
n∑
m=1

∑
i≥1

xmi

i
=
∑
i≥1

n∑
m=1

xmi

i
≤
∑
i≥1

xi

(1− xi)i

Die Summanden dürfen vertauscht werden, da die Reihe
∑
i≥1

xmi
i für ein festes m

absolut konvergiert. Wir benutzen die geometrische Reihe und erhalten wegen 0 <
x < 1 für alle i ≥ 1 die Abschätzung:

(1− xi) = (1− x)(1 + x + · · · + xi−1) ≥ (1− x)ixi−1
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Damit ergibt sich

−
n∑
m=1

ln(1− xm) ≤ x
1− x

∑
i≥1

1
i2

Die Reihe
∑
i≥1

1
i2 konvergiert, also gilt

∑
i≥1

1
i2 ∈ O(1). Wir setzen jetzt y = x

1−x ,
also 1

x = 1+ 1
y mit 0 < 1

y , und sehen damit

lnP(n) ≤ n ln
(

1+ 1
y

)
+y

∑
i≥1

1
i2

Es gilt ln(1+ 1
y ) ≤ 1

y ; und wir erhalten

lnP(n) ≤ n
y
+y

∑
i≥1

1
i2

Wählen wir y = √
n, so ergibt sich logP(n) ∈ O(√n), also auch logP(n) ∈

Θ(
√
n), da ja Pd(n) ≤ P(n). Dies zeigt den Satz.
Betrachten wir nochmals die letzen Beweisschritte. Setzen wir y = c√n für eine

Konstante c, so erhalten wir lnP(n) ≤ √
n
(
1/c + c∑i≥1

1
i2
)
. Um die Konstante c

geschickt wählen zu können, müssen wir
∑
i≥1

1
i2 berechnen. Dies gelang Euler um

1735 und er fand heraus ∑
i≥1

1
i2
= π

2

6

Damit können wir c = π/√6 optimal wählen und erhalten

lnP(n) ≤ π
√

2n
3

Die untere Schranke für logPd(n) können wir mit den vorgestellten Techniken
ebenfalls etwas verfeinern. Unser Ansatz zeigt sogar für jedes c < 2 die Abschät-
zung c

√
n ≤ log2 Pd(n) für fast alle n. Denn für eine Teilmenge I ⊆ {1, . . . , �c√n�}

oder für ihr Komplement liegt die Summe über ihre Elemente in c2n/4 + O(√n),
denn beide Summen zusammen ergeben genau (�c√n�)(�c√n� + 1)/2. Wir finden
also mindestens 2c

√
n−1 Teilmengen, deren Summen über ihre Elemente jeweils in

c2n/4 + O(√n) liegen. Ist n genügend groß, dann finden wir in dem Bereich von
c
√
n bis n eine ganze Zahl, so dass wir jede dieser Teilmengen zu einer Partition

von nmit paarweise verschiedenen Summanden ergänzen können.

5.1.6 Der Pentagonalzahlensatz

Pentagonalzahlen erweitern die Konstruktion der Dreiecks- undQuadratzahlenauf re-
gelmäßige Fünfecke. Die j-te Pentagonalzahl (oder Fünfeckszahl) entspricht der An-
zahl der Kugeln, die man zum Legen eines Musters ineinandergeschachtelter regel-
mäßiger Fünfecke benötigt, die eine gemeinsame Ecke haben.
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4
3

2
j = 1

4
3

2

j = 1

4
3

2

j = 1

Die ersten Pentagonalzahlen sind

0,1,5,12,22,35,51,70,92,117,145, . . .

Sie lassen sich nach der Formel 3j2−j
2 berechnen. Wir erweitern die Definition für alle

j ∈ Z und setzen
f(j) = 3j2 + j

2

Die j-te Pentagonalzahl ist in dieser Bezeichnung f(−j), was zu etwas übersicht-
licheren Formeln weiter unten führen wird. Wir bemerken, dass f(j) ∈ N für alle
j ∈ Z gilt. Als Nächstes erkennen wir f(i) ≠ f(j) für alle i ≠ j. Denn sei i ≠ j,
dann erhalten wir die folgenden Äquivalenzen:

f(i) = f(j) � 3i2 − 3j2 = j − i � 3(i+ j) = −1

Multiplizierenwir das Produkt
∏
m∈N(1−zm) aus, so ergibt sich etwas Erstaunliches.

Die Anfangsterme sehen wie folgt aus:∏
m≥1

(1− zm) = 1− z − z2 + z5 + z7 − z12 − z15 + z22 + z26 − · · ·

Die ersten Koeffizienten beschränken sich auf±1 und treten nur bei den Exponenten
der Form f(j) auf. Dies ist kein Zufall und wurde von Euler durch seinen Pentagonal-
zahlensatz bestätigt.

Satz 5.11 (Pentagonalzahlensatz).∏
m≥1

(1− zm) =
∑
j∈Z
(−1)jzf(j)

Beweis. In der Beweisführung folgen wir [2]. Zunächst erinnern wir daran, dass f(i)
∈ N und f(i) ≠ f(j) für alle i ≠ j gilt; also steht rechts wirklich eine Potenzrei-
he mit Koeffizienten ±1 oder 0. Nach Korollar 5.8 hat die erzeugende Funktion der
summatorischen Partitionszahlen P(n) die Produktdarstellung

p(z) =
∏
m≥1

1
1− zm
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Wir können das Produkt 1/p(z) als eine formale Potenzreihe entwickeln∏
m≥1

(1− zm) =
∑
n∈N

c(n)zn

Die Koeffizienten c(n) in dieser Reihe ergeben sich eindeutig durch c(0) = 1 und die
Forderung, dass für alle n ≥ 1 gilt:

n∑
k=0

c(k)P(n − k) = 0

Wir müssen also zeigen, dass die Folge c(k) = 0 für k ≠ f(j), c(k) = 1 für k = f(j)
und j gerade, sowie c(k) = −1 für k = f(j) und j ungerade alle diese Gleichungen
löst. Wegen P(m) = 0 fürm < 0 ist dies äquivalent mit der Forderung, dass für alle
n ≥ 1 gilt: ∑

j∈Z
(−1)jP(n− f(j)) = 0

Zu zeigen ist also ∑
j gerade

P(n− f(j)) =
∑

j ungerade
P(n− f(j))

Dies ruft geradezu nach einem bijektiven Beweis! Wir suchen also eine Bijektion ψ
zwischen denMengen

⋃
j gerade P(n−f(j)) und

⋃
j ungerade P(n−f(j)). Die folgende

Involutionϕ von
⋃
j∈ZP(n−f(j))wurde von David Bressoud und Doron Zeilberger

(geb. jeweils 1950) gefunden; die gesuchte Bijektion ψ ist die Restriktion von ϕ auf
die Teilmenge

⋃
j gerade P(n− f(j)).

Wir starten mit einer Partition d = (d1, . . . , dm) ∈ P(n − f(j)). Man beachte,
es kann n = f(j) sein. Wegen n ≥ 1 ist dann allerdings j ≠ 0. Für n = f(j)
ist d die leere Folge, alsom = 0. In diesem Fall setzen wir d1 = 0. Es gilt also stets
d1+· · ·+dm+f(j) = n; und fürm ≥ 1 gilt auchd1 ≥ · · · ≥ dm ≥ 1. Aufgrund von
f(j)−f(j−1) = 3j−1 erscheint dieser Wert 3j−1 in den folgenden Definitionen.

– Fallsm ≥ d1 − 3j, dann setze

ϕ(d) = (m + 3j − 1, d1 − 1, . . . , dm − 1)

Summanden, die Null geworden sind, lassenwir fort. Es giltϕ(d) ∈ P(n−f(j−
1)). Die maximale Zahl der Terme inϕ(d) istm+1 und dies sind zu wenige, um
in diesem Fall zu bleiben. Wir geraten in die andere Situation.
– Fallsm< d1 − 3j, dann setze

ϕ(d) = (d2 + 1, . . . , dm + 1,1, . . . ,1︸ ︷︷ ︸
d1−m−3j−1

)

Jetzt gilt ϕ(d) ∈ P(n − f(j + 1)). Die neue Zahl der Terme ist d1 − 3j − 2 ≥
d2−3j−2 ≥ (d2+1)−3(j+1). Damit sind wir zurück in der ersten Situation.
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Eine einfache Rechnung zeigt jetzt ϕ(ϕ(d)) = d und damit ist der Pentagonalzah-
lensatz bewiesen.

Die ganz unterschiedliche Entwicklung der Koeffizienten in den beiden Reihen∏
m≥1

(1+ zm) =
∑
n∈N

Pd(n) zn = 1+ z + z2 + 2z3 + 2z4 + 3z5 + 4z6 + · · ·

und ∏
m≥1

(1− zm) =
∑
j∈Z
(−1)jzf(j) = 1− z − z2 + z5 + z7 − z12 − z15 + · · ·

lässt sich kombinatorisch interpretieren. Hierfür betrachten wir zunächst diejenigen
Partitionen inPd(n), die aus genau k Summanden bestehen, und nennen dieseMen-
gePd(n, k). Sie besteht also aus den Folgen (d1, . . . , dk) ∈ Nkmitd1+· · ·+dk = n,
wobeid1 > · · · > dk ≥ 1. Als Nächsteswählenwir neben z eineweitere Unbestimm-
te u und bilden die formale Reihe

∏
m≥1

(1+ zmu) =
∑
n∈N

( ∑
k∈N

|Pd(n, k)|uk
)
zn

Schließlich fassen wir die Partitionen mit einer geraden und die mit einer ungeraden
Anzahl von Termen zusammen und definieren

Ed(n) =
∑

k gerade
|Pd(n, k)| Od(n) =

∑
k ungerade

|Pd(n, k)|

Die Bezeichnungen Ed undOd setzen sich aus E=Even, O=Odd und d= different zu-
sammen. Man beachte, Ed(0) = 1 und Od(0) = 0. Spezialisieren wir u zu +1 bezie-
hungsweise zu−1, so erhalten wir:∏

m≥1

(1+ zm) =
∑
n∈N
(Ed(n)+Od(n)) zn

∏
m≥1

(1− zm) =
∑
n∈N
(Ed(n)−Od(n)) zn

Damit haben auch die Koeffizienten der beiden Reihen eine kombinatorische Inter-
pretation und der Pentagonalzahlensatz liefert jetzt eine überraschende Identität für
die Differenz Ed(n)−Od(n):
Korollar 5.12.

Ed(n)−Od(n) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1 fürn = f(j) und j ∈ Z gerade

−1 fürn = f(j) und j ∈ Z ungerade
0 sonst, also falls n ≠ f(j) für alle j ∈ Z
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5.2 Exponentielle erzeugende Funktionen

Wollen wir die Anzahl von kombinatorischen Objekten der Größe n in einer Folge
an ∈ N festhalten, so wachsen diese Werte häufig sehr schnell. Dies passiert insbe-
sondere dann, wenn die Objekte mit Permutationen in Verbindung stehen, die Terme
der Form n! ins Spiel bringen. Vielfach trifft man dann auf die Situation an ∈ 2ω(n).
In diesem Fall divergiert die Reihe

∑
n≥0anzn für jedes positive z > 0 und eine ge-

wöhnliche erzeugende Funktion hilft nicht weiter.
Ein offensichtlicher Fall für an ∈ 2ω(n) ist an = n!, was gerade die Anzahl

der Permutationen von {1, . . . , n} ist. Dies führt auf den Begriff der exponentiellen
erzeugenden Funktion. Diese ist für eine Folge von reellen oder komplexen Zahlen
(an)n∈N zunächst als die formale Potenzreihe definiert:

ã(z) =
∑
n≥0

an
n!
zn

Die Regeln zur Addition, Multiplikation und Ableitung ergeben sich wie folgt.∑
n≥0

an
n!
zn +

∑
n≥0

bn
n!
zn =

∑
n≥0

an + bn
n!

zn

∑
n≥0

an
n!
zn ·

∑
n≥0

bn
n!
zn =

∑
n≥0

n∑
k=0

ak · bn−k
k! (n− k)! z

n

=
∑
n≥0

1
n!

( n∑
k=0

(
n
k

)
ak · bn−k

)
zn

( ∑
n≥0

an
n!
zn

)′
=

∑
n≥0

an+1

n!
zn

Können wir in einer Folge (an)n∈N die Absolutbeträge der Folgenglieder durch
|an| ∈ 2n log2 n+O(n) abschätzen, so gibt es ein r > 0 mit |an| ≤ (rn)n für fast
alle n. Damit konvergiert die Reihe

∑
n≥0

an
n! z

n absolut für alle z < 1/re (denn
nn
n! ≤ nen). Insbesondere hat die Reihe einen positiven Konvergenzradius und über
die Ableitungen sehen wir erneut, dass die entsprechende analytische Funktion alle
Koeffizienten an eindeutig bestimmt.

Wir betrachten einige einfache Beispiele. Für an = 1 ist ã(z) = exp(z) = ez die
Exponentialfunktion in der Reihendarstellung exp(z) = ∑

n≥0
zn
n! . Für an = n! ist

die exponentielle erzeugende Funktion ã(z) = 1
1−z die geometrische Reihe

∑
n≥0 zn.

Für n,m ∈ N sei I(n,m) die Anzahl der Injektionen einer n-elementigen Menge in
eine m-elementige Menge, also I(n,m) = mn = n!

(
m
n

)
. Wählen wir m fest und

betrachten an = I(n,m) als Folge in n, so ergibt sich die exponentielle erzeugende
Funktion als das Polynom

ã(z) =
∑
n≥0

I(m,n)
n!

zn =
∑
n

(
m
n

)
zn = (1+ z)m
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5.2.1 Stirling-Zahlen erster Art

Ein erstes nichttriviales Beispiel für eine exponentielle erzeugende Funktion liefert
die Folge der Zykelzahlen

[
n
1

]
= (n−1)!. Die gewöhnliche erzeugende Funktion kon-

vergiert nicht, aber die exponentielle erzeugende Funktion hat die Gestalt
∑
n≥0

1
n! ·[

n
1

]
zn =∑

n≥0
zn
n = − ln(1−z). Dies wiederum ist ein Spezialfall für die exponenti-

elle erzeugende Funktion der Stirling-Zahlen erster Art.Wegen
∑
k

[
n
k

]
= n! ist die zu-

gehörige summatorische exponentielle erzeugende Funktion gerade die schon eben
betrachtete geometrische Reihe. Interessant ist jedoch die exponentielle erzeugende
Funktion für die Folge

[
n
k

]
der Stirling-Zahlen erster Art, wenn k fest ist. Zunächst be-

obachten wir, dass diese Folge langsamer wächst als n!, aber nach der Abschätzung
(4.6) mindestens dasWachstum (n−k)! hat. Die zugehörige exponentielle erzeugen-
de Funktion hat also einen positiven Konvergenzradius, während die gewöhnliche
erzeugende Funktion für z > 0 nicht konvergiert.

Wir untersuchen jetzt für k ∈ N die Reihe
∑
n

1
n!

[
n
k

]
zn. Hierzu benutzen wir den

bereits bekannten allgemeinen Binomialsatz 4.11. Seien r , z ∈ C mit |z| < 1. Dann
gilt

(1+ z)r =
∑
n

(
r
n

)
zn =

∑
n

rn

n!
zn

Nach Korollar 4.29 wissen wir, dass rn = r(r − 1) · · · (r − n + 1) ein Polynom
in r vom Grad n mit den Koeffizienten s(n, k) = (−1)n−k

[
n
k

]
ist. Es gilt also rn =∑

k s(n, k)rk und hieraus folgt:

er ln(1+z) = (1+ z)r =
∑
k

(∑
n

s(n, k)
n!

zn
)
rk

Ein Koeffizientenvergleich für jedes feste z mit |z| < 1 zeigt nun:

∑
n

s(n, k)
n!

zn =
(

ln(1+ z))k
k!

Die letze Formel liefert also für jedes feste k die exponentielle erzeugende Funkti-
on für die Stirling-Zahlen der ersten Art mit Vorzeichen s(n, k). Gehen wir zurück zu[
n
k

]
= (−1)n−ks(n, k) und ersetzen z durch −z, so erhalten wir die exponentielle

erzeugende Funktion für die Stirling-Zahlen der ersten Art
[
n
k

]
:

∑
n≥0

1
n!

[
n
k

]
zn = (− ln(1− z))k

k!

Der Konvergenzradius dieser Reihen ist jeweils 1.
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5.2.2 Bell-Zahlen

Wir behandeln jetzt ein weiteres schönes Beispiel für eine exponentielle erzeugende
Funktion, nämlich die für die Bell-Zahlen Bn. Wir wissen schon aus den Ungleichun-
gen in (4.7), dass zwar Bn ∈ 2ω(n) aber auch Bn ≤ n! gilt; im Gegensatz zur ge-
wöhnlichen erzeugenden Funktion hat die exponentielle erzeugende Funktion also
mit Sicherheit einen positiven Konvergenzradius.

Sei b̃(z) = ∑
n≥0

Bn
n! z

n die exponentielle erzeugende Funktion für die Bell-Zah-
len Bn. Wir hatten gesehen, dass Bn+1 =

∑
k

(
n
k

)
Bk für alle n ∈ N gilt. Mit ez be-

zeichnen wir die übliche Exponentialfunktion zur Basis e, die etwa durch die Reihe
ez = ∑

n≥0
zn
n! definiert ist. Unter Benutzung der Rechenregeln von oben gilt damit

die Differentialgleichung:

b̃′(z) =
∑
n≥0

Bn+1

n!
zn =

∑
n≥0

(
1
n!

∑
k

(
n
k

)
Bk

)
zn

=
(∑
n

zn

n!

)
·
(∑
n

Bn
n!
zn

)
= b̃(z) · ez

Diesen Typ von Differentialgleichung wollen wir lösen. Die Funktion eez erfüllt die
Differentialgleichung. Seien nun b1(z) und b2(z) zwei Lösungen dieser Differenti-
algleichung mit b1(z) > 0 und b2(z) > 0 für alle 0 < z ∈ R. Dann gilt für die
logarithmischen Ableitungen (ln ◦ b1)′(z) = b′1(z)

b1(z) =
b′2(z)
b2(z) = ez. Also unterschei-

den sich b1(z) und b2(z) nur um einen konstanten Faktor, denn die Ableitung von
b1(z)/b2(z) ist Null. Damit gilt b̃(z) = ceez für ein c > 0. Wegen b̃(0) = 1 folgt
c = 1

e . Damit ergibt sich:
b̃(z) = eez − 1

Insbesondere sehen wir, dass die Reihe b̃(z) = ∑
n≥0

Bn
n! z

n überall konvergiert. Wir
erhalten einen neuen Beweis für die schon aus Satz 4.34 bekannte Dobiński-Formel:
Durch Reihenentwicklung gilt b̃(z) = eez−1 = 1

e
∑
k(

1
k!

∑
n
znkn
n! ) =

∑
n(

1
e
∑
k
kn
k! )

zn
n! .

Koeffizientenvergleich liefert die Dobiński-Formel

Bn = 1
e

∑
k≥0

kn

k!

Aufgaben

5.1. Sei Fn die n-te Fibonacci-Zahl. Zeigen Sie, dass die unendliche Summe
∑
n≥0

10−nFn gegen eine rationale Zahl konvergiert.

5.2. Gegeben seien c1, c2 ∈ Rmit c1 ≠ 0 ≠ c2 und c2
1 + 4c2 > 0. Wir setzen

λ1 = c1

2
+
√(c1

2

)2

+ c2 und λ2 = c1

2
−
√(c1

2

)2

+ c2
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Sei (an)n≥0 eine Folge, die rekursiv definiert ist durch a0 = 0, a1 = 1 und an =
c1an−1 + c2an−2 für n ≥ 2. Zeigen Sie:

(a) Die erzeugende Funktion a(z) der Folge (an)n≥0 ist a(z) = z
1−c1z−c2z2 .

(b) an = 1

2·
√
( c12 )2+c2

(λn1 − λn2 ).

5.3. Die Zahlen an sind induktiv definiert durch a0 = 2, a1 = 5 und an+2 =
5an+1 − 6an. Bestimmen Sie die erzeugende Funktion der Zahlen an, und zeigen
Sie an = 2n + 3n.

5.4. Wir definieren die Zahlenfolge (an)n≥0 durch a0 = 0, a1 = 1 und an =
3an−1 − 2an−2 + 2n−1 für n ≥ 2. Bestimmen Sie die erzeugende Funktion von
(an)n≥0, und zeigen Sie an = 1+ (n− 1)2n.

5.5. Sei Hn =
∑n
k=1 1/k die Folge der harmonischen Zahlen. Bestimmen Sie deren

erzeugende Funktion h(z).
Hinweis: Sie können − ln(1− z) =∑

n≥1 zn/n als bekannt voraussetzen.

5.6. Bestimmen Sie die erzeugende Funktion von (F2n)n≥0. Hierbei ist Fn die n-te
Fibonacci-Zahl.

5.7. Sei a0 = 1 und an =
∑n−1
i=0 (n− i)ai. Bestimmen Sie die erzeugende Funktion

von (an)n≥0.

5.8. Bestimmen Sie die exponentielle erzeugende Funktion der Rencontres-Zah-
len Rn.

5.9. Ein Automat über dem endlichen Alphabet Σ ist ein 4-TupelA = (Q,δ, q0, F)
mit einer endlichen ZustandsmengeQ, einem Startzustand q0 ∈ Q, einer Menge von
Endzuständen F ⊆ Q und einer Übergangsfunktion δ : Q × Σ → Q. Man kann die
Übergangsfunktion δ auf Sequenzen von Elementen aus Σ ausdehnen, indem man
δ(q, ε) = q und δ(q,wa) = δ(δ(q,w), a) setzt; hierbei ist ε die leere Sequenz
(das leere Wort), a ∈ Σ und w eine beliebige Sequenz. Die Menge aller endlichen
Sequenzen über Σ bezeichnen wir mit Σ∗. Die vonA akzeptierte Sprache ist L(A) =
{w ∈ Σ∗ | δ(q0,w) ∈ F}. Wir sind an der Frage interessiert, wie viele Wörter der
Länge n vonA akzeptiert werden.

(a) Für einen Zustand q sei Lq = {w ∈ Σ∗ | δ(q0,w) = q} die Menge der Wörter,
die nach q führen. Zeigen Sie: Es gilt Lq0 = {ε} ∪

⋃
δ(p,a)=q0

Lp ·a sowie Lq =⋃
δ(p,a)=q Lp · a für q ≠ q0.

(b) Sei aqn die Anzahl der Wörter der Länge n in Lq und sei aq(z) die erzeugen-
de Funktion von (aqn)n≥0. Dann gilt aq0(z) = 1 + ∑

δ(p,a)=q0
zap(z) sowie

aq(z) =∑
δ(p,a)=q zap(z) für q ≠ q0.

(c) Seibn die Anzahl derWört der Längen inL(A). Dann ist die erzeugende Funk-
tion von (bn)n≥0 gegeben durch

∑
q∈F aq(z).
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(d) Sei Σ = {a,b},Q = {q0, q1, q2}, F = {q0, q1} und δ gegeben durch

q c δ(q, c)

q0 a q1

q0 b q0

q1 a q2

q1 b q0

q2 a q2

q2 b q2

q0 q1 q2

a

b

a

b

a,b

Bestimmen Sie die erzeugenden Funktion für die Anzahl der Wörter der Län-
ge n in der von diesem Automaten akzeptierten Sprache. Wieviele Wörter der
Länge n akzeptiert der Automat?

Zusammenfassung

Begriffe

– gewöhnliche erzeugende Funktion
– analytische Funktion
– Konvergenzradius
– formale Potenzreihe
– Multimenge
– n in Summanden ausM, ZM(n)

– Partitionen Po(n)
– Partitionen Pd(n)
– Pentagonalzahl, Fünfeckzahl
– Partitionszahlen Ed(n)
– PartitionszahlenOd(n)
– exponentielle erzeugende Funktion

Methoden und Resultate

– Gewöhnliche erzeugende Funktionen: Zusammenhang zwischen asymptotischem
Wachstum und Konvergenzradius

– Rechnen mit formalen Potenzreihen
– Invertieren von formalen Potenzreihen
– Erzeugende Funktion der Fibonacci-Zahlen: f(z) = z

1−z−z2

– Lösen von einfachen Rekursionsgleichungen mittels erzeugender Funktionen
– Erzeugende Funktion der Catalan-Zahlen: c(z) = 1−√1−4z

2z

– Erzeugende Funktion der Stirling-Zahlen zweiter Art: Sk(z) =
∏

1≤i≤k
z

1−iz
– Erzeugende Funktion für Anzahl Multimengen über {1, . . . , k} mit Randbedin-

gungen Nj ⊆ N:
∏k
j=1(

∑
i∈Nj z

i)

– Erzeugende Funktion für die Anzahl der Multimengen über {1, . . . , k}: 1
(1−z)k

– Erzeugende Funktion für ZM(n):
∏
m∈M

1
1−zm
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116 Erzeugende Funktionen

– Erzeugende Funktion für P(n):
∏
m≥1

1
1−zm

– Erzeugende Funktion für P(n, k):
∏k
m=1

z
1−zm

– Erzeugende Funktion für Pd(n) und für Po(n):
∏
m≥1(1+ zm)

– Für n ≥ 32 gilt log2 Pd(n) ≥
√
n

– logP(n) ∈ Θ(√n)
– Pentagonalzahlensatz:

∏
m≥1(1− zm) =

∑
j∈Z(−1)jzf(j)

– Ed(n)−Od(n) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1 für n = f(j) und j ∈ Z gerade
−1 für n = f(j) und j ∈ Z ungerade

0 sonst, also falls n ≠ f(j) für alle j ∈ Z
– Rechenregeln für exponentielle erzeugende Funktionen
– ez =∑

n≥0
zn
n!

– Exponentielle erzeugende Funktion für
[
n
k

]
:
∑
n≥0

1
n!

[
n
k

]
zn = (− ln(1−z))k

k!

– Exponentielle erzeugende Funktion für Bell-Zahlen:
∑
n≥0

Bn
n! z

n = eez − 1
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6 Graphentheorie
Graphen dienen der Beschreibung und Veranschaulichung von Relationen zwischen
Objekten. Die Idee ist es, Objekte durch Punkte darzustellen und falls zwischen zwei
Objekten eine Verbindung besteht, eine Linie zwischen ihnen zu ziehen. Die Objek-
te bezeichnet man als Knoten und die Verbindungen zwischen ihnen als Kanten.
Manchmal benutzt man Beschriftungen, um die Art der Verbindung zu kennzeichnen
oder um die Objekte in Klassen einzuteilen. Durch Abstraktion kann man sehr viele
Zusammenhänge durch Graphen darstellen. Beispielsweise könnte man als Knoten
alle Städte und als Kanten das Straßennetz nehmen, d. h., wir zeichnen eine Kan-
te zwischen zwei Städten, falls diese durch eine Straße verbunden sind. Ein anderes
Beispiel ergibt sich mit Filmen und Schauspielern als Knotenmenge. Wir ziehen ei-
ne Kante zwischen einem Schauspieler x und einem Film y, falls x in y mitgewirkt
hat. Wir können auch die Spielstellungen eines Spiels als Knotenmenge auffassen;
eine Kante ziehen wir von einer Spielstellung x zu einer Spielstellung y, falls sich x
durch einen Zug nach y überführen lässt. Mit Graphen lassen sich die unterschied-
lichsten Sachverhalte modellieren. Allgemein lassen sich Relationen R ⊆ A × B als
Graph auffassen, indemmanA∪B als Knotenmenge wählt und eine Kante zwischen
x,y ∈ A∪B zieht, falls (x,y) ∈ R gilt. Diese Art der Darstellung hatmehrere Vortei-
le. Der erste ist, dass Graphen sich sehr gut „graphisch“ veranschaulichen lassen. Der
andere Vorteil ist, dass man zur Lösung von Problemen bereits existierende Resultate
und Verfahren aus der Graphentheorie heranziehen kann. Des Weiteren erlaubt die
Graphentheorie einheitliche Begriffsbildungen.

6.1 Grundbegriffe

Es existieren mehrere verschiedene Modelle für Graphen. Im allgemeinsten Fall be-
steht ein Graph G = (V , E, σ , τ) aus einer Menge von Knoten V (engl. vertex), einer
Menge von Kanten E (engl. edge) und zwei Abbildungen σ,τ : E → V . Die Abbil-
dung σ ordnet jeder Kante aus E einen Startknoten (engl. source) zu, und die Ab-
bildung τ gibt den Zielknoten (engl. target) an. Zwei Knoten, die durch eine Kante
verbunden sind, heißen adjazent (oder benachbart). Ein Knoten x und eine Kante e
sind inzident, wenn x Start- oder Zielknoten von e ist. Eine Kante e ∈ E lässt sich
graphisch durch einen Pfeil σ(e)−→τ(e) veranschaulichen. Dieses Modell erlaubt
mehrere Kanten zwischen zwei Knoten – sogenannte Mehrfachkanten. Zudem sind
auch Kanten von einem Knoten zu sich selbst möglich; solche Kanten nennt man
Schlingen.
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118 Graphentheorie

Mehrfachkanten Schlingen

Graphen ohne Schlingen und Mehrfachkanten bezeichnet man als einfach. In vielen
Anwendungen kannman Schlingen undMehrfachkanten durch Einführen von weite-
ren Knoten vermeiden. Eine Kantex−→y kannmanbeispielsweise durchx−→z−→y
ersetzen, wobei z ein neuer Knoten ist. Für einfache Graphen existieren auch einfa-
chere Beschreibungsmodelle. In den meisten Fällen sind die hier behandelten Gra-
phen einfach. Ein gerichteter Graph ist ein Paar (V , E), wobei V eine beliebige Men-
ge ist und E ⊆ V × V . Jedes Paar (x,y) ∈ E stellt eine Kante vom Knoten x zum
Knoten y dar. Hierbei istx der Startknoten undy der Zielknoten. Falls wir nicht zwi-
schen Startknoten und Zielknoten unterscheiden, erhalten wir ungerichtete Graphen.
Bei ungerichteten Graphen verbindet jede Kante zwei Knoten, ohne dabei zwischen
diesen beiden Knoten einen Unterschied zu machen. Als Modelle für ungerichtete
Graphen ergeben sich Paare (V , E)mit E ⊆

(
V
2

)
, d. h., die Kanten bestehen aus zwei-

elementigen Teilmengen {x,y} mit x,y ∈ V . Alternativ könnte man bei gerichte-
ten Graphen zusätzlich fordern, dass (x,y) ∈ E genau dann gilt, wenn (y, x) ∈ E
ist. Damit entsprechen Kanten bei ungerichteten Graphen einer symmetrischen Re-
lation. Sowohl bei gerichteten als auch bei ungerichteten Graphen benutzen wir die
Schreibweisexy ∈ E für Kanten. Hierbei ist zu beachten, dass bei ungerichteten Gra-
phen xy und yx dieselbe Kante beschreiben. Man kann jedem gerichteten Graphen
einen ungerichteten Graphen zuordnen, indemman die Orientierung der Kanten ver-
gisst. Umgekehrt kann man jeden ungerichteten Graphen orientieren, indemman für
jede ungerichtete Kante {x,y} eine Richtung festlegt: (x,y) oder (y, x). Die Orien-
tierung eines ungerichteten Graphen ist nicht eindeutig. Bei orientierten Graphen ist
höchstens eine der beiden Kanten (x,y) und (y, x) in E enthalten.

gerichteter Graph ungerichteter Graph orientierter Graph

Ein Graph ist endlich, falls er nur endlich viele Knoten besitzt. Wenn nicht anders
angegeben, meinen wir im Folgenden mit „Graph“ stets einen endlichen, ungerichte-
ten Graph ohne Schlingen und Mehrfachkanten. Bei „gerichteten Graphen“ meinen
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wir endliche gerichtete Graphen ohne Mehrfachkanten. Ein Teilgraph G′ = (V ′, E′)
des Graphen G = (V , E) ist ein Graph mit V ′ ⊆ V und E′ ⊆ E. Ein induzierter Teil-
graph G′ = (V ′, E′) des Graphen G = (V , E) ist ein Teilgraph, für den gilt E′ =(
V ′
2

)
∩ E; das heißt, in G′ sind alle Kanten aus G enthalten, welche Knoten aus V ′

verbinden. Ein induzierter Teilgraph ist bereits durch eine Teilmenge der Knoten ein-
deutig spezifiziert. Manchmal bezeichnet man induzierte Teilgraphen auch als Unter-
graphen.

ein GraphG ein Teilgraph vonG
ein induzierter
Teilgraph vonG

Wir behandeln im Rest dieses Abschnitts nur ungerichtete Graphen. Die meisten
Begriffsbildungen lassen sich aber leicht auf beliebige Graphen (wie zum Beispiel ge-
richtete Graphen mit Mehrfachkanten) übertragen. Sei G = (V , E) ein Graph. Eine
Folge von Knoten x0x1 · · ·xn ist ein Pfad (oder ein Weg), falls je zwei aufeinander
folgende Knoten durch eine Kante verbunden sind; das heißt, für alle 0 ≤ i < n
gilt xixi+1 ∈ E. Wir nennen n die Länge des Pfads; es ist die Anzahl der Kanten.
Ein Pfad x0 · · ·xn ist einfach, falls die Knoten x0, . . . , xn alle verschieden sind. Der
Knoten x0 ist der Startpunkt des Pfads und xn sein Endpunkt. Falls bei einem Pfad
der Länge n ≥ 3 der Startpunkt und der Endpunkt identisch sind, so sprechen wir
von einem Kreis. Ein Kreis x0 · · ·xn−1x0 ist einfach, falls die Knoten x0, . . . , xn−1

alle verschieden sind. Der folgende Graph wird Petersen-Graph (Julius Peter Christian
Petersen, 1839–1910) genannt.

a

b

c d

ef
g

h
i

j

Petersen-Graph

Ein Pfad der Länge 8 im Petersen-Graph ist z. B. abgjeafhc; ein einfacher Pfad der
Länge 9 ist abcdejhfig. Ein Kreis ist abgjhcba; und ein einfacher Kreis ist beispiels-
weise abcdejgifa.
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120 Graphentheorie

Ein GraphG heißt zusammenhängend, falls je zwei Knoten durch einen Pfad ver-
bunden sind. EineZusammenhangskomponente eines Graphen ist einemaximale Teil-
menge von Knoten, welche paarweise durch einen Pfad verbunden sind. Die Distanz
(oder derAbstand) zwischen zwei Knotenx undy ist die Länge eines kürzesten Pfads
mit Startpunktx und Endpunkty . Fallsx undy in verschiedenen Zusammenhangs-
komponenten liegen, ist ihr Abstand unendlich.

Häufig ist man nicht an der exakten Struktur eines Graphen interessiert, sondern
nur an seinem „Aussehen“. Die Namen der Knoten spielen in vielen Fällen eine unter-
geordnete Rolle. Dies führt auf den Begriff der Isomorphie. Zwei Graphen G = (V , E)
und G′ = (V ′, E′) sind isomorph, falls eine bijektive Abbildungϕ : V → V ′ existiert
mit

xy ∈ E � ϕ(x)ϕ(y) ∈ E′

Isomorphie von Graphen bedeutet also, dass die Graphen durch Umbenennung der
Knoten in einander überführt werden können. Die folgenden beiden Graphen über
der Knotenmenge {1,2,3,4,5,6} sind isomorph:

1

23

4

5 6

GraphG

1 2 3

4 5 6

GraphG′

Einmöglicher Isomorphismus vonG nachG′ ist gegeben durch 1 �→ 1, 2 �→ 4, 3 �→ 2,
4 �→ 5, 5 �→ 3 und 6 �→ 6. Ein nichttrivialer Isomorphismus von G auf sich selbst ist
die Drehung gegen den Uhrzeigersinn 1 �→ 2, 2 �→ 3, 3 �→ 4, 4 �→ 5, 5 �→ 6, 6 �→ 1. Die
Komposition dieser beiden IsomorphismenG → G undG → G′ liefert einen weiteren
IsomorphismusG → G′.
Beispiel 6.1. Sei V = {M1, . . . ,Mn} eine endliche Familie von Mengen Mi. Wir kön-
nen aus V einen Graph G = (V , E) konstruieren, indem wir für i ≠ j genau dann
eine Kante {Mi,Mj} zeichnen, wennMi ∩Mj ≠∅ gilt.

Umgekehrt lässt sich jeder Graph auf diese Weise darstellen: Sei G = (V , E) ein
beliebiger Graph mit V = {x1, . . . , xn}. Für 1 ≤ i ≤ n setzen wir Mi = {xi} ∪
{e ∈ E | xi ∈ e}. Nun definiert die Familie {M1, . . . ,Mn} einen zu G isomorphen
Graphen. ♦

Der komplementäre Graph von G = (V , E) ist G = (V , E) mit E =
(
V
2

)
\ E. Der

komplementäre GraphG vonG enthält also genau die Kanten, welcheG nicht hat.
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ein Graph komplementärer Graph

Ein Graph G heißt selbstkomplementär, falls G und sein komplementärer Graph G
isomorph sind. Im Folgenden geben wir einige Beispiele selbstkomplementärer Gra-
phen an:

K1 P4 C5 „Stier“ „Sonne“

Wir wollen nun die Namen einiger spezieller Graphen vereinbaren. Sei hierzu
Vn = {v1, . . . , vn} eine Menge mit n Elementen. Der vollständige Graph mit n Kno-
ten ist Kn = (Vn,

(
Vn
2

)
); das heißt, der Graph Kn enthält alle möglichen Kanten. Der

Graph Kn hat genau
(
n
2

)
= n(n−1)

2 viele Kanten. Dies ist die Maximalzahl an Kan-
ten, die ein ungerichteter Graph ohne Schlingen und Mehrfachkanten haben kann.
Insbesondere ist die Anzahl der Kanten jedes Graphen mitn Knoten inO(n2).

K1 K2 K3 K4 K5 K6

Der leere Graph mit n Knoten ist (Vn,∅). Er enthält keine Kanten und ist der kom-
plementäre Graph des Kn. Mit Pn bezeichnen wir den Graphen, der genau aus einem
einfachen Pfad der Länge n− 1 besteht, das heißt Pn = (Vn, {vi vi+1 | 1 ≤ i < n}).
Der Graph Pn enthält n− 1 Kanten.

P1 P2 P3 P4 P5

Der Graph Cn ist der einfache Kreis mit n Knoten. Man erhält den Graph Cn, in-
dem man bei einem Pn den ersten mit dem letzten Knoten verbindet; das heißt Cn =
(Vn, {vi vi+1 | 1 ≤ i < n}∪ {vn v1}). Fürn ≥ 3 besitzt der Graph Cn genau n Kan-
ten.
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122 Graphentheorie

C1 C2 C3 C4 C5 C6

Ein Graph G = (V , E) heißt bipartit, wenn V = A ∪ B mit A ∩ B = ∅ und E ⊆
{{a,b} | a ∈ A, b ∈ B} gilt. Dies bedeutet, wir können die Knoten in zwei Klas-
sen A und B einteilen, so dass jede Kante einen Endpunkt in A und den anderen
Endpunkt in B hat; das heißt, es gibt keine Kanten zwischen Knoten aus A und keine
Kanten zwischen Knoten aus B. Beispielsweise sind die Graphen Cn für n ≥ 2 genau
dann bipartit, wenn n gerade ist (dann kommen die geraden Knoten nach A und die
ungeraden Knoten nach B). Seien Am = {a1, . . . , am} und Bn = {b1, . . . , bn} dis-
junkte Mengen. Der vollständig bipartite Graph über Am und Bn ist Km,n = (Am ∪
Bn, {{a,b} | a ∈ Am, b ∈ Bn}). Der GraphKm,n besitzt genaumn viele Kanten.

· · ·
K1,n

· · ·

K2,n K3,3 K4,5

Die naheliegendste Maßzahl eines Knotens x ist die Anzahl der inzidenten Kan-
ten. Wir nennen dies den Knotengrad (oder kurz: den Grad) dx von x, d. h. dx =
|{e ∈ E | x ∈ e}| für einen Graphen (V , E) und seinen Knoten x ∈ V . Im vollstän-
digen Graph Kn haben alle Knoten den Grad n − 1; und beim Kreis Cn mit n ≥ 3

gilt dx = 2 für alle Knoten. Bei Pfaden Pn mit n ≥ 2 haben genau zwei Knoten (die
Endpunkte) den Grad 1, und alle übrigen Knoten haben den Grad 2. Eine erste Beob-
achtung zu Graden liefert Satz 6.2 für Graphen G = (V , E).
Satz 6.2 (Handschlaglemma). ∑

x∈V
dx = 2|E|

Beweis. Wir zählen die Anzahl der Kantenenden auf zwei verschiedene Weisen. Je-
de Kante verbindet zwei Knoten und besitzt deshalb zwei Enden. Dies entspricht der
rechten Seite. Andererseits lässt sich jedes Kantenende eindeutig einem Knoten zu-
ordnen; auf diese Weise werden die Kantenenden auf der linken Seite gezählt. Der
Name des Satzes ist dadurch motiviert, dass man sich eine Kante xy als das Hände-
schütteln von x und y vorstellt; um die Gleichung zu erhalten, zählt man auf zwei
verschiedene Arten, wie viele Hände geschüttelt werden (d. h. die Anzahl der Kanten-
enden).
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Die deutsche Sprache hilft, sich Satz 6.2 leicht zu merken: „Die Summe der Grade
ist gerade.“ Dies kann auch über die Knoten mit ungeradem Grad formuliert werden.

Korollar 6.3. Die Anzahl der Knoten mit ungeradem Grad ist gerade.

6.2 Eulerkreise und Hamiltonkreise

Als Euler in Königsberg war, wurde ihm die folgende Frage gestellt: Ist es möglich,
durch die Stadt zu gehen, jede der sieben Brücken über den Fluss Pregel genau ein-
mal zu überqueren, und am Ende wieder dort anzukommen, wo man gestartet ist;
siehe Abbildung 6.1. In der Sprache der Graphentheorie lässt sich dies wie folgt for-
mulieren: Besitzen die folgenden Graphen jeweils einen Kreis, der jede Kante genau
einmal verwendet?

Im rechten Graph vermeiden wir die Mehrfachkanten des linken durch zusätzliche
Knoten und Kanten. Euler zeigte 1736, dass solche Kreise nicht existieren. Dieses Er-
eignis wird häufig als die Geburtsstunde der Graphentheorie betrachtet. Einen Kreis
in einemGraphen nennt man Eulerkreis, wenn jede Kante genau einmal besucht wird.
Der Satz von Euler (Satz 6.4) liefert eine leicht zu überprüfende Charakterisierung der-
jenigen Graphen, die einen Eulerkreis besitzen.

Abb. 6.1. Königsberg (Ausschnitt eines Stichs von Joachim Bering, 1613).
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124 Graphentheorie

Satz 6.4 (Euler 1736). Ein zusammenhängender Graph hat genau dann einen Euler-
kreis, wenn alle Knoten einen geraden Grad haben.

Beweis. Wenn ein Graph einen Eulerkreis besitzt, dann hat ein Knoten x, der auf dem
Kreis k-mal vorkommt, den Grad dx = 2k.

Sei umgekehrt G = (V , E) ein Graph, bei dem jeder Knoten einen geraden Grad
hat. Sei P = v0 · · ·vn ein Pfad maximaler Länge, der jede Kante höchstens einmal
benutzt. Da der Grad von vn gerade ist, muss v0 = vn gelten (andernfalls könn-
te man P verlängern). Falls eine Kante existiert, welche bei P nicht verwendet wird,
dann gibt es auch eine Kante vix, die P nicht verwendet (da G zusammenhängend
ist). Nun ist aber vi · · ·vnv1 · · ·vix ein längerer Pfad als P , der jede Kante nur ein-
mal verwendet. Dies ist ein Widerspruch. Also ist P ein Eulerkreis.

Bemerkung 6.5. Ein Eulerkreis in einem gerichteten Graphen G = (V , E) mit E ⊆
V × V durchläuft alle gerichteten Kanten xy ∈ E von x nach y . Auch Schleifen xx
sind hier kein Problem. Der obige Beweis lässt sich leicht an gerichtete Graphen an-
passen. Die zu zeigende Aussage ist hier, dass ein zusammenhängender gerichteter
Graph genau dann einen Eulerkreis besitzt, wenn bei jedem Knoten x der Eingangs-
grad (d. h., die Anzahl der Kanten der Form yx) gleich dem Ausgangsgrad (d. h., die
Anzahl der Kanten der Form xy) ist. Die einzige Modifikation im Beweis von Satz 6.4
ist, dass man unterscheiden muss, ob eine Kante xvi oder eine Kante vix existiert;
erstere hängt man bei vi · · ·vnv1 · · ·vi vorne an und letztere hinten. ♦

Ein Eulerweg ist ein Pfad, der jede Kante eines Graphen genau einmal verwendet.
Jeder Eulerkreis ist auch ein Eulerweg, aber ein Eulerweg kann bei einem anderen
Knoten enden, als er beginnt. Aus Satz 6.4 lässt sich leicht herleiten, dass ein Graph
genau dann einen Eulerweg besitzt, wenn höchstens zwei Knoten einen ungeraden
Grad haben: Man zeichnet zwischen den beiden Knoten mit ungeradem Grad einen
Pfad der Länge 2 mit einem neuen Knoten in der Mitte ein (nach Korollar 6.3 kann es
nicht nur einen einzigen Knoten mit ungeradem Grad geben); in dem entstandenen
Graphen hat jeder Knoten einen geraden Grad und es lässt sich Satz 6.4 anwenden.
Wir sehen auch, dass jeder Eulerweg in diesem Fall bei einem Knoten mit ungeradem
Grad beginnt und bei dem anderen Knoten mit ungeradem Grad endet. Dies führt
sofort zu einer Lösung des Kinderrätsels Haus vom Nikolaus: Lässt sich das folgende
Bild zeichnen, ohne den Stift abzusetzen und ohne eine Linie mehrfach zu malen,
d. h., ein Strich für jede der 8 Silben des Satzes „Das ist das Haus vom Nikolaus“.
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Haus vom Nikolaus

Ein ganz ähnliches Konzept zum Eulerkreis ist der Hamiltonkreis (nach Sir Wil-
liam Rowan Hamilton, 1805–1865). Ein Hamiltonkreis ist ein Kreis v0 · · ·vn, der je-
den Knoten genau einmal besucht (wenn man Start und Ende v0 = vn nur einmal
zählt). Beispielsweise besitzt der vollständige Graph Kn für n ≥ 3 stets einen Ha-
miltonkreis. Der Petersengraph hingegen besitzt keinen Hamiltonkreis. EinHamilton-
kreis des Dodekaeders ist in der folgenden Zeichnung durch dickeKanten angedeutet:

Hamiltonkreis im Dodekaeder

Im Gegensatz zu Eulerkreisen ist für Hamiltonkreise kein einfaches Kriterium be-
kannt, mit dem man überprüfen kann, ob ein Graph einen Hamiltonkreis besitzt (ein
solches Kriteriumwürde das sogenannte P-NP-Problem lösen). Eine hinreichende Be-
dingung liefert der Satz von Ore (Satz 6.6, Øystein Ore, 1899–1968).

Satz 6.6 (Ore 1960). Wenn in einem Graph G = (V , E) mit |V | ≥ 3 je zwei nicht
benachbarte Knoten x,y die Bedingung dx + dy ≥ |V | erfüllen, dann besitztG einen
Hamiltonkreis.

Beweis. Angenommen es existiert ein Graph mit n ≥ 3 Knoten, welcher die Voraus-
setzung des Satzes erfüllt, aber keinen Hamiltonkreis hat. Sei G = (V , E) ein solcher
Graph mit n Knoten und mit einer maximalen Anzahl von Kanten. Sei xy �∈ E. Nach
Maximalität von E besitzt der Graph (V , E ∪ {xy}) einen Hamiltonkreis, und dieser
Kreis verwendet die Kante xy . Wenn wir die Kante xy weglassen, dann liefert dies
einen Pfad v1 · · ·vn in G von x = v1 nach y = vn, der jeden Knoten genau ein-
mal besucht. Sei X = {vi | vi+1x ∈ E} und Y = {vi | viy ∈ E}. Es gilt y �∈ X und
y �∈ Y , sowie |X| = dx und |Y | = dy . Mit dx +dy ≥ n folgt darausX ∩Y ≠∅. Sei
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vi ∈ X ∩ Y . Die Knotenfolge

v1 · · ·vivn · · ·vi+1v1

definiert einen Hamiltonkreis, denn es gilt vivn = viy ∈ E und vi+1v1 = vi+1x
∈ E. Dies ist ein Widerspruch. Also existiert kein GraphG, der die Voraussetzung des
Satzes erfüllt, aber keinen Hamiltonkreis besitzt.

6.3 Bäume

Ein Baum ist ein nichtleerer zusammenhängender Graph ohne einfache Kreise. Ein
Knoten eines Baums ist ein Blatt, falls er höchstens den Grad 1 hat; Knoten, die kei-
ne Blätter sind, nennt man innere Knoten. Das folgende Bild zeigt alle Bäume mit 5
Knoten.

Die drei Bäume mit 5 Knoten

In manchen Fällen zeichnet man einen Knoten eines Baums aus und nennt ihnWur-
zel. Man spricht auch von gewurzeltenBäumen. Die Idee ist, dass dieWurzel der Stelle
entspricht, an der der Baumbeginnt. Satz 6.7 fasst einige Eigenschaften von (nicht ge-
wurzelten) Bäumen zusammen:

Satz 6.7. SeiG = (V , E) ein nichtleerer Graph. Die folgenden Eigenschaften sind äqui-
valent:
(a) G ist ein Baum.
(b) Zwischen je zwei Knoten aus V gibt es genau einen einfachen Pfad in G.
(c) G ist zusammenhängend und |E| = |V | − 1.
(d) G ist zusammenhängend, aber durch Entfernen von jeder beliebigen Kante aus E

wird der Graph unzusammenhängend.

Beweis. (a) ⇒ (b): Angenommen, zwei Knoten x,y ∈ V sind durch zwei verschie-
dene Pfade xv1 · · ·vm−1y und xw1 · · ·wn−1y verbunden. Wir wählen die Kno-
ten x und y so, dassm+nminimal ist. Dann ist {v1, . . . , vm−1} ∩ {w1, . . . ,wn−1}
= ∅. Daher ist xv1 · · ·vm−1ywn−1 · · ·w1x ein einfacher Kreis. Dies ist ein Wider-
spruch, denn G ist ein Baum. Also folgt, dass zwischen je zwei Knoten höchstens ein
Pfad existiert. Da G zusammenhängend ist, existiert auch mindestens ein Pfad.

(b)⇒ (c): Für jeden Knoten gibt es genau eine ausgehende Kante, die zur Wurzel
führt; und jede Kante erfüllt diese Aufgabe für irgendeinen Knoten. Es gibt |V | − 1

Knoten, welche nicht die Wurzel sind. Dies ist nach der Vorüberlegung auch die An-
zahl der Kanten. Im Folgenden ist diese Idee genauer beschrieben.
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Wir wählen einen beliebigen Knoten r ∈ V zur Wurzel (engl. root) und ordnen
jedem Knoten x ∈ V \ {r} die erste Kante ex = xv1 ∈ E zu, die auf dem eindeuti-
gen Pfadxv1 · · ·vm−1r von x zur Wurzel liegt. Weiter definieren wir die Höhe h(x)
von x als die Länge des Pfads von x zu r , d. h. h(x) = m. Falls y ≠ x auf dem
Pfad von x zur Wurzel liegt, dann gilt h(y) < h(x). Angenommen, es gilt ex = ey
für Knoten x ≠ y . Seien p = xv1 · · ·vm−1r und q = yw1 · · ·wn−1r zwei ein-
fache Pfade in G. Dann gilt v1 = y und w1 = x. Es folgt h(x) < h(y) und
h(y) < h(x). Dies ist ein Widerspruch; also gilt ex ≠ ey für x ≠ y . Nun gilt für
EV = {ex ∈ E | x ∈ V \ {r}}, dass |EV | = |V \ {r}| = |V | − 1. Angenommen, es
existiert eine Kante xy ∈ E \ EV . Ohne Einschränkung sei h(y) ≤ h(x). Falls y auf
dem Pfad von x zur Wurzel liegt, dann folgt aus ex ≠ xy, dassh(y) ≤ h(x)−2 gilt.
In jedem Fall liefert deshalb der Pfadmit der Kante xy über den Knoteny einen neu-
en einfachen Pfad von x zur Wurzel, was ein Widerspruch zu (b) ist. Also gilt E = EV
und damit |E| = |V | − 1.

(c) ⇒ (d): Sei e ∈ E. Der Graph G′ = (V , E \ {e}) hat nur |V | − 2 Kanten, aber
|V | − 2 Kanten können höchstens |V | − 1 Knoten miteinander verbinden. Also istG′
unzusammenhängend.

(d)⇒ (a): WennG einen einfachen Kreis enthalten würde, dann könnten wir jede
beliebige Kante auf diesem Kreis entfernen, und der entstandene Graph wäre immer
noch zusammenhängend. Dies ist einWiderspruch zu (d). Also enthältG keine einfa-
chen Kreise.

Wenn wir mit einem beliebigen zusammenhängenden Graphen starten, können
wir nach Satz 6.7 (d) so lange Kanten entfernen, bis wir einen Baum erhalten. Deshalb
enthält jeder zusammenhängende Graph (mindestens) einen sogenannten Spann-
baum. Wir formulieren dies im Korollar 6.8.

Korollar 6.8. Jeder nichtleere zusammenhängende Graph G = (V , E) besitzt einen
Baum mit Knoten V als Teilgraph.

Insbesondere folgt aus Korollar 6.8, dass jeder zusammenhängende Graph mitn
Knoten mindestens n − 1 Kanten besitzt. Spannbäume sind ein einfaches, aber sehr
vielseitiges Hilfsmittel in der Graphentheorie. Wir betrachten hierzu das folgende
Beispiel: Sei G ein zusammenhängender Graph mit n Knoten. Ein Durchlauf eines
Spannbaums von G mittels Tiefensuche zeigt, dass G einen (nicht einfachen) Kreis
der Länge 2(n− 1) besitzt, welcher jeden Knoten mindestens einmal besucht.

Natürlich lässt sich das Konzept der Spannbäume auch auf nicht zusammenhän-
gende Graphen verallgemeinern, indem man die Zusammenhangskomponenten ein-
zeln betrachtet. Ein weiteres einfaches Korollar aus Satz 6.7 belegt die gewählten Be-
griffsbildungen.

Korollar 6.9. Jeder Baum besitzt Blätter.
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Beweis. Angenommen, jeder Knoten des Baums G = (V , E) hätte mindestens den
Grad 2. Aus Satz 6.2 folgt |E| ≥ |V |. Dies ist ein Widerspruch zu Satz 6.7 (c). Also
besitzt Gmindestens ein Blatt.

Tatsächlich folgt aus Korollar 6.9, dass jeder Baum mit mindestens zwei Knoten
auch mindestens zwei Blätter besitzt. Die Beweistechnik ist typisch: Man pflückt die
Blätter. Für zwei Knoten gilt die Behauptung. Bei einem Baummit mehr als zwei Kno-
ten können wir ein Blatt x entfernen („pflücken“). Dieses Blatt existiert nach Korol-
lar 6.9. Der entstandene Baum besitzt nach Induktionsvoraussetzung zwei Blätter y
und z. Da x nur mit einem Knoten verbunden war, ist y oder z auch ein Blatt im
ursprünglichen Baum. Zusammen mit x sind dies zwei Blätter. Für alle n ≥ 2 ist der
Pfad Pn ein Beispiel eines Baums mitn Knoten und genau zwei Blättern.

6.4 Die Cayley-Formel

Die Cayley-Formel (nach Arthur Cayley, 1821–1895) bestimmt die Anzahl der Spann-
bäume in einem vollständigen Graphen mit n Knoten. Dies ist etwas anderes, als die
Anzahl der Bäume mit n Knoten bis auf Isomorphie zu bestimmen. So gibt es nur
einen Baum mit drei Knoten, nämlich den Graph P3. Aber es gibt drei Spannbäume
mit der Knotenmenge {1,2,3}.

1 2

3

1 2

3

1 2

3

Wir betrachten den vollständigen Graphen Kn mit der Knotenmenge V = {1, . . . , n}.
Die Kantenmenge E besteht also aus der Menge

(
V
2

)
und hat

(
n
2

)
Kanten. Ein Spann-

baumbesteht ausn−1Kanten, damit gibt es
(
m
n−1

)
potentielle Kandidaten für Spann-

bäume, wobeim =
(
n
2

)
ist. Es ist klar, dass die Anzahl der Spannbäume viel geringer

ist. Die genaue Anzahl findet sich in dem folgenden Satz. Es gibt diverse Beweise für
diesen klassischen Satz der abzählenden Kombinatorik. Wir verwenden die Metho-
de, Bäumemittels Prüfer-Codesdarzustellen. Diese Codierungen sind nach Ernst Paul
Heinz Prüfer (1896–1934) benannt, mit deren Hilfe er 1918 einen sehr eleganten und
einfachen Beweis für Satz 6.10 gefunden hatte. Diesen Beweis stellen wir unten vor.

Satz 6.10 (Cayley-Formel). Sei n ≥ 2. Die Anzahl der Spannbäume in einem vollstän-
digen Graphen mit n Knoten ist nn−2.

Beweis. Sei Kn = (V , E) der vollständige Graph mit der n-elementigen Knotenmen-
ge V . Wir nehmen an, dass die Knoten in V linear angeordnet sind. Des Weiteren
sei (V , T) mit T ⊆ E ein Spannbaum von Kn. Wir codieren T durch eine Folge in
Vn−2. Fürn = 2 ist dies die leere Folge und dies entspricht dem einzigen Spannbaum
mit T = E in diesem Spezialfall. Sei jetzt n ≥ 3. Sei b1 ∈ V das kleinste Blatt von
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(V , T). Der wesentliche Trick ist, den Nachbarn p1 von b1 zu notieren und nicht das
Blatt b1 selbst. Es gilt also b1p1 ∈ T . Wir setzen V ′ = V \ {b1} und T ′ = T \ {b1p1}.
Dann ist (V ′, T ′) ein Spannbaum für einen vollständigen Graphen mitn− 1 Knoten.
Nach Induktion existiert eine Folge (p2, . . . , pn−2), die (V ′, T ′) codiert. Wir definie-
ren die Kodierung von (V , T) durch die Folge (p1, p2, . . . , pn−2) und nennen diese
Folge den Prüfer-Code von (V , T).

Mit Induktion erkennt man, dass {p1, . . . , pn−2} genau die Menge der inneren
Knoten von T ist. Insbesondere können einige der pi’s gleich sein. Daher können wir
nun aus der Folge (p1, . . . , pn−2) das Blattb1 herauslesen. Es ist das kleinste Element
in V \ {p1, . . . , pn−2}. Wir wissen damit b1p1 ∈ T . Induktiv können wir nun aus
{p2, . . . , pn−2} den Spannbaum T ′ mit Knotenmenge V ′ = V \ {b1} rekonstruieren.
Wir erhalten T = T ′∪{b1p1}. Die Zuordnung, die jedem T den Prüfer-Code zuordnet
ist also eine injektive Abbildung von der Menge aller Spannbäume von (V , E) in die
Menge Vn−2.

Es verbleibt noch zu zeigen, dass jede Folge (p1, . . . , pn−2) Prüfer-Code eines
Spannbaums ist. Sei b1 das kleinste Element in V \ {p1, . . . , pn−2}. Mit Induktion
ist die Restfolge (p2, . . . , pn−2) der Prüfer-Code eines Spannbaums T ′ von V ′ = V \
{b1}. Also ist (V ′, T ′) zusammenhängend und T ′ hat n− 2 Kanten. Setzen wir T =
T ′∪{b1p1}, so ist (V , T) zusammenhängend und T hatn−1 Kanten. Also ist (V , T)
ein Spannbaummit Prüfer-Code (p1, . . . , pn−2).

Das Verfahren, den Prüfer-Code eines Spannbaums (V , T) zu erzeugen, kann
wie folgt beschrieben werden. Üblicherweise startet man mit der Knotenmenge V =
{1, . . . , n}. Dannwird das kleinste Blatt gepflückt und seinNachbarnotiert. Nun fährt
man mit dem kleineren Baum fort, bis nur noch zwei Knoten übrig bleiben. Der Ab-
bruch passiert also genau dann, wenn der Baum keine inneren Knoten mehr hat. Es
werden nur innere Knoten aus T notiert. Umgekehrt kannman den Baum zu einem so
gebildeten Prüfer-Code (p1, . . . , pn−2) dadurch rekonstruieren, dass man zunächst
V = {1, . . . , n} setzt (n ist die Länge der Folge plus zwei). Nun findet man heraus,
welches Blatt zuerst gepflückt wurde. Es ist der kleinste Knoten inV \{p1, . . . , pn−2}.
Manweiß, dass der verbleibende Baumüber der Knotenmenge V ′ = V \{b1} gebildet
wurde, und sein Prüfer-Code ist (p2, . . . , pn−2). Induktiv kannman daraus den Baum
(V ′, T ′) ermitteln, und zusammen mit dem Knoten b1 und der Kante b1p1 ist der so
konstruierte Graph genau der gesuchte Baum zum Prüfer-Code (p1, . . . , pn−2). Die
Rekursion bricht ab, sobald n = 2 gilt und der Prüfer-Code leer ist. Dann ist der zu
bildende Baum eindeutig durch die beiden Knoten aus der Knotenmenge bestimmt.
Das folgende Diagramm gibt ein Beispiel an.
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3

6 5

2

4 8

7
1

Baum mit Prüfer-Code (2,7,7,1,7,1)

Bäume sind sicherlich diejenige Graphenklasse, welche am häufigsten anzutref-
fen ist, sei es als Binärbäume (Maximalgrad 3, Wurzel hat Maximalgrad 2), als Wahr-
scheinlichkeitsbäume, als Suchbäume für geordnete Mengen, oder, wie in Abschnitt
4.9.2, zur Darstellung von korrekt geklammerten Ausdrücken, wieman sie etwa in der
Struktur von XML-Dokumenten (Extensible Markup Language) vorfindet.

6.5 Der Heiratssatz

Seien A und B disjunkt, und sei G = (A ∪ B,E) ein bipartiter Graph; das heißt, jede
Kante in E verbindet einen Knoten aus A mit einem Knoten aus B. Eine Teilmenge
M ⊆ E ist ein Matching, falls keine zwei Kanten in M einen gemeinsamen Knoten
haben. Wir sagen, M ist ein perfektes Matching für A, wenn jeder Knoten aus A auf
einer Kante ausM liegt.

a

b

c

d

1

2

3

4

bipartiter Graph

a

b

c

d

1

2

3

4

Matching

a

b

c

d

1

2

3

4

perfektes Matching

Der Heiratssatz gibt eine Bedingung dafür an, wann genau ein perfektes Matching
für A existiert. Sei hierzu

NG(a) = {b ∈ B | ab ∈ E}

die Menge der Nachbarn von a ∈ A im Graphen G. Diese Notation lässt sich durch
NG(X) =

⋃
a∈X NG(a) auf Teilmengen X ⊆ A erweitern. Die Heiratsbedingung sagt,

dass |NG(X)| ≥ |X| für alle Teilmengen X ⊆ A gilt. Wenn |B| < |A| ist, dann kann
kein perfektes Matching existieren. Ebenso muss die Heiratsbedingung gelten, wenn
ein perfektes Matching existiert. Der Heiratssatz sagt nun, dass auch die Umkehrung
gilt: Wenn die Heiratsbedingung gilt, dann existiert ein perfektes Matching für A.

In dieser Form wurde der Heiratssatz 1935 von Philip Hall (1904–1982) bewiesen.
In einer leicht anderen Formulierung wurde er bereits 1931 in zwei unabhängigen Ar-
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beiten von Kőnig (Dénes Kőnig, 1884–1944) und Egerváry (Jenő Egerváry, 1891–1958)
gezeigt. Noch etwas früher, bereits 1929, wurde der Satz von Menger bewiesen; und
der Heiratssatz lässt sich leicht aus dem Satz von Menger herleiten. Dennoch ist es
inzwischen üblich, Hall den Heiratssatz zuzuschreiben.

Namensgeber für den Heiratssatz ist die folgende Situation:Man kann sichA (wie
Alice) als eine Menge von Frauen und B (wie Bob) als eine Menge von Männern vor-
stellen. Eine Kante zwischen Frau und Mann existiert, wenn eine Heirat möglich ist.
Ein perfektes Matching bedeutet, dass es möglich ist, alle Personen aus der GruppeA
(in diesem Fall die Frauen) zu verheiraten, ohne dass dabei ein Mannmit zwei Frauen
verheiratet wird.

Satz 6.11 (Heiratssatz). Sei G = (A ∪ B,E) ein bipartiter Graph. Es gibt genau dann
ein perfektes Matching fürA, wenn |NG(X)| ≥ |X| für alle X ⊆ A gilt.

Beweis. SeiM ein perfektes Matching, dann erfüllt der Graph (A∪ B,M) die Heirats-
bedingung. Also erfüllt auchG die Heiratsbedingung.

Sei jetzt umgekehrt G ein Graph, der die Heiratsbedingung erfüllt. Falls für jede
echte Teilmenge ∅ ≠ X ⊊ A die Abschätzung |NG(X)| > |X| gilt, dann können
wir eine beliebige Kante e aus G entfernen. Der verbleibende Graph erfüllt immer
noch die Heiratsbedingung und besitzt deshalb mit Induktion nach der Kantenzahl
ein perfektes Matching. Dieses ist auch ein perfektes Matching von G.

Wenn der obige Fall nicht eintritt, dann existiert eine nichtleere MengeX ⊊ Amit
|NG(X)| = |X|. Sei G1 der von X ∪NG(X) induzierte Untergraph von G, und sei G2

der von den verbliebenen Knoten (außerhalb vonX∪NG(X)) induzierte Untergraph.
Der Graph G1 erfüllt die Heiratsbedingung, da NG1(X′) = NG(X′) für alle X′ ⊆ X
gilt. Wir müssen noch zeigen, dass G2 die Heiratsbedingung erfüllt. Mit Induktion
besitzen dann sowohl G1 als auchG2 perfekte Matchings, und deren Vereinigung ist
ein perfektes Matching von A. Sei G2 = (A′ ∪ B′, E′) mit A′ ⊆ A und B′ ⊆ B. Für
X′ ⊆ A′ gilt

|NG2(X′)| + |NG(X)| ≥ |NG(X′ ∪X)| ≥ |X′ ∪ X| = |X′| + |X|

und damit |NG2(X′)| ≥ |X′|. Also erfüllt G2 die Heiratsbedingung.

Eine häufige Anwendung des Heiratssatzes 6.11 ist mit |A| = |B|. Dann ist je-
des perfekte Matching von A im bipartiten Graph G = (A ∪ B,E) auch ein perfektes
Matching von B.

6.6 Stabile Heirat

Der Nobelpreis für Wirtschaftswissenschaften, genauer der Preis der Reichsbank
Schwedens für die ökonomische Wissenschaft zum Andenken an Alfred Nobel, wurde
2012 an Alvin Elliot Roth (geb. 1951) und Lloyd Stowell Shapley (geb. 1923) verliehen.
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Damit wurde ihr Beitrag zur Theorie stabiler Zuordnungen und zur Gestaltung be-
stimmter Märkte gewürdigt. Zentral ist dabei der Gale-Shapley-Algorithmus, der be-
reits 50 Jahre vorher von David Gale (1921–2008) und Shapley entwickelt wurde. Die
später durchgeführten empirischen Arbeiten von Roth belegten dann die Bedeutung
der Stabilität bei realen Bedingungen.

Wir wollen den zugrunde liegenden Algorithmus von Gale und Shapley in die-
sem Abschnitt vorstellen. Es seien A und B Mengen von je n Personen. Ohne Ein-
schränkung seienA die Frauen und B die Männer. Jede Person hat eine Präferenzliste
der Personen vom anderen Geschlecht. Für a ∈ A können wir uns die Präferenz-
liste Pa als eine lineare Ordnung ba(1) > · · · > ba(n) mit B = {ba(1), . . . , ba(n)}
vorstellen. Wenn ba(i) in der Ordnung vor ba(j) steht, so bevorzugt a den Mann ba(i)
vor ba(j). Analog verfügt jeder Mann b ∈ B über eine Präferenzliste Pb. Eine Heirat
(oder das Matching M ⊆ A × B) ist stabil, wenn alle Frauen verheiratet sind und es
zu keinen Scheidungen kommt. Es kommt zu einer Scheidung, wenn es zwei Paare
(a, b′), (a′, b) gibt mit Pa(b) > Pa(b′) und Pb(a) > Pb(a′). Dann lassen sich näm-
lich a und b von ihren Partnern scheiden und bilden ein neues Paar (a, b). Wenn
sich anschließend a′ und b′ zusammentun, sind wieder alle verheiratet. Die Zufrie-
denheit von a und b ist gestiegen, während die von a′ und b′ gesunken sein kann.

Die Situation von zwei Paaren ist leicht zu analysieren. Es gibt also zwei Frauen
a,a′ und zwei Männer b,b′. Betrachten wir zunächst den Fall bei dem es ein Paar
gibt, welches sich wechselseitig die höchste Präferenz gibt. Ohne Einschränkung ist
dies das Paar (a, b). Es gilt also Pa(b) > Pa(b′) und Pb(a) > Pb(a′). Dann ist
(a, b), (a′, b′) stabil, und es ist die einzige stabile Heirat. Wenn kein solches Paar
existiert, so überkreuzen sich die Präferenzen jeweils. Sagen wir a hat als Favorit b,
aber b favorisiert a′, die nun b′ bevorzugt, für den schließlich die Frau a die höhere
Präferenz hat. Wir erhalten eine kreisförmige Anordnung der höchsten Präferenzen.

a

a′

b

b′

In diesem Fall sind beide möglichen Paarbildungen stabil; sie unterscheiden sich da-
durch, dass entweder die beiden Männer oder die beiden Frauen ihre Favoriten hei-
raten. Immerhin ist auch in komplizierteren Situationen eine stabile Heirat möglich,
allerdings nur unter der Bevorzugung einer Partei.

Im Allgemeinen stellt sich keine stabile Heirat ein, wenn Paare in einer zufälligen
Reihenfolge aufeinander treffen und sich bei entsprechenden Präferenzen von ihrem
aktuellen Partner trennen und neu heiraten. In der vorherigen Situation könnten zu-
erst (a,b) verheiratet sein, dann (a′, b), dann (a′, b′), dann (a, b′) und schließlich
wieder (a, b). Die übrigen beiden Personen sind hier jeweils unverheiratet. In unserer
Betrachtung einer stabilen Heirat gibt es keine unverheirateten Personen, also fügen
wir eine zusätzliche Frau a0 und einen zusätzlichen Mann b0 hinzu, welche jeweils
die niedrigste Präferenz bei den bisherigen Männern und Frauen haben. Personen
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welche im obigen Beispiel unverheiratet sind, werden nunmita0 oder b0 verheiratet.
Dadurch liefert das obige Beispiel eine unendliche Folge von nichtstabilen Heiraten,
bei denen jeweils alle Personen verheiratet sind. Ein Durchlauf ist im folgenden Bild
veranschaulicht; die gestrichelte Kante widerspricht jeweils der Stabilität. Nach nur
vier Neuorientierungen der Paare sind wir wieder in der Ausgangssituation.

a

a′

a0

b

b′

b0

a

a′

a0

b

b′

b0

a

a′

a0

b

b′

b0

a

a′

a0

b

b′

b0

a

a′

a0

b

b′

b0

Beim Berechnen einer stabilen Heirat ist es üblich, verloben und heiraten von
einander abzugrenzen, um keine Paare scheiden zu müssen. Verlobenmeint das vor-
läufige Auswählen eines Partners, während heiraten endgültig ist. Der Gale-Shapley-
Algorithmus berechnet wie folgt eine Heirat.
(1) Zu Anfang ist niemand verlobt oder verheiratet.
(2) Solange noch ein unverlobter Mann b ∈ B existiert, macht b derjenigen Dame

a ∈ A einen Antrag, die er noch nicht vorher gefragt hatte und die für ihn unter
diesen Frauen die höchste Präferenz hat.
Die Frau a nimmt den Antrag an und verlobt sich mit b, wenn sie noch keinen
Partner hat, oder sie den Antragsteller b ihrem derzeitigen Verlobten vorzieht.
Gegebenenfalls wird dabei eine Verlobung gelöst, um eine andere einzugehen.

(3) Sind alle Männer verlobt, so heiratet jeder seine Verlobte.

Jeden Durchlauf von Schritt (2) bezeichnen wir im Folgenden als Runde.

Satz 6.12 (Gale, Shapley 1962). Der Gale-Shapley-Algorithmus berechnet inmaximaln2

Runden eine stabile Heirat.

Beweis. Verlobte Frauen bleiben in jeder Runde verlobt. Eine Frau verlobt sich nur
dann neu, wenn sie sich verbessert. Insbesondere verlobt sich jede Frau maximal n-
mal. Spätestens nachn2 Runden hat jede Frau einenAntrag erhalten, und alle Frauen
(und damit auch alle Männer) sind verlobt.

Angenommen, die vom Gale-Shapley-Algorithmus berechnete Heirat wäre insta-
bil, das heißt, es gibt zwei verheiratete Paare (a,b′) und (a′, b)mit Pa(b) > Pa(b′)
und Pb(a) > Pb(a′). Dann hatte jedoch a vor der Verlobung von b mit a′ entwe-
der einen Antrag von b abgelehnt oder ihn verlassen. Der Grund hierfür war eine
Verlobung mit einem Mann b′′ mit Pa(b′′) > Pa(b). Da sich Frauen im Verlauf
des Verfahrens nur verbessern, gilt Pa(b′) ≥ Pa(b′′). Dies ist ein Widerspruch zu
Pa(b) > Pa(b′).

Insbesondere existiert stets eine stabile Heirat. Die vom Gale-Shapley-Algorith-
mus berechnete Heirat lässt sich noch etwas genauer beschreiben.
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Bemerkung 6.13. Der Gale-Shapley-Algorithmus ist für die Männer optimal. Sie er-
halten jeweils diejenige Partnerin, welche die höchste Präferenz unter allen Frauen
hat, mit denen überhaupt eine stabile Paarbildung möglich ist.

Hierzu genügt es zu zeigen, dass ein Paar (a, b′) ∈ A× B in keiner stabilen Hei-
rat realisierbar ist, wenn die Frau a im Gale-Shapley-Verfahren einen Antrag von b′
abgelehnt oder b′ verlässt. Mit Widerspruch betrachten wir den ersten Zeitpunkt t,
zu dem eine Frau a einen Mann b′ ablehnt oder verlässt, obwohl eine stabile Hei-
rat M mit (a, b′) ∈ M existiert. Der Grund ist in beiden Fällen ein Mann b mit
Pa(b) > Pa(b′). Es gilt (a′, b) ∈ M für eine Frau a′ ≠ a. Wäre Pb(a) < Pb(a′),
dann hätte b von a′ bereits vor t eine Absage erhalten oder wäre von a′ verlassen
worden. Dies ist nachWahl von (a, b′) nicht möglich. Also gilt Pb(a) > Pb(a′). Tref-
fen nun (a, b′) und (a′, b) aufeinander, so verlassena und b ihre Partner und bilden
ein neues Paar (a, b). Damit istM nicht stabil, ein Widerspruch. ♦

Aufgrund der Bemerkung 6.13 kommt es im Gale-Shapley-Verfahren nicht auf die
Reihenfolge der Anträge an. Die Männer können sich sogar Zeit lassen. Dies ändert
sich, wenn Frauen ihre Präferenzen nur partiell geordnet haben. Dann ist es wichtig,
wer zuerst den Antrag stellt. Frauen werden insoweit benachteiligt, als dass sie die
Partner niedrigster Präferenz bekommen, mit denen eine stabile Heirat möglich ist;
siehe Aufgabe 6.16.

6.7 Der Satz von Menger

Der Satz von Menger (Karl Menger, 1902–1985) stellt einen Zusammenhang her zwi-
schen einem Parameter, der maximiert wird, und einem Parameter, der minimiert
wird. Derartige Aussagen sind typisch für die Graphentheorie. Genauer geht es bei
dem einen Parameter um dieminimale Anzahl von Knoten, dieman braucht, um zwei
(nicht notwendigerweise disjunkte) Knotenmengen A und B in einem gegebenen Gra-
phen G zu trennen. Der andere Parameter ist die maximale Anzahl von disjunkten
Pfaden inG vonA nach B. Der Satz von Menger besagt, dass diese beiden Parameter
übereinstimmen.

Sei G = (V , E) ein gerichteter oder ein ungerichteter Graph und A, B ⊆ V . Ein
AB-Pfad ist ein Pfad x0 · · ·xn mit x0 ∈ A und xn ∈ B; des Weiteren gilt für die
inneren Knoten x1, . . . , xn−1, dass {x1, . . . , xn−1} ∩ (A ∪ B) = ∅. Bei einem AB-
Pfad ist x0 = xn ∈ A ∩ B möglich. Ein AB-Separator ist eine Teilmenge C ⊆ V , so
dass jeder AB-Pfad einen Knoten auf C hat. Zwei Pfade sind disjunkt, wenn sie keine
gemeinsamen Knoten besitzen.

Satz 6.14 (Menger 1929; gerichtete Graphen, disjunkte Pfade). Sei G = (V , E) ein
gerichteter Graph und A, B ⊆ V . Dann ist die Größe k eines kleinsten AB-Separators
gleich der maximalen Anzahl von paarweise disjunktenAB-Pfaden.
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Beweis. WennC einAB-Separator ist, dann gibt es höchstens |C| disjunkteAB-Pfade.
Es verbleibt zu zeigen, dass k disjunkte AB-Pfade existieren. Wenn E = ∅ gilt, dann
ist |A∩ B| = k und die Knoten inA∩B bilden k disjunkte AB-Pfade der Länge 0. Sei
jetzt e = xy eine gerichtete Kante in E. Wir entfernen die Kante e und erhalten den
GraphG′ = (V , E \{e}). Wenn der kleinsteAB-Separator inG′ die Größe k hat, dann
erhalten wir mit Induktion k disjunkteAB-Pfade inG′. Diese sind auch disjunkt inG.

Sei also C einAB-Separator inG′ mit |C| ≤ k− 1. Sowohl S = C ∪ {x} als auch
T = C ∪ {y} sind AB-Separatoren in G. Es folgt |S| = k = |T |. Sowohl jeder AS-
Separator inG′ als auch jeder TB-Separator inG′ ist einAB-Separator inG; dies ver-
wendet die Orientierung der Kante e von x nachy . Mit Induktion existieren sowohl k
disjunkte AS-Pfade P in G′ als auch k disjunkte TB-PfadeQ in G′. Die Pfade aus P
und die Pfade aus Q schneiden sich nur in C, denn sonst gäbe es einen AB-Pfad,
der C gar nicht schneidet. In jedem Knoten aus S endet ein AS-Pfad aus P und in je-
dem Knoten aus T beginnt ein TB-Pfad ausQ. Wir können damit die Pfade ausP und
ausQ aneinander hängen und erhalten k disjunkte AB-Pfade in G; den Pfad nach x
setzen wir hierbei mit dem Pfad aby fort; dies ist möglich, da xy ∈ E ist.

Der obige Beweis von Satz 6.14 erschien im Jahre 2000 in einer Arbeit von Frank
Göring [21].

Satz 6.15 (Menger 1929; ungerichtete Graphen, disjunkte Pfade). Sei G = (V , E) ein
Graph und A, B ⊆ V . Dann ist die Größe eines kleinsten AB-Separators gleich der ma-
ximalen Anzahl von paarweise disjunktenAB-Pfaden.

Beweis. Dies folgt aus der gerichteten Version des Satzes von Menger 6.14, wenn wir
anstelle einer ungerichteten Kante {x,y} die beiden Orientierungen (x,y) und
(y, x) aufnehmen.

Den Heiratssatz 6.11 kann man als ein Korollar des Satzes von Menger erhalten:
Die Heiratsbedingung besagt, dass A ein minimaler AB-Separator ist, und der Satz
von Menger liefert nun das perfekte Matching als disjunkte AB-Pfade der Länge 1.

6.8 Maximale Flüsse

Bevor wir Flüsse einführen, betrachtenwir eine Variante von Satz 6.14, welche diema-
ximale Anzahl von kantendisjunkten Pfaden zwischen zwei Knoten charakterisiert.
Hierzu benötigen wir noch ein paar Begriffsbildungen. In der folgenden Variante des
Satzes von Menger erlauben wir Mehrfachkanten. Daher betrachten wir Kantenzüge
anstelle von Pfaden. Sei G = (V , E, σ , τ) ein Graph, so dass σ(e) der Startknoten
der Kante e ∈ E und τ(e) ihr Endknoten ist. Ein Kantenzug ist eine Folge von Kanten
π = e1 · · · en mit τ(ei) = σ(ei+1) für alle 1 ≤ i < n. Wir sagen, π ist ein st-
Kantenzug, wenn σ(e1) = s und τ(en) = t gilt. Der Kantenzug π definiert den Pfad
σ(e1) · · ·σ(en)τ(en). Zwei Kantenzüge π1 = e1 · · · em und π2 = f1 · · ·fn sind
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disjunkt, falls ei ≠ fj für alle i, j gilt. Seien s, t ∈ V zwei verschiedene Knoten von
G = (V , E,σ , τ). Ein st-Schnitt ist ein Paar (A, B)mit s ∈ A ⊆ V und t ∈ B = V \A.
Ein st-Schnitt (A, B) zerschneidet also V in zwei nichtleere disjunkte Teile, und jeder
Kantenzug von s nach t muss A verlassen und B betreten. Das Gewicht von (A, B)
ist die Anzahl der Kanten e ∈ E mit σ(e) ∈ A und τ(e) ∈ B. Dies sind genau jene
Kanten, die einen Übergang von A nach B ermöglichen.

Satz 6.16 (Menger 1929; gerichtete Graphen, disjunkte Kantenzüge). Sei G = (V , E,
σ , τ) ein gerichteter Graph, bei dem Mehrfachkanten erlaubt sind, und seien s, t ∈
V mit s ≠ t. Dann ist das minimale Gewicht eines st-Schnitts gleich der maximalen
Anzahl von disjunkten st-Kantenzügen.

Beweis. Wir verwenden eine Konstruktion, die Kantengraph (oder auch Liniengraph)
genannt wird. Der Kantengraph L(G) von G hat die Knotenmenge E und die Kanten-
menge

F = {(e, f) ∈ E × E | τ(e) = σ(f)}
d. h., die Kanten des ursprünglichen GraphenG sind die Knoten des Kantengraphen,
und es wird eine Kante von e nach f gezeichnet, wenn der Zielknoten von e gleich
dem Startknoten von f ist. Man beachte, dass der Kantengraph L(G) niemals Mehr-
fachkanten besitzt. Jeder Pfad e1 · · · em in L(G) übersetzt sich deshalb in einen Kan-
tenzug e1 · · · em inG und umgekehrt.

e1

e2

e3 e4 e5

e6

e7

gerichteter GraphG

e1e2 e3

e4

e5

e6
e7

dazugehöriger Kantengraph L(G)

Die Aussage des Satzes folgt nun, wennwir die gerichtete Version des Satzes vonMen-
ger 6.14 auf den Kantengraphen L(G)mitA = {e |σ(e) = s} und B = {f |τ(f) = t}
anwenden.

6.8.1 Der Satz von Ford und Fulkerson

Wir wollen uns nun mit einer quantitativen Version des vorigen Satzes befassen, dem
sogenannten Max-Flow-Min-Cut-Theorem. Ein Beweis davon wurde zuerst in einem
technischen Bericht von 1954 von Ford und Fulkerson (Lester Randolph Ford junior,
geb. 1927, und Delbert Ray Fulkerson, 1924–1976) veröffentlicht [19]. Parallel zu des-
sen Zeitschriftenpublikation [20] im Jahr 1956 haben Peter Elias (1923–2001), Amiel
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Feinstein (geb. 1930) und Claude Elwood Shannon (1916–2001) einen weiteren Be-
weis gefunden [17]. Die Formulierung des Max-Flow-Min-Cut-Theorems führt uns in
die Welt der Netzwerke und Flüsse und bedarf einiger Vorbereitung.

Ein Flussnetzwerk besteht aus einer endlichen Knotenmenge V mit zwei ausge-
zeichneten Knoten, einem Startknoten s (source) und einem Zielknoten t (target) so-
wie einer Kapazitätsfunktion c : V × V → R≥0 in die nicht negativen reellen Zahlen.
Die Kapazitätsfunktion definiert einen gewichteten gerichteten Graphen, wobei wir
nur die Kantenmit positiver Kapazität zeichnen.Wir können uns jede Kante (x,y) als
ein Rohr- oder Leitungsstück mit der Kapazität c(x,y) vorstellen. Entsprechend ist
ein Flussnetzwerk (V , c, s, t) ein System von Rohren oder Leitungen mit einer Quel-
le s und einem Ziel t. Ein typisches Problem der kombinatorischen Optimierung ist
es, einenmaximalen Fluss von der Quelle zum Ziel zu berechnen, der die Kapazitäten
einhält. Formal ist ein Fluss eine Abbildung f : V × V → R, die den drei folgenden
Bedingungen genügt:
– (Schiefsymmetrie) Für alle x,y ∈ V gilt f(x, y) = −f(y,x).
– (Flusserhaltung) Für alle u ∈ V mit s ≠ u ≠ t gilt

∑
v∈V f(u, v) = 0.

– (Kapazitätsbedingung) Für alle x,y ∈ V gilt f(x, y) ≤ c(x,y).
Die Schiefsymmetrie können wir uns so vorstellen, dass ein positiver Fluss von x
nach y das Gleiche ist wie ein negativer Fluss von y nach x. Es folgt f(x, x) = 0

und damit ist es keine Einschränkung c(x, x) = 0 für alle Knoten x zu fordern.
Flussnetzwerke haben also keine Schlingen. Die Flusserhaltung besagt, dass bei in-
neren Knoten genau so viel hineinfließt, wie auchwieder herauskommt. Bei der Quel-
le und dem Ziel braucht dies nicht zu gelten. Wir messen denWert ‖f‖ eines Flusses
f : V × V → R an der Quelle durch

‖f‖ =
∑
y∈V

f(s, y)

Wie bei Flussnetzwerken zeichnen wir auch bei Flüssen nur Kanten xy mit einem
positiven Wert f(x, y) ein.

8

7

1

6

5

9

2

4 3
10

s t

Flussnetzwerk

4

7

1

3

9

2

1
9

s t

Fluss mit Wert 11

Die Definition des Wertes ‖f‖ berücksichtigt die Quelle und nicht das Ziel. Das
nächste Lemma zeigt uns, dass man einen identischenWert auch beim Ziel vorfindet.
Etwas allgemeiner betrachten wir dabei beliebige st-Schnitte. Wie bei Graphen ist
ein st-Schnitt (A, B) eines Flussnetzwerks (V , c, s, t) durch die Bedingungen s ∈
A ⊆ V und t ∈ B = V \A charakterisiert ist.
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Lemma 6.17. Sei f : V × V → R ein Fluss und (A, B) ein st-Schnitt. Dann gilt

‖f‖ =
∑

x∈A, y∈B
f(x, y)

Insbesondere ist ‖f‖ =∑
y∈V f(s, y) =

∑
x∈V f(x, t).

Beweis. Wir zeigen die Aussage mit Induktion nach |A|. Für A = {s} ist die Aussage
trivial. Sei jetzt A = A′ ∪ {u} mit s ∈ A′ und u ∉ A′. Mit Induktion ist ‖f‖ =∑
x∈A′, y∈B′ f(x, y) für B′ = B ∪ {u}. Es gilt∑

x∈A, y∈B
f(x, y) =

∑
x∈A′, y∈B′

f(x,y)+
∑
y∈B

f(u,y)−
∑
x∈A

f(x, u)

Nun ist s ≠ u ≠ t und daher liefert uns die Schiefsymmetrie zusammen mit der
Flusserhaltung die Behauptung:∑

y∈B
f(u, y)−

∑
x∈A

f(x,u) =
∑
y∈B

f(u,y)+
∑
x∈A

f(u, x) =
∑
v∈V

f(u, v) = 0

Wegen f(t, t) = 0 ist die Aussage ‖f‖ = ∑
x∈V f(x, t) gerade der Spezialfall mit

B = {t}.
Als Kapazität c(A, B) eines st-Schnitts (A, B) bezeichnen wir die nicht negative

reelle Zahl
c(A, B) =

∑
x∈A, y∈B

c(x,y)

Aufgrund der Kapazitätsbedingung besagt Lemma 6.17, dass die Kapazität eines st-
Schnitts eine obere Schranke für denWert eines Flusses ist. Für alle st-Schnitte (A, B)
und alle Flüsse f gilt:

‖f‖ ≤ c(A, B) (6.1)

Der Satz von Ford und Fulkerson (Satz 6.18) stellt fest, dass diese Grenze scharf ist.Wir
werden im nächsten Abschnitt 6.8.3 eine allgemeinere und zugleich algorithmische
Version des Max-Flow-Min-Cut-Theorems behandeln. Vorab wollen wir zeigen, dass
man dieses Theorem als Korollar zum Satz von Menger 6.16 auffassen kann.

Satz 6.18 (Max-Flow-Min-Cut-Theorem). Sei N = (V , c, s, t) ein Flussnetzwerk. Der
maximale Wert ‖f‖ eines st-Flusses f ist gleich der minimalen Kapazität c(A, B) ei-
nes st-Schnitts (A, B). Sind ferner alle Kapazitäten natürliche Zahlen, so kann der ma-
ximale Fluss f ganzahlig gewählt werden.

Beweis. NachGleichung (6.1) ist nur die Existenz eines Flusses zu zeigen, dessenWert
gleich der Kapazität eines st-Schnitts ist. Seien zunächst alle Kapazitäten ganzzah-
lig. Dann ersetzen wir jede Kante (x,y) durch c(x,y) Kopien; dadurch erhalten wir
einen ungewichteten gerichteten GraphenGmit Mehrfachkanten. Vonx nachy sind
jetzt c(x,y)Kanten gezogen. Sei (A, B) einminimaler st-Schnitt inG. Das Gewicht k
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von (A, B) ist gleich c(A, B). Mit Satz 6.16 finden wir k disjunkte st-Kantenzüge π1,
. . . , πk inG. Für zwei Knoten x,y seiw(x,y) die Anzahl der Kanten von x nachy,
die in einem der Wege πi vorkommen. Wir definieren einen Fluss f durch f(x, y) =
w(x,y) − w(y,x). Damit ist ‖f‖ = k = c(A, B). Dies beweist insbesondere den
zweiten Teil des Satzes.

Die Erweiterung auf rationale Kapazitäten ist einfach:Wir multiplizieren mit dem
Hauptnenner der Kapazitäten. Dies reduziert den Fall von rationalen Kapazitäten auf
ganzzahlige Kapazitäten. Treten irrationale Kapazitäten auf, so lässt sich dieser Fall
durch Stetigkeitsargumente auf rationale Kapazitäten zurückführen. Wir belassen es
für reelle Kapazitäten bei dieser Beweisskizze, da wir im nächsten Abschnitt einen
anderen Beweis kennen lernen werden.

6.8.2 Residualgraphen und Verbesserungspfade

Wir betrachten noch einen anderen Zugang zu Satz 6.18, da wir uns der algorithmi-
schen Lösung nähern möchten. Für einen beliebigen Fluss f (etwa den Nullfluss) ist
der Residualgraph (V ,Rf ) definiert durch die Kantenmenge

Rf =
{
(x,y) ∈ V × V ∣∣ c(x,y) > f(x,y) }

Sei A ⊆ V die Menge der im Residualgraphen von s aus erreichbaren Knoten. Setzen
wir B = V \A, so gilt ∑

x∈A, y∈B

(
c(x, y)− f(x, y)) = 0

Ist nun t ∉ A, so definiert (A, B) einen st-Schnitt mit ‖f‖ = c(A, B). Für t ∈ A kön-
nen wir den Wert des Flusses entlang eines Pfades von s nach t im Residualgraphen
erhöhen.

Als Nächstes untersuchen wir die Erhöhung des Wertes von f entlang eines Pfa-
des im Residualgraphen genauer. Es kommt entscheidend darauf an, geschickt vor-
zugehen, wenn man einen effizienten Algorithmus zur Lösung des Flussproblems
implementieren will. Wir betrachten hierzu den in der Flusstheorie zentralen Be-
griff eines Verbesserungspfades. Dies ist ein gerichteter Pfad π im Residualgraphen
von s nach t; insbesondere erfüllen alle Kanten xy auf dem Pfadπ die Ungleichung
c(x, y) > f(x,y). Ein Verbesserungspfad wird in der Literatur auch augmentieren-
der Pfad genannt. Wenn ein Verbesserungspfad existiert, dann ist die Kapazität nicht
ausgenutzt und wir können denWert des Flusses f entlang des Verbesserungspfades
erhöhen und erhalten einen neuen Fluss mit demWert∥∥f∥∥+min

{
c(x,y)− f(x,y) ∣∣ xy ist Kante auf dem Pfadπ

}
Diese Argumentation ist im Prinzip schon der Originalbeweis von Ford und Fulker-
son, der auch sofort einen Algorithmus liefert: Starte mit dem Nullfluss f(x, y) = 0

für alle (x,y). Berechne den Residualgraphen und einen Verbesserungspfad π , und
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erhöhe den Fluss entlang des Pfades um den positiven Wert, der zur vollen Ausnut-
zung der Kapazität einer Kante vonπ führt. Damit wird der Wert des Flusses echt ver-
größert und auch immer um eine natürliche Zahl erhöht, wenn die Kapazitäten in N
liegen. Der Algorithmus terminiert auch, wenn alle Kapazitäten inQ liegen, aber bei
binärer Eingabe kann bei ungünstiger Wahl der Verbesserungspfade eine exponen-
tielle Laufzeit auftreten. Schlimmer, sind einige Kapazitäten irrational, so kann der
Ford-Fulkerson-Algorithmus immer kleinere Wertzuwächse wählen. Dann ist nicht
einmal die Konvergenz gegen einen maximalen Fluss gesichert.

Beispiel 6.19. Seiϕ = −1+√5
2 ≈ 0,6180339887 · · · eine Lösung der quadratischen

Gleichung x2 +x − 1 = 0. Insbesondere giltϕ+ϕ2 = 1. Damit ist 1+ϕ+ϕ2 = 2

der maximale Fluss im folgenden Flussnetzwerk.

3 1
3 ϕ

3 ϕ2

s t

Es gibt drei Pfade von s nach t. Wir beginnen mit dem obersten davon als Verbes-
serungspfad. Danach haben die anderen beiden Pfade die freien Kapazitätenϕ und
ϕ2. Als Nächstes konstruieren wir eine unendliche Folge von Verbesserungspfaden.
Hierzu nehmen wir nachn− 1 weiteren Verbesserungspfaden die folgende Situation
an: Ein Pfad hat keine freie Kapazität, ein Pfad hat die freie Kapazität ϕn, und der
dritte Pfad hat nochϕn+1 an Kapazität frei. Als Nächstes betrachten wir den folgen-
den Verbesserungspfad: wir gehen von s nach t über den Pfad mit freier Kapazität
ϕn+1, dann gehen wir nach s zurück über den Pfad ohne freie Kapazität (man be-
achte, dass auf diesem Pfad die Kanten in Richtung von t nach s tatsächlich im Re-
sidualgraphen vorhanden sind), schließlich gehen wir zu t zurück über den Pfad mit
freier Kapazität ϕn. Dieser Verbesserungspfad bringt eine Verbesserung von ϕn+1.
Die freien Kapazitäten ändern sich wie folgt: Der Pfad von s nach t ohne freie Kapa-
zität hat jetztϕn+1 frei; der Pfad mit ursprünglich freier Kapazitätϕn hat jetzt noch
ϕn−ϕn+1 =ϕn+2 frei; und der Pfad, welcher ursprünglichϕn+1 Kapazität frei hat-
te, hat nun nichtsmehr frei. Die Situation ist alsowie vor demVerbesserungspfad, nur
dass n durch n+ 1 ersetzt wurde. Wenn wir so weiter verfahren, dann erreichen wir
niemals den Fluss mit Wert 2, daϕn > 0 für alle n ∈ N gilt.

Wenn wir noch eine direkte Kante von s nach t mit Kapazität c > 0 hinzufügen,
dann ist 2+ c der maximale Fluss, aber die Sequenz obiger Verbesserungspfade kon-
vergiert gegen 2. ♦

Es hat fast zwanzig Jahre gedauert, bevor Jack Edmonds (geb. 1934) und Richard
Karp (geb. 1935) ihre Heuristik vorstellten, den Wert immer entlang eines kürzesten
Pfades im Residualgraphen zu erhöhen. Wir bezeichnen mit n = |V | die Anzahl der
Knoten und mitm die Anzahl der Kanten (x,y) mit c(x, y) + c(y, x) > 0. Damit
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istm ≤ n2 und höchstens doppelt so groß, wie die Anzahl der Kanten mit einer po-
sitiven Kapazität. Die Heuristik von Edmonds und Karp führt zu der polynomiellen
Laufzeit O(m2n), welche insbesondere unabhängig von den Kapazitäten ist [16]. Et-
wa zeitgleich, aber unabhängig von Edmonds und Karp, die in den USA forschten,
fand Yefim Dinitz (geb. 1949) in der damaligen UdSSR ein ähnliches Verfahren zur
Berechnung eines maximalen Flusses mit einer besseren Laufzeit von O(mn2), sie-
he [14]. Den Algorithmus von Dinitz stellen wir jetzt vor. Die Kenntnis von Satz 6.18
wird nicht benötigt.

6.8.3 Der Algorithmus von Dinitz

Der Algorithmus von Dinitz (engl. Dinic’s algorithm) startet mit dem Nullfluss und ar-
beitet in Phasen. Vor jeder Phase ist bereits ein Fluss f berechnet. Ist f noch kein
maximaler Fluss, so werden innerhalb einer Phase verschiedene Verbesserungspfade
gefunden, bis der Abstand von s zu t im Residualgraphen größer geworden ist. Inner-
halb jeder Phase wird spätestens in jedem n-ten Schritt eine von maximalm Kanten
gelöscht; damit terminiert eine Phase nach O(mn) Schritten. Am Ende der Phase
hat der Fluss einen echt größeren Wert. Der entscheidende Punkt ist allerdings, dass
höchstensn Phasen ausgeführt werden, denn nach jeder Phasewird sich der Abstand
von s zu t im Residualgraphen um mindestens eins erhöht haben. Dieses Argument
liefert schließlich die LaufzeitschrankeO(mn2).

Wir haben bereits einen Fluss f vorliegen und beschreiben nun den Ablauf einer
Phase. Sei (V , Rf ) der Residualgraph von f . Aus (x,y) ∈ Rf folgt über die Schief-
symmetrie, dass c(x,y) + c(y, x) > 0 gilt. Also hat Rf für jeden möglichen Fluss
höchstensm Kanten. Die Länge eines kürzesten Pfades von x nach y im aktuellen
Residualgraphen bezeichnen wir mit df (x,y). Wir setzen df (x,y) = ∞, falls es
keinen Pfad gibt. Der Wert df (x,y) ist die aktuelle Distanz von x nachy und hängt
von f ab. Am Anfang einer Phase konstruieren wir den Levelgraphen. In den Level-
graphen werden gewisse Knoten und Kanten von (V , Rf ) aufgenommen. Für d ≥ 0

setzen wir Ld = {x ∈ V | df (s, x) = d} und für d ≥ 1 setzen wir:

Ed =
{
(x,y) ∈ Ld−1 × Ld

∣∣∣ (x,y) ∈ Rf }
Der Levelgraph (L, E) ist gegeben durch L = ⋃

d≥0 Ld und E = ⋃
d≥1 Ed. Mit einer

Breitensuche können wir (L, E) inO(m) Schritten berechnen. Innerhalb einer Phase
ändern sich die Knotenmengen Ld nicht. Insbesondere entfernen wir keine Knoten
aus L, lediglich Kanten aus E werden gestrichen. Der Residualgraph wird im weiteren
Verlauf der Phase zu keinem Zeitpunkt mehr explizit berechnet.

Befindet sich t nicht in L, so ist (L, V \ L) ein st-Schnitt mit Wert ‖f‖ = c(L, V \
L). Nach Gleichung (6.1) ist ‖f‖maximal, undwir sind fertig. Im Folgenden sei daher
t ∈ L und k = df (s, t) zu Beginn der Phase. Damit liegt t in Lk. Wir entfernen nun
Kanten aus dem Levelgraphen, solange es noch von s ausgehende Kanten gibt. Dies
bedeutet, wir werden (L, E) dynamisch verändern und Flüsse augmentieren. Hierfür
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definieren wir drei Invarianten, die für alle in dieser Phase aktuellen Graphen (L, E)
und Residualgraphen (V , Rf ) erhalten bleiben:
(1) Es gilt E ⊆ Rf .
(2) Aus p ∈ La und q ∈ Lb folgt df (p,q) ≥ b − a.
(3) Jeden Pfad in (V ,Rf ) von s nach t der Länge k gibt es auch in (L, E).

Zu Beginn der Phase sind die drei Invarianten erfüllt. Wir beginnen damit, die
Kanten Ek+1 zu entfernen, denn diese kommen auf keinem Pfad von s nach t der
Länge k vor. Insbesondere hat t danach den Ausgangsgrad Null. Die Invarianten wur-
den nicht verletzt. Wir starten jetzt eine Tiefensuche von s aus und stoppen, wenn wir
einen Knoten mit Ausgangsgrad Null finden. Die Tiefensuche liefert damit einen Pfad
π = (p0, . . . , p�)mitp0 = s, (pd−1, pd) ∈ Ed für 1 ≤ d ≤ � undp� hat keine ausge-
hende Kante in (L, E). Die Tiefensuche kostet O(n) Zeit. Wir unterscheiden jetzt die
Fälle p� ≠ t und p� = t.

Im ersten Fall sei p� ≠ t. Dann gibt es in (L, E) keinen Pfad von s nach t, der
p� benutzt, denn p� hat Ausgangsgrad Null. Also gibt es nach der dritten Invariante
auch in (V , Rf ) keinen Pfad der Länge k von s nach t, welcherp� benutzt. Wir entfer-
nen die Kante (p�−1, p�) aus E. Dies verändert Rf nicht und die Invarianten bleiben
erhalten. Danach starten wir eine neue Tiefensuche bei s (oder setzen die alte bei
p�−1 fort).

Der zweite Fall ist etwas subtiler. Es sei jetzt p� = t. Nach der ersten Invariante
ist π = (p0, . . . , p�) ein Verbesserungspfad. Wir bezeichnen mit Eπ die Menge der
Kanten von π :

Eπ =
{
(pd−1, pd)

∣∣ 1 ≤ d ≤ � }
Für ρ = min{c(e)− f(e) | e ∈ Eπ} gilt ρ > 0. Wir definieren einen neuen Fluss fπ
vermöge

fπ(x,y) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
f(x, y)+ ρ für (x,y) ∈ Eπ
f(x, y)− ρ für (y, x) ∈ Eπ
f(x, y) sonst

Dadurch erhöhen wir den Fluss entlang des Pfadesπ um denWert ρ und haben min-
destens eine der Kanten e ∈ Eπ gesättigt; dies bedeutet, für den veränderten Fluss fπ
gilt fπ(e) = c(e) für eine Kante e ∈ Eπ . Wir durchlaufen den Pfad π nochmals und
entfernen alle gesättigten Kanten aus E. Danach starten wir eine neue Tiefensuche
bei s.

Da sich der Fluss verändert hat, müssen wir die Invarianten bezüglich Rfπ über-
prüfen. Hierfür müssen wir untersuchen, wie sich der Residualgraph verändert hat.
Die gesättigten Kanten e vom Pfadπ sind inRfπ nicht mehr vorhanden. Das Löschen
war also problemlos. Alle ungesättigten Kanten (pd−1, pd) auf π sind weiterhin in
Rfπ und auch in (L, E) vorhanden. Wir müssen dennoch vorsichtig sein, denn wenn
f(x, y) zu f(x, y) + ρ vergrößert wird, so verringert sich gleichzeitig f(y, x) zu
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f(y, x) − ρ. Solche Kanten (y, x) können in Rfπ neu hinzukommen. Sie sind aber
nicht in (L, E) aufgenommen worden. Die erste Invariante bleibt trivialerweise er-
halten. Aber die zweite und dritte müssen nachgewiesen werden. Die neuen Kanten
(y, x) haben alle die Eigenschaft, dass y ∈ Ld+1 und x ∈ Ld für ein d ≥ 0 gilt.
Wir definieren jetzt eine Menge R, die wir schrittweise in Rπf transformieren und
die ebenfalls die drei Invarianten erfüllt, wenn wir bei den Bedingungen R anstelle
von Rf einsetzen. Die Distanz in R bezeichnen wir mit dR . Zu Anfang besteht R aus
den Kanten Rf ohne die gesättigten Kanten von Eπ . Die Invarianten sind erfüllt. Sei
jetzt R′ = R∪{(y, x)} für ein beliebiges Paar (y, x) ∈ Ld+1×Ld. Wir wollen zeigen,
dass die Invarianten für R′ mit entsprechender DistanzdR′ gelten. Die erste Invarian-
te bleibt erhalten, weil wir eine Kante in R′ hinzunehmen. Betrachte jetzt p ∈ La
und q ∈ Lb. Benutzt ein kürzester Pfad von p nach q in R′ nicht die Kante (y, x),
so gilt b − a ≤ dR(p,q) = dR′(p, q). Benutzt dieser Pfad die Kante, so können wir
dR′(p, q)wie folgt errechnen:

dR′(p, q) = dR(p,y)+ 1+ dR(x, q) ≥ (d+ 1− a)+ 1+ (b − d) = b − a+ 2

Dies zeigt die zweite Invariante. Um schließlich die dritte Invariante zu zeigen, be-
trachten wir einen Pfad der Länge k von s nach t in R′. Benutzt er nicht die Kante
(y, x), so ist es ein Pfad in R und damit auch in (L, E), da die Invarianten für R gel-
ten. Benutzt er die Kante, so erhalten wir den folgenden Widerspruch:

k = dR′(s, t) = dR(s, y)+ 1+ dR(x, t) ≥ (d+ 1)+ 1+ (k− d) = k+ 2

Dies zeigt die dritte Invariante. Über mehrere dieser Schritte kann man von R aus die
Menge Rfπ erhalten. Daher gelten die Invarianten für Rfπ .

Nach jeweils O(n) Schritten verliert E eine Kante, also gibt es nach O(mn)
Schritten keine Ausgangskante bei s. Dies beendet die Phase. Die Distanz von s nach t
im aktuellen Residualgraphen ist nach der zweiten Invariante mindestens k. Ande-
rerseits gibt es in (L, E) keinen Pfad von s nach t. Nach der dritten Invariante gibt es
dann auch inRf keinen Pfad der Länge k. Daher muss im aktuellen Residualgraphen
df (s, t) ≥ k + 1 gelten. Nach höchstens n Phasen gilt df (s, t) = ∞. Dann haben
wir einen maximalen Fluss berechnet, und die Laufzeit ist insgesamt durchO(mn2)
beschränkt.

Beispiel 6.20. Der Algorithmus von Dinitz berechnet auf dem Flussnetzwerk von Sei-
te 137 den dort dargestellten Fluss nach drei Phasen. Wir betrachten noch ein anderes
Flussnetzwerk:

s t

x

y

3

9
9

9

3 5

3

9
9

9
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Die erste Phase des Algorithmus von Dinitz beginnenwirmit demNullfluss. Der Fluss,
sein zugehöriger Residualgraph und der resultierende Levelgraph am Anfang dieser
Phase sind wie folgt:

s t

x

y

0

0
0

0

0 0
0

0
0

0
s t

x

y

s t

x

y

Nach Hinzufügen des Verbesserungspfades (s,x,y, t) mit Wert 3 ergibt sich zu Be-
ginn der zweiten Phase das folgende Bild:

s t

x

y

3

3

3

s t

x

y

s t

x

y

Der Fluss der Kante (y, x) ist−3; daher hat sie noch freie Kapazität 8. Also hat der –
in diesem Fall eindeutige – Verbesserungspfad den Wert 8. Nach Hinzufügen dieses
Pfades zum Fluss erhalten wir:

s t

x

y

3

8
8

8

5

3

8
8

8
s t

x

y

s

y

Zu Beginn der dritten Phase ist nun t nicht im Levelgraphen enthalten. Der berechne-
te Fluss mit Wert 11 ist somit maximal. Der zugehörige minimale Schnitt wird durch
die drei Kanten (s,x), (y, x) und (y, t) definiert. ♦

Die Laufzeit zur Berechnungmaximaler Flüsse wurde in den letzten Jahrenweiter
verbessert und ist Gegenstand aktueller Forschung. Der Algorithmus von Dinitz ist
robust und einfach zu implementieren; er spielt daher auch in der Praxis weiterhin
eine wichtige Rolle. Von Dinitz stammt auch eine lesenswerte Betrachtung über die
historische Entwicklung der Fluss-Algorithmen [15].

6.9 Planare Graphen

Ein bekanntes Rätsel ist das folgende. Gegeben seien drei Versorgungsstationen
Strom, Gas und Wasser, sowie drei Häuser A, B und C. Kann man jede Versorgungs-
station mit jedem Haus so verbinden, dass sich keine zwei Versorgungsleitungen
schneiden?
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Strom Gas Wasser

A B C

Ein Graph heißt planar, wenn man ihn so in die Ebene zeichnen kann, dass sich die
Kanten nicht schneiden. Es ist gleichwertig, ob sich ein Graph kreuzungsfrei in die
Ebene oder auf die Kugeloberfläche zeichnen lässt. Das obige Rätsel lässt sich nun
wie folgt graphentheoretisch formulieren: Ist der Graph K3,3 planar?

Wie das folgende Beispiel zeigt, ist der Graph K4 planar.

mit Kreuzung ohne Kreuzung mit geraden Kanten

Eine Facette eines planaren Graphen ist eine maximale zusammenhängende Flä-
che in der Ebene, welche keine Kanten und keine Knoten enthält. Häufig werden
Facetten auch als Flächen oder Gebiete bezeichnet. Bei zusammenhängenden Gra-
phen mit mehr als zwei Knoten wird jede Facette von einem (nicht notwendigerweise
einfachen) Kreis umrandet. Insbesondere umrandet die Außenseite eines planaren
Graphen eine unbeschränkte Facette. Die vollständigen Graphen K1 und K2 besitzen
jeweils nur eine Facette. Der folgende Graph besitzt 4 Facetten.

1
23 4

Die Facetten Nummer 1 und 3 werden jeweils von einem einfachen Kreis umrandet,
während die Facetten 2 und 4 nicht von einfachen Kreisen umrandet werden.

Manchmal unterscheidet man zwischen den Begriffen planar und plättbar. Bei
plättbaren Graphen meint man dann solche Graphen, die sich kreuzungsfrei in der
Ebene zeichnen lassen. Im Gegensatz dazu ist im strengeren Sinne bei einem pla-
naren Graphen eine kreuzungsfreie Einbettung in die Ebene gegeben. Diese Unter-
scheidung ist für uns hier nicht wichtig. Wir verwenden deshalb nur den Term planar
(auch dann, wenn wir nicht von einer gegebenen kreuzungsfreien Einbettung aus-
gehen). Damit folgen wir dem englischen Sprachgebrauch, der einen kreuzungsfrei
eingebetteten Graphen als plane graph bezeichnet. Der Unterschied ist, dass Graphen
isomorph sein können, aber verschiedene kreuzungsfreie Einbettungen besitzen. Die
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folgenden beiden Graphen sind isomorph, aber die erste Zeichnung hat zwei Facet-
ten, welche von einem Kreis der Länge 5 umrandet werden, während bei der zweiten
Zeichnung gar keine solche Facette existiert.

Zwei Facetten der Länge 5 Keine Facette der Länge 5

6.9.1 Die Eulerformel

Um die Darstellung im Folgenden knapp zu halten, legen wir einige Bezeichner für
diesen Abschnitt fest: Mitnmeinen wir stets die Anzahl der Knoten eines GraphenG,
mitm bezeichnen wir die Anzahl der Kanten, und wenn G planar ist, dann sei f die
Anzahl der Facetten (inklusive der äußeren Facette). Die Eulerformel (auch Euler’sche
Polyederformelgenannt) gibt einen Zusammenhang zwischen denGrößenn,m undf
an. Insbesondere folgt aus der Eulerformel, dass alle kreuzungsfreien Zeichnungen
eines gegebenen planaren Graphen (in der Ebene) dieselbe Anzahl von Facetten ha-
ben.

Satz 6.21 (Eulerformel; Euler 1758). In nichtleeren, zusammenhängenden, planaren
Graphen gilt

n−m + f = 2

Beweis. Sei G ein zusammenhängender planarer Graph mit mindestens einem Kno-
ten. Wenn G keine einfachen Kreise enthält, dann ist G ein Baum; und es gilt die
Eulerformel, dam = n− 1 sowie f = 1 ist. Sei nunG kein Baum und sei e eine Kan-
te auf einem einfachen Kreis in G. Entfernen wir diese Kante, so werden zwei Facet-
ten zu einer verschmolzen (wenn wir die kreuzungsfreie Zeichnung von G zugrunde
legen), denn auf den beiden Seiten von e liegen unterschiedliche Facetten. Die Dif-
ferenz zwischen Kanten und Facetten hat sich also nicht verändert. Die Behauptung
folgt mit Induktion nachm.

Aus der Eulerformel lassen sich einige weitere interessante Eigenschaften von
planaren Graphen herleiten.

Korollar 6.22. SeiG ein nichtleerer planarer Graph.
(a) Wennn ≥ 3 ist, dann giltm ≤ 3n− 6.
(b) Die Graphen K5 und K3,3 sind nicht planar.
(c) Es gibt einen Knoten x mit Grad dx ≤ 5.

Unauthenticated
Download Date | 4/24/16 1:26 PM



�

�
“main” — 2013/3/11 — 14:49 — page 147 — #159

�

�

�

�

�

�

Planare Graphen 147

Beweis. (a) Durch Hinzufügen von Kanten können wir annehmen, dassG zusammen-
hängend ist. Wegen n ≥ 3 wird jede Facette von einem (nicht notwendigerweise ein-
fachen) Kreis der Länge mindestens 3 umrandet. An jeder Seite einer Kante liegen
maximal 2 Facetten. Dies zeigt

3f ≤ 2m

Mit der Eulerformel folgt

6 = 3n− 3m+ 3f ≤ 3n− 3m+ 2m

und damit die Behauptung.
(b) Der K5 hat 10 Kanten. Dies widerspricht der Abschätzung aus (a). Also ist

der K5 nicht planar. Um zu zeigen, dass der Graph K3,3 nicht planar ist, geben wir
eine stärkere Schranke für die Kantenzahl in bipartiten planaren Graphen an.

Sei n ≥ 4 und sei G ein zusammenhängender, bipartiter, planarer Graph mit n
Knoten. Jede Facette wird von einemKreis der Längemindestens 4 umrandet (Länge 3
ist nicht möglich, da G bipartit ist). Dies liefert 4f ≤ 2m und

4 = 2n− 2m+ 2f ≤ 2n− 2m+ 1m

Also giltm ≤ 2n− 4. Der K3,3 hat 9 Kanten und widerspricht damit dieser Abschät-
zung. Also ist der GraphK3,3 nicht planar.

(c) Indem wir uns auf eine Zusammenhangskomponente beschränken, können
wir annehmen, dass G zusammenhängend ist. Außerdem habe G mindestens 7 Kno-
ten, sonst ist nichts zu zeigen. Sei d̄ = (∑x∈V dx)/n der durchschnittliche Knoten-
grad. Wegen

∑
x dx = 2m folgt mit der Eulerformel, dass

d̄ = 2m
n

≤ 6n− 12
n

< 6

Da der Durchschnittsgrad kleiner als 6 ist, muss ein Knoten mit Grad höchstens 5
existieren.

Die Graphen K5 und K3,3 sind nicht planar, und der Satz von Kuratowski (Kazi-
mierz Kuratowski, 1896–1980) sagt, dass jeder nicht planare Graph in einem gewis-
sen Sinn einenK5 oder einen K3,3 enthält, siehe z. B. [13]. Daher sind K5 undK3,3 die
einzigen Archetypen von nicht planaren Graphen.

Im Ikosaeder hat jeder Knoten Grad 5. Dies zeigt, dass sich die Abschätzung in
Korollar 6.22 (c) im Allgemeinen nicht verbessern lässt.

Unauthenticated
Download Date | 4/24/16 1:26 PM



�

�
“main” — 2013/3/11 — 14:49 — page 148 — #160

�

�

�

�

�

�

148 Graphentheorie

Ikosaeder als planarer Graph

6.9.2 Färbungen von planaren Graphen

Eine C-Färbung eines Graphen G = (V , E) ist eine Abbildung c : V → C mit c(x) ≠
c(y) für alle xy ∈ E. Hierbei ist C die Menge der Farben (engl. colors). Wir sagen,
G ist k-färbbar, wenn eineC-Färbungmit |C| = k existiert. Der berühmte Vierfarben-
satz von Kenneth Appel (geb. 1932) undWolfgang Haken (geb. 1928) besagt, dass jeder
planare Graph 4-färbbar ist [4, 5]. Wir werden in diesem Abschnitt eine schwächere
Aussage beweisen, nämlich dass jeder planare Graph 5-färbbar ist.

Wir überlegen uns zunächst, dass jeder planare Graph 6-färbbar ist: Sei v ein
Knoten mit Grad höchstens 5; dieser existiert nach Korollar 6.22 (c). Der Graph ohne
den Knoten v ist nach Induktion 6-färbbar. Da v maximal 5 Nachbarn hat, verbrau-
chen diese Nachbarn auch maximal 5 Farben, so dass wir v wieder hinzunehmen
können und eine der 6 Farben für v übrig ist. Dieselbe Idee verfolgen wir im Beweis
des nächsten Satzes, nur dass wir eine Farbe einsparen.

Satz 6.23 (Fünffarbensatz). Jeder planare Graph ist 5-färbbar.

Beweis. Mit Induktion nach der Anzahl der Knoten zeigen wir, dass sich jeder planare
Graph mit den Farben C mit |C| = 5 färben lässt. Sei G = (V , E) ein planarer Graph.
Nach Korollar 6.22 (c) existiert ein Knoten v mit Grad dv ≤ 5.

Fallsdv ≤ 4 gilt, dann betrachten wir den von V \{v} induzierten Untergraphen
von G. Dieser besitzt nach Induktion eine C-Färbung c. Wir fügen den Knoten v wie-
der hinzu und setzen c(v) auf eine der Farben, die von den höchstens 4 Nachbarn
von v nicht verwendet wurde. Die Farbe der übrigen Knoten wird nicht verändert.
Dies liefert eine Färbung c von G.

Sei nun dv = 5 und seien a,b, c,d, e die Nachbarn von v so gewählt, dass die
Knoten in der Zeichnung von v aus gesehen im Uhrzeigersinn angeordnet sind.
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v

a

b

c

d

e

Es können nicht beide Kantenac und bd vorhanden sein, da sie sich sonst schneiden
müssten. Ohne Einschränkung sei ac �∈ E. Wir entfernen aus G den Knoten v und
alle seine Kanten. Dann schieben wir die Knoten a und c zusammen und verschmel-
zen sie zu einem einzigen Knoten zac �∈ V . Dies liefert einen planaren Graphen mit
zwei Knoten weniger. Mit Induktion existiert eine 5-Färbung c′ für den so entstande-
nen Graphen. Wir konstruieren daraus eine Färbung c : V → C von G, indem die
Knoten a und c beide die Farbe c′(zac) bekommen. Die übrigen Knoten ausG behal-
ten ihre Farbe. Wir müssen noch den Knoten v färben: Da die fünf Nachbarn von v
höchstens 4 Farben verbrauchen, bleibt eine Farbe übrig, die wir für v verwenden
können.

6.9.3 Planare Separatoren

Ein Separator eines Graphen G = (V , E) ist eine Menge von Knoten C, so dass sich V
in Teilmengen A,B,C einteilen lässt mit der Eigenschaft, dass zwischenA und B kei-
ne Kanten verlaufen. Die Idee ist, dass das effiziente Finden von kleinen Separato-
ren einen sogenannten Teile-und-Herrsche Ansatz für algorithmische Probleme auf
Graphen erlaubt: Berechne einen Separator C, so dass die Teilmengen A und B in
etwa gleich groß sind (Teilen); finde dann rekursiv Lösungen für die von A und B in-
duzierten Untergraphen und setze diese mit C als „Adapter“ zu einer Lösung auf G
zusammen (Herrschen). Nun existiert leider nicht in jedem Graphen ein geeigneter
Separator C. Bei planaren Graphen hingegen ist die Situation sehr viel angenehmer;
hier kann man stets einen Separator C mit |C| ∈ O(√n) finden, so dass grob min-
destens ein Drittel aller Knoten in A und ein Drittel in B ist. Das planare Separator-
Theorem fasst dies etwas genauer:

Satz 6.24 (Lipton, Tarjan 1979). Sei G = (V , E) ein planarer Graph. Dann gibt es dis-
junkte Knotenmengen A, B,C mitA∪ B ∪ C = V und

– |A| < 2n/3 und |B| < 2n/3,
– |C| ≤ √8n, und
– es gibt keine Kanten zwischen Knoten ausA und Knoten aus B.

Beweis. Ohne Einschränkung sein ≥ 3. Durch Hinzufügen von weiteren Kanten kön-
nenwir annehmen, dass in der Zeichnung vonG alle Facetten von Dreiecken begrenzt
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werden (auch die äußere Facette). Sei k = �√2n�. Jeder einfache Kreis, welcher ein
Teilgraph vonG ist, definiert auch einen Kreis in der planaren Einbettung vonG. Für
einen einfachen Kreis C vonG sei V(C) die Menge der Knoten auf dem Kreis C,A(C)
die Menge der Knoten außerhalb von C und B(C) die Menge der Knoten innerhalb
von C.

Sei C ein Kreis, welcher die folgenden drei Bedingungen erfüllt:
(1) C hat höchstens 2k Knoten,
(2) |A(C)| < 2n/3, und
(3) unter den Bedingungen (1) und (2) ist |B(C)| − |A(C)|minimal.

Ein solcher Kreis C existiert, da das Dreieck um die äußere Facette die Bedingun-
gen (1) und (2) erfüllt.

Wir nehmen an, dass |B(C)| ≥ 2n/3 gilt und führen dies im Rest des Beweises
zu einem Widerspruch. Sei D der von B(C) ∪ V(C) induzierte Untergraph von G.
Für x,y ∈ V(C) sei c(x,y) die minimale Anzahl von Kanten auf einem Pfad von x
nach y im Graphen C, und d(x,y) sei die minimale Anzahl von Kanten auf einem
Pfad von x nachy inD.

Behauptung 6.25. Für alle x,y ∈ V(C) gilt c(x,y) = d(x,y).
Beweis von Behauptung 6.25. Da C ein Teilgraph von D ist, gilt d(x,y) ≤ c(x,y).
Angenommen, es existieren Knoten x,y ∈ V(C) mit d(x,y) < c(x,y); dann be-
trachten wir ein Paar x,y solcher Knoten, bei denen d(x,y) minimal ist. Sei P ein
Pfad in D von x nach y mit d(x,y) vielen Kanten. Aufgrund der Minimalität von
d(x,y) sind x und y die einzigen Knoten von P auf dem Kreis C. Der Graph C ∪ P
bestehend aus dem Kreis C zusammen mit dem Pfad P enthält drei einfache Kreise:
den Kreis C selbst, sowie die Kreise C1 und C2 mit P als Teilstück. Ohne Einschrän-
kung sei |B(C1)| ≥ |B(C2)|. Es giltA(C1) < 2n/3, denn

n− |A(C1)| = |B(C1)| + |V(C1)|
>

1
2

(|B(C1)| + |B(C2)| + |V(P)| − 2
)

= 1
2
|B(C)| ≥ n/3.

Deshalb erfüllt C1 die Bedingung (2), und wegen d(x,y) < c(x, y) erfüllt C1 die
Bedingung (1). Aus Bedingung (3) und B(C1) ⊆ B(C) folgt B(C) = B(C1). Also hat P
keine inneren Knoten, und es gilt c(x, y) ≤ 1, was ein Widerspruch zu d(x,y) <
c(x,y) ist. Dies zeigt die Behauptung 6.25.

Behauptung 6.26. C hat genau 2k Knoten.

Beweis von Behauptung 6.26. Angenommen |V(C)| < 2k. Sei e = xy eine belie-
bige Kante auf C. Da G trianguliert ist, liegt e an einem Dreieck in D an. Sei z der
dritte Knoten dieses Dreiecks. Wegen |B(C)| ≥ 2n/3 gilt insbesondere B(C) ≠ ∅.
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Mit Behauptung 6.25 folgt z ∈ B(C), denn andernfalls hätte der Kreis C eine Sehne
in D. Wie können nun den Kreis C′ betrachten, der aus C entsteht, indem wir die
Kante e löschen und dann den Knoten z sowie die Kanten xz und zy aufnehmen.
Dieser Kreis C′ erfüllt die Bedingungen (1) und (2), allerdings ist B(C′) ⊊ B(C) und
A(C′) = A(C), was einen Widerspruch zu Bedingung (3) für C bedeutet. Dies zeigt
die Behauptung 6.26.

Seien x0, . . . , x2k−1 die Knoten auf dem Kreis C in genau dieser Reihenfolge. Um
die Notation imFolgenden zu vereinfachen, setzenwirx2k = x0. Sei S = {x0, . . . , xk}
und T = {xk, . . . , x2k}.
Behauptung 6.27. InD gibt es k+ 1 disjunkte Pfade von S nach T .

Beweis von Behauptung 6.27. Nach dem Satz von Menger (Satz 6.15) gibt es entweder
k+ 1 disjunkte ST -Pfade oder es gibt einen ST -Separator der Größe kleiner gleich k.
Sei P ein ST -Separatormit |P | ≤ k. Wegen S∩T = {x0, xk} giltx0, xk ∈ P . SeiQ die
Zusammenhangskomponente von x0 in dem von P induzierten Untergraph von D.
Dann kannQ nichtxk enthalten, denn sonst wäre die Distanzd(x0, xk) zwischenx0

und xk kleiner als |P | und damit kleiner als k im Widerspruch zu d(x0, xk) =
c(x0, xk) = k. Sei R die Menge von Knoten außerhalb vonQ, die einen Nachbarn in
der Komponente Q haben und die einen Pfad zu xk besitzen, welcher keine Knoten
ausQ verwendet (in R befinden sich die Nachbarn des äußeren Rands vonQ von x0

aus betrachtet). Nach Definition von Q sind die Knotenmengen R und P disjunkt.
DaG trianguliert ist, induzieren die Knoten ausR inD einen Pfad von S nachT , denn
dieser Pfad beginnt auf C auf der einen Seite zwischen x0 und xk und endet auf C
auf der anderen Seite zwischen diesen beiden Knoten. Also ist P kein ST -Separator,
ein Widerspruch. Dies zeigt die Behauptung 6.27.

Da G planar ist, können sich die k+ 1 disjunkten Pfade π0, . . . , πk aus Behaup-
tung 6.27 nicht kreuzen. Deshalb können wir annehmen, dass der Pfad πi bei Kno-
ten xi beginnt und bei Knoten x2k−i endet. Mit Behauptung 6.25 sehen wir, dass πi
mindestens c(xi,x2k−i)+1 viele Knoten enthält. Es gilt

∑k
i=0 min{i, k− i} = �k/2�·

�k/2� ≥ (k2 − 1)/4 und hieraus folgt

n ≥
k∑
i=0

|V(πi)| ≥
k∑
i=0

min {2i+ 1, 2(k− i)+ 1} ≥ (k+ 1)2

2

Dies ist ein Widerspruch zur Definition von k = �√2n�. Also gilt |B(C)| < 2n/3.
Damit erfüllen die Knotenmengen A(C), B(C), V(C) die Aussage des Satzes.

Lipton und Tarjan (Richard Jay Lipton und Robert Endre Tarjan, geb. 1948) ha-
ben den Satz 6.24 im Jahr 1979 veröffentlicht [26]. Weiter haben sie gezeigt, dass sich
der Separator C in Linearzeit berechnen lässt. Damit sind Separatoren in planaren
Graphen für viele Berechnungsprobleme ein Hilfsmittel, welches zu effizienten Algo-

Unauthenticated
Download Date | 4/24/16 1:26 PM



�

�
“main” — 2013/3/11 — 14:49 — page 152 — #164

�

�

�

�

�

�

152 Graphentheorie

rithmen führt. Der hier vorgestellte Beweis folgt einer Arbeit von Alon, Seymour und
Thomas [3] (Noga Alon, geb. 1956, Paul D. Seymour, geb. 1950, und Robin Thomas).

6.10 Der Satz von Ramsey

Erreicht eine Population von Lemmingen eine gewisse Größe und Dichte, so begibt
sich eine große Zahl von ihnen auf eine Wanderung mit manchmal ungewissem Aus-
gang. Ein Problem sind breite Flüsse, so dass bei ihrer Überquerung unter Umständen
nur ein kleiner Teil der Lemminge das andere Ufer erreicht. Angenommen, nach der
Überquerung von k Flüssen sollen noch mindestens n Lemminge vorhanden sein.
Was ist zu tun? Eine vernünftige Strategie ist, die Wanderung mit einer genügend
großen Zahl zu beginnen. Dies tun die Lemminge, und die Konstruktion der Ramsey-
Zahlen (Frank Plumpton Ramsey, 1903–1930) verfolgt eine ähnliche Vorgehensweise.

Abb. 6.2. Berglemminge (aus Brehms Tierleben, 1927).

Eine Färbung der Kanten eines Graphen G = (V , E) mit Farben C ist eine Abbil-
dung f : E → C. Häufig färbt man die Kanten eines vollständigen Graphen. Färbun-
gen beliebiger Graphen lassen sich dadurch realisieren, dassman denjenigen Kanten,
die nicht in E sind, eine spezielle Farbe gibt. Beispielsweise ist die charakteristische
Funktion χE :

(
V
2

)
→ {0,1} von E mit

χE(e) = 1 � e ∈ E
eine oft verwendete Färbung. Es ist eine natürliche Verallgemeinerung in diesem Ab-
schnitt, nicht nur 2-elementige Teilmengen zu färben, sondern die Kanten von voll-
ständigen k-Hypergraphen. Ein k-Hypergraph ist ein Paar (V , E) von Knoten V und
k-Hyperkanten E ⊆

(
V
k

)
. Wir nennen k die Dimension des Hypergraphen. Deshalb ist

in diesem Abschnitt eine Färbung stets eine Abbildung von der Form

f :

(
V
k

)
→ C
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für k ≥ 1. Eine Teilmenge X ⊆ V heißt monochromatisch, wenn eine Farbe b ∈ C
existiert mit f(K) = b für alleK ∈

(
X
k

)
; das heißt, alle Hyperkanten innerhalb vonX

haben dieselbe Farbe. Im Falle der charakteristischen Funktion eines Graphen G ist
eine Teilmenge X von Knoten genau dann monochromatisch, wenn X eine Clique
bildet (d. h., alle Kanten zwischen Knoten aus X sind in G vorhanden) oder wenn X
unabhängig ist (d. h., inG gibt es keine Kanten zwischen Knoten aus X).

Die wesentliche Aussage der Ramsey-Theorie ist, dass große monochromatische
Teilmengen X für sehr, sehr große V garantiert werden können. Im Spezialfall der ge-
wöhnlichen Graphen bedeutet dies damit das Folgende: Für jedes n ∈ N gibt es eine
kleinste Zahl R(n) mit der folgenden Eigenschaft: Ist (V , E) ein Graph mit mindes-
tens R(n) Knoten, so gibt es eine Teilmenge X ⊆ V mit |X| ≥ n und X ist entweder
eine Clique oder eine unabhängige Menge.

Beispiel 6.28. In einem Restaurant sitzen 6 Leute. Dann gibt es 3 Personen, die ein-
ander alle kennen, oder es gibt 3 Personen, die sich gegenseitig nicht kennen.

Der zugrunde liegende Graphhat die 6 Leute als Knoten, und eine Kante zwischen
zwei Personen x und y wird gezeichnet, wenn sich x und y gegenseitig kennen.
Nehmen wir zuerst an, dass Person A drei Leute kennt. Wenn sich diese drei Leute
nicht kennen sind wir fertig; andernfalls kennen sich 2 Leute und zusammen mit A
ergibt dies 3 Leute, die sich kennen.WennA keine 3 Leute kennt, dann gibt es 3 Leute,
die A nicht kennt. Wenn man die Eigenschaften sich kennen und sich nicht kennen
vertauscht, dann ist die Situation symmetrisch zum vorigen Fall. Dies zeigt die obige
Aussage.

Bei 5 Gästen können wir diese Situation nicht immer erzwingen. Es reicht einen
runden Tisch zu betrachten, an dem 5 Personen sitzen, die genau die beiden Tisch-
nachbarn kennen. Dann gibt es weder eine Clique der Größe 3 noch eine unabhängige
Menge der Größe 3. Insgesamt erhalten wir R(3) = 6. ♦

Etwas allgemeiner garantieren die Ramsey-Zahlen Rk,c(n) bei jeder Knotenmen-
ge V mit |V | ≥ Rk,c(n) und jeder Färbung f :

(
V
k

)
→ C mit |C| = c eine mono-

chromatische Teilmenge von V der Größe n. Die Existenz und die formale Definition
dieser Zahlen werden durch den Satz 6.29 bereitgestellt. Die Ramsey-Zahlen R(n) für
gewöhnliche Graphen (mit der charakteristischen Funktion der Kanten als Färbung)
ergeben sich dann durch R(n) = R2,2(n).

Satz 6.29 (Ramsey 1930; endliche Version). Für alle k, c, n ∈ N gibt es eine kleinste
Zahl Rk,c(n) ∈ N mit folgender Eigenschaft: Ist V eine Menge mit |V | ≥ Rk,c(n) und
f :

(
V
k

)
→ C eine Färbung mit |C| = c, so gibt es eine monochromatische Teilmenge

X ⊆ V mit |X| = n.
Beweis. Wirmachen eine Induktion nach der Dimension k. Die Fälle k = 0 oder c ≤ 1

oder n = 0 sind trivial und uninteressant. Sei daher k ≥ 1, c ≥ 2 und n ≥ 1. Für
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k = 1 gilt nach einem SchubfachschlussR1,c(n) = c(n− 1)+1, denn ab dieser Zahl
muss eine der c Farben für mindestens n Knoten vergeben werden.

Sei jetzt k ≥ 1 und rk = Rk,c(n) schon definiert. Wir geben eine obere Schran-
ke für rk+1 = Rk+1,c(n) an. Hierfür betrachten wir eine endliche Menge V zusam-
men mit einer Färbung f :

(
V
k+1

)
→ C. Die Menge V sei sehr groß; sie enthalte weit

mehr als rk Elemente. Eine ausreichende Größe wird sich später ergeben. Die Idee
ist, V extrem auszudünnen; dabei gehen wir auf der Restmenge zu einer Färbung g
der k-elementigen Teilmengen über. Enthält die Restmenge noch rk Elemente, so gibt
es bezüglich g eine monochromatische Teilmenge. Diese wird sich auch bezüglich f
als monochromatisch herausstellen.

Um den Ausdünnungsprozess zu starten, legen wir auf V zunächst eine lineare
Ordnung < fest. Jede nichtleere Teilmenge hat damit eindeutig bestimmte kleinste
und größte Elemente. Die Elemente aus

(
V
k+1

)
schreiben wir jetzt als Paare (K, b)mit

K ∈
(
V
k

)
, b ∈ V undmax(K) < b. Wir wollen V so ausdünnen, dassg(K) = f(K, b)

unabhängig von b gilt. Fürm ∈ N mitm ≤ rk definieren wir induktiv Teilmengen
Am,Bm ⊆ V und eine Färbung g :

(
Am
k

)
→ C, die den folgenden Eigenschaften

genügen sollen:
(1) Am enthältm Elemente und Bm enthält „genügend viele“ Elemente.
(2) Für alle a ∈ Am und alle b ∈ Bm gilt a < b.
(3) Für alle K ∈

(
Am
k

)
und alle b ∈ Bm gilt f(K, b) = g(K).

Fürm = 0 setzen wir A0 = ∅ und B0 = V . Die Färbung g ist dann die leere
Abbildung; Farben bezüglich g sind damit noch nicht vergeben. Die Färbung g wird
auf immer größere Mengen erweitert und erhält deshalb keinen Index.

Sei jetzt m ≥ 0 und Bm ≠ ∅. Wir definieren am+1 = min(Bm) und setzen
Am+1 = Am ∪ {am+1}. Damit gilt |Am+1| = m + 1. Als Nächstes erweitern wir
die Färbung g zu einer Färbung g :

(
Am+1
k

)
→ C. Die noch nicht gefärbten Elemente

K ∈
(
Am+1
k

)
enthalten alle das Element am+1. Hiervon gibt es also

(
m
k−1

)
Stück. Wir

suchen eine Teilmenge Bm+1 ⊆ Bm \ {am+1}maximaler Größe mit der Eigenschaft,
dass für alleK ∈

(
Am+1
k

)
und alle b ∈ Bm+1 der Wert f(K, b) identisch ist. Die Menge

Bm+1 muss existieren, kann aber leer sein. Nachdem wir ein solches Bm+1 gefunden
haben, erweitern wir die Färbung g, indem wir für jedes K ∈

(
Am+1
k

)
mit am+1 ∈ K

diejenige Farbe γ ∈ C wählen, für die für alle b ∈ Bm+1 die Bedingung f(K, b) = γ
erfüllt ist (wenn Bm+1 leer ist, dann wählen wir γ ∈ C beliebig). Es gelten erneut alle
drei Bedingungen, denn genau so wurde Bm+1 konstruiert.

Nehmen wir zunächst an, die Mengen Bm wären stets groß genug und wir hätten
die Menge Ark konstruiert. Nach Definition von rk finden wir für Ark mit Färbung g
eine monochromatische Teilmenge X mitn Elementen. Es gibt also eine Farbe γ ∈ C
mit g(K) = γ für alle K ∈

(
X
k

)
. Betrachten wir jetzt ein Element aus

(
X
k+1

)
, so kön-

nen wir dieses als Paar (K, b) mit K ∈
(
X
k

)
und max(K) < b schreiben. Aus den
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Invarianten (2) und (3) erhalten wir

f(K, b) = g(K) = γ
Dies zeigt, dassX auch für die Färbung f monochromatisch ist.

Eine Frage bleibt: Wie groß muss Bm sein, um eine genügend große Menge Bm+1

zu garantieren? Angenommen, wir wollen nur ein einziges K ∈
(
Am+1
k

)
färben und

danach noch r Elemente in Bm+1 garantieren. Nach dem Schubfachschluss reichen
c(r −1)+1 Elemente in Bm \{am+1}. Da c ≥ 2 ist, ist jede Menge Bm mit |Bm| ≥ cr
ausreichend groß. Nun haben wir nicht nur ein Element, sondern

(
m
k−1

)
Elemente zu

färben. Soll also Bm+1 am Ende noch r Elemente enthalten, so genügt es, wenn Bm
mindestens c(

m
k−1)r Elemente enthält. Um die Invariante (1) fürm = rk zu gewähr-

leisten, muss V so groß sein, dass Brk−1 ≠ ∅ garantiert werden kann. Nach obiger
Argumentation genügt hierfür

|V | ≥
∏
m<rk

c(
m
k−1) = c(

rk
k )

Die zweite Abschätzung ist hierbei gerade die Formel zur oberen Summation, Satz 4.7.
Deshalb gilt Rk+1,c(n) ≤ c(

rk
k ).

Über das genaue Wachstum der Ramsey-Zahlen ist wenig bekannt. Die hier ange-
gebenen oberen Schranken wachsen exorbitant schnell. Es scheint allerdings kaum
möglich, sie substantiell zu verbessern. Der wichtigste Fall ist sicher k = 2, denn dies
betrifft die Färbung von Graphen. Hier liefert unsere Herleitung die Schranke:

R2,c(n) ≤ 2nc log c

Satz 6.30 zeigt, dass diese Abschätzung schon ganz moderat ist.

Satz 6.30 (Erdős 1947). Fürn ≥ 2 gilt R2,2(n) ≥ 2
n
2 .

Beweis. Wegen Beispiel 6.28 können wirn ≥ 4 annehmen. Wir betrachten einen voll-
ständigen GraphKm mit einer festen Knotenmenge. Es existieren 2(

m
2) Färbungen der

Kanten von Km mit 2 Farben. Sei Kn ein fester Untergraph von Km. Dann existieren
mindestens 2(

m
2)−(n2)+1 Färbungen, bei denen Kn monochromatisch ist. Es gibt

(
m
n

)
viele vollständige Untergraphen von Km, deren Größe n ist. Damit bei jeder Färbung
eine einfarbige Teilmenge der Größe n existiert, muss deshalb

(
m
n

)
· 2(

m
2)−(n2)+1 ≥

2(
m
2 ) gelten. Fürm < 2

n
2 ergibt sich aber:(

m
n

)
· 2(

m
2)−(n2)+1

2(
m
2)

≤ mn

2n−1
· 2−(

n
2)+1 da n! ≥ 2n−1

<
2
n2

2

2n−1
· 2−

n2

2 + n2 +1 dam< 2
n
2

= 2−n+
n
2 +2

≤ 1 da n ≥ 4
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Also mussm ≥ 2
n
2 gelten, damit jede Färbung des Km einen monochromatischen

Untergraph Kn enthält.

Da die Ramsey-Zahlen so riesig sind, ergeben sich Anwendungen häufig erst für
unendliche Objekte. Wir beschließen diesen Abschnitt daher mit Aussage 6.31.

Satz 6.31 (Ramsey 1930; unendliche Version). Sei V eine unendliche Menge und f :(
V
k

)
→ C eine Färbung mit endlich vielen Farben. Dann gibt es eine unendliche mono-

chromatische Teilmenge von V .

Beweis. Aus dem Satz von Ramsey 6.29 folgt sofort, dass es beliebig große mono-
chromatische Teilmengen gibt, aber diese könnten alle nebeneinander liegen. Es ist
nicht unmittelbar klar, dass es eine unendliche monochromatische Teilmenge gibt.
Betrachten wir daher nochmals den Beweis von Satz 6.29. Da V unendlich ist, kön-
nen wir eine unendliche Folge A0 ⊊ A1 ⊊ · · · definieren und finden damit eine un-
endliche Teilmenge A = ⋃

mAm. Bei Invariante (1) wird hier gewährleistet, dass Bm
unendlich ist. Mit Induktion nach k gibt es bezüglich g eine unendliche monochro-
matische Teilmenge X ⊆ A und diese ist mit demselben Argument wie oben auch
monochromatisch für f .

Aufgaben

6.1. Wieviele Graphen mit der Knotenmenge {1, . . . , n} gibt es?
6.2. Fürn ≥ 1 sei Vn die Menge aller Teilmengen von {1, . . . , n}. Sei Gn der Graph
mit der Knotenmenge Vn, für den zwei Knoten A und B genau dann durch eine Kante
verbunden sind, wenn A∩ B = ∅ gilt.

(a) Zeichnen Sie den GraphenG3.

(b) Wie viele Knoten und wie viele Kanten hat der GraphGn?

6.3. Sei G = (V , E) ein Graph, bei dem jeder Knoten mindestens den Grad 4 hat.

(a) Zeigen Sie, dass |E| ≥ 2|V | gilt.
(b) Zeigen Sie, dass für alle n ≥ 5 ein Graph mit n Knoten existiert, so dass jeder

Knoten den Grad 4 hat.

6.4. SeiG = (V , E) ein zusammenhängender Graphmit |V | ≥ 3, der nicht vollstän-
dig ist. Zeigen Sie, dass es dann drei Knoten u,v,w ∈ V gibt mit uv ∈ E, vw ∈ E
und uw �∈ E.
6.5. Sei G = (V , E) ein beliebiger ungerichteter Graph. Zeigen Sie, dass G oder der
komplementäre GraphG zusammenhängend ist.

6.6. Sei G = (V , E) ein endlicher Graph. Mit �(G) bezeichnen wir die Länge eines
längsten einfachenWeges, d. h., für alle einfachenWege v0 · · ·v� inG gilt � ≤ �(G).
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Zeigen Sie, dass für einen zusammenhängenden Graphen G zwei einfache Wege der
Länge �(G) stets einen gemeinsamen Knoten haben.

6.7. Zeigen Sie, dass in einem ungerichteten Graph G = (V , E) entweder weniger
als zwei Knoten vorhanden sind oder mindestens zwei Knoten den gleichen Grad ha-
ben.

6.8. Eine Brücke in einem zusammenhängenden GraphenG = (V , E) ist eine Kante
e ∈ E, für die der GraphG′ = (V , E \ {e}) nicht mehr zusammenhängend ist. Zeigen
Sie, dass ein Graph, in dem alle Knoten geraden Grad haben, keine Brücke enthält.

6.9. (De Bruijn-Folgen) Sei Σ ein endliches Alphabet. Zeigen Sie: Es existiert ein
Wortw ∈ Σ∗ der Länge |w| = |Σ|k + k − 1, welches jedes Wort der Länge k genau
einmal als Faktor enthält.

6.10. SeiG ein zusammenhängender Graph, bei dem jeder Knoten geraden Grad hat.
Geben Sie einen Algorithmus mit linearer Laufzeit an, der auf Eingabe von G einen
Eulerkreis berechnet.

6.11. Seiϕ eine bijektive Funktion, die den 12 Kanten eines Würfels ein Gewicht aus
der Menge {1, . . . ,12} zuordnet. Zeigen Sie, dass es stets zwei Ecken gibt, für die die
Gewichtssumme der inzidenten Kanten verschieden ist.

6.12. Seien n ≥ 0 und d1, . . . , dn ∈ N \ {0}. Zeigen Sie, dass genau dann ein Baum
mit n Knoten und den Knotengraden d1, . . . , dn existiert, wenn

∑n
i=1 di = 2n − 2

gilt.

6.13. Ein Automorphismus eines Graphen (V , E) ist eine bijektive Abbildung ϕ :

V → V mit
∀x,y ∈ V : {x,y} ∈ E � {ϕ(x),ϕ(y)} ∈ E

Sei G = (V , E) ein Baum und sei ϕ ein Automorphismus von G. Zeigen Sie, dass
dannϕ einen Knoten von G oder eine Kante von G auf sich selbst abbildet.

6.14. Seien M = {1, . . . , n}, 1 ≤ � ≤ n und A1, . . . , A� paarweise verschiedene
Teilmengen vonM. Zeigen Sie, dass ein Element x ∈ M existiert, so dass die Mengen
A1 \ {x}, . . . , A� \ {x} paarweise verschieden sind.
6.15. Seien {P1, . . . , Pm} und {Q1, . . . ,Qm} zwei Partitionenen einer endlichenMen-
geM, so dass alle Klassen Pi undQi jeweils genau k Elemente enthalten. Zeigen Sie,
dass ein gemeinsames Vertretersystem für die beiden Partitionen existiert.
Hinweis: Elemente v1, . . . , vm ∈M bilden einVertretersystemeiner Partition {P1, . . . ,
Pm} vonM, falls für jede Klasse Pi genau ein Vertreter vj mit vj ∈ Pi existiert.
6.16. Zeigen Sie, dass das Gale-Shapley-Verfahren aus Satz 6.12 für die Menge A der
Frauen denkbar ungünstig ist. Ist a ∈ A am Ende mit b verheiratet, so hat b aus
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158 Graphentheorie

ihrer Sicht die niedrigste Präferenz unter allen Partnern, die in einer stabilen Heirat
möglich sind.

6.17. Sei G ein zusammenhängender planarer Graph mit n Knoten und f Facetten
(Gebieten).

(a) Zeigen Sie: f ≤ 2n− 4.

(b) Sei n gerade. Zeigen Sie: Wenn die eine Hälfte der Knoten den Grad d und die
andere Hälfte der Knoten den Grad 2d hat, dann gilt d ≤ 3.

(c) Geben Sie einen zusammenhängenden planaren Graphen ohne Schlingen und
Mehrfachkanten mit 12 Knoten an, so dass 6 Knoten den Grad 3 und 6 Knoten
den Grad 6 haben.

6.18. Sei G ein einfacher planare Graph mit n Knoten,m Kanten, f Facetten und z
Zusammenhangskomponenten. Zeigen Sie: n−m+ f − z = 1.

6.19. In der Ebene (bzw. auf der Kugeloberfläche) können bereits dieGraphenK5 und
K3,3 nicht ohne Kantenüberschneidung gezeichnet werden. Zeigen Sie, dass man auf
der Torusoberfläche sogar die Graphen K7 und K4,4 kreuzungsfrei einbetten kann.

6.20. Zeigen Sie, dass es bis auf Isomorphie nur endlich viele Graphen G gibt, so
dass sowohlG als auchG planar sind.

6.21. (Satz von Wernicke, 1904) Sei G = (V , E) ein planarer Graph mit Minimalgrad
dx ≥ 5 für alle x ∈ V . Zeigen Sie, dass eine Kante xy ∈ E existiert mit dx = 5 und
dy ≤ 6.

6.22. Ein Turnier ist ein gerichteter GraphG = (V , E) ohne Schlingen undMehrfach-
kanten, der für alle u,v ∈ V mit u ≠ v genau eines der beiden Paare (u, v) und
(v,u) als Kante enthält. Es gilt also jeweils (u, v) ∈ E � (v,u) �∈ E. Ist V eine
Menge von Spielern und hat am Ende eines Turniers jeder gegen jeden gespielt, so
soll (u, v) ∈ E bedeuten, dass u gegen v gewonnen hat. Zeigen Sie für ein Turnier
G = (V , E):
(a) (Rédei 1934) Jedes Turnier besitzt einen gerichteten Hamiltonpfad. Es existiert

also ein Pfad inG, der jeden Knoten genau einmal besucht.

(b) Es existiert ein Knoten v ∈ V , genannt der Lion King, von dem aus jeder andere
Knoten durch einen Pfad der Länge ≤ 2 erreicht werden kann.

6.23. SeiM ⊆ {1, . . . ,2n} eine Teilmenge mit n+ 1 Elementen. Zeigen Sie:

(a) M enthält ein Paar aufeinander folgender Zahlen.

(b) M enthält zwei Zahlen, deren Summe 2n+ 1 ist.

(c) M enthält zwei Zahlen k und �, so dass k ein Teiler von � ist.
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6.24. Zeigen Sie:
(a) Es gibt einen Graph mit 8 Knoten ohne eine Clique der Größe 3 und ohne eine

unabhängige Menge der Größe 4.

(b) Jeder Graph mit 9 Knoten hat eine Clique der Größe 3 oder eine unabhängige
Menge der Größe 4.

6.25. Sei c : N → {1, . . . , k} eine beliebige Färbung mit k Farben. Zeigen Sie, dass
x,y, z ∈ N existieren mit x + y = z und c(x) = c(y) = c(z).
6.26. Sei 0 < p < 1 beliebig, und sei V eine Knotenmenge mit n Knoten. Im Folgen-
den betrachten wir das Zufallsexperiment, bei dem zwischen je zwei verschiedenen
Knoten x,y ∈ V eine Kante xy (unabhängig von anderen Kanten) mit Wahrschein-
lichkeitp gesetzt wird. SeiG = (V , E) der resultierende Graph. Zeigen Sie: Fürn →∞
gilt

Pr
[
G ist zusammenhängend

]→ 1

Zusammenfassung

Begriffe

– GraphG
– Knoten V
– Kanten E
– Pfad
– zusammenhängend
– Grad dx
– Eulerkreis
– Hamiltonkreis
– Baum

– Spannbaum
– bipartit
– (perfektes) Matching
– Heiratsbedingung
– stabile Heirat
– Separator
– Kantenzug
– Kantengraph
– Schnitt

– Fluss
– Flussnetzwerk
– planar
– Facette
– Färbung
– Ramsey-Zahl Rk,c(n)
– monochromatisch
– Clique
– unabhängige Menge

Methoden und Resultate

– Handschlaglemma:
∑
x∈V dx = 2|E|

– Eulerkreis � zusammenhängend und alle Knoten haben geraden Grad
– Ore: Für alle x ≠ y mit xy �∈ E gilt dx + dy ≥ |V | ⇒ Hamiltonkreis
– Baum � zusammenhängend und |E| = |V | − 1

– Heiratssatz: Heiratsbedingung � perfektes Matching
– Bein Frauen und nMännern gibt es stets eine stabile Heirat.
– Der Gale-Shapley-Algorithmus berechnet eine stabile Heirat inO(n2) Schritten.
– Menger: MinimaleGröße einesAB-Separators=maximaleAnzahl disjunkterAB-

Pfade
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160 Graphentheorie

– Max-Flow-Min-Cut-Theorem: Minimales Gewicht eines st-Schnitts=maximaler
Wert eines st-Flusses

– Der Algorithmus von Dinitz berechnet einenmaximalen Fluss inO(mn2) Schrit-
ten.

– Eulerformel: G ≠∅ zusammenhängend und planar ⇒ n−m + f = 2

– G planar und n ≥ 3 ⇒ m ≤ 3n− 6

– K5 und K3,3 sind nicht planar
– G ≠∅ planar ⇒ ∃x ∈ V : dx ≤ 5

– Fünffarbensatz: Planare Graphen sind 5-färbbar.
– Planares Separator-Theorem:G planar ⇒ ∃ Zerlegung V = A∪B∪C mit |A| <

2n/3, |B| < 2n/3, |C| ≤ √8n und A× B ∩ E = ∅
– Ramsey: ∀k, c, n ∈ N ∃Rk,c(n) ∈ N: Wenn |V | ≥ Rk,c(n), dann besitzt jede

Färbung von
(
V
k

)
eine monochromatische Teilmenge X ⊆ V mit |X| = n

– 2
n
2 ≤ R2,2(n) ≤ 22n

– Ramsey (unendliche Version): V unendlich ⇒ Jede Färbung von
(
V
k

)
mit endlich

vielen Farben besitzt eine unendliche monochromatische Teilmenge X ⊆ V .
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7 Ordnungsstrukturen und Verbände
In diesem Kapitel untersuchen wir Halbordnungen. Dies sind Strukturen, welche be-
sonders gut dafür geeignet sind, Reihenfolgen undKausalitäten sowie Enthaltenseins-
beziehungen und Größenvergleiche abstrakt zu analysieren. Ein besonderes Augen-
merk legen wir auf vollständige Halbordnungen und Verbände. Wir beweisen den
Fixpunktsatz von Kleene und zeigen eine Anwendung für die Semantik von Program-
miersprachen; und wir beweisen den Fixpunktsatz von Knaster und Tarski für voll-
ständige Verbände. Danach untersuchen wir allgemeine boolesche Verbände und zei-
gen unter anderem den Satz von Stone, dass jeder endliche boolesche Verband als
ein Potenzmengenverband realisiert werden kann. Insbesondere hat jeder endliche
boolesche Verband genau 2n Elemente für einn ∈ N. Zum Abschluss leiten wir noch
den allgemeinen Darstellungssatz von Stone her, der jeden booleschen Verband als
Mengenverband realisiert.

7.1 Halbordnungen

Eine Halbordnung (oder partielle Ordnung) ist eine MengeM zusammenmit einer Re-
lation R ⊆ M ×M, die reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist. Es gelten also für
alle x,y, z ∈ M die Beziehungen:
– (x, x) ∈ R,
– wenn (x,y) ∈ R und (y, z) ∈ R, dann ist auch (x, z) ∈ R,
– wenn (x,y) ∈ R und (y,x) ∈ R, dann gilt x = y .

Ist (M,R) eine Halbordnung, so ist es auch (M,R−1), wobeiR−1 wie üblich die inver-
se Relation R−1 = {(y, x) ∈M ×M | (x,y) ∈ R} bezeichnet. Häufig schreiben wir
≤ für die Relation R und dann steht x < y für x ≤ y ∧ x ≠ y . Zwei Elemente hei-
ßen unvergleichbar, wenn weder x ≤ y noch y ≤ x gilt. Eine Halbordnung (M,≤)
heißt lineare oder totale Ordnung, wenn je zwei Elemente von M vergleichbar sind,
also stets x ≤ y oder y ≤ x gilt.

Eine Halbordnung (M,≤) heißt wohlfundiert, wenn jede nichtleere Teilmenge
X ⊆ M minimale Elemente enthält. Ein Element x ∈ X ist minimal in X, wenn es
kein y ∈ X mit y < x gibt. Analog werdenmaximale Elemente definiert. EineWohl-
ordnung ist eine wohlfundierte lineare Ordnung. Insbesondere enthält jede nichtleere
Teilmenge einerWohlordnung genau einminimales Element.Wir benutzen denWohl-
ordnungssatz der Mengenlehre. Dieser ist äquivalent zum Auswahlaxiom und besagt,
dass sich jede MengeM mit einer Wohlordnung versehen lässt. Für abzählbare Men-
gen ist der Wohlordnungssatz trivial, da die natürlichen Zahlen wohlgeordnet sind.

Beispiel 7.1. Die Zahlenbereiche N, Z, Q und R sind lineare Ordnungen mit der üb-
lichen Relation „≤“. Hierunter ist nur das Paar (N,≤) eine Wohlordnung. Auf N er-
halten wir durch die Teilerrelationm |n eine Halbordnung mit 1 als kleinstem und 0
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162 Ordnungsstrukturen und Verbände

als größtem Element. Für eine beliebige MengeM definiert die Inklusion „⊆“ auf der
Potenzmenge 2M eine Halbordnung.

Seien (Mi,Ri) Halbordnungen für i ∈ I, wobei I eine beliebige Indexmenge ist.
Dann definiert man auf dem kartesischen Produkt

∏
i∈I Mi eine Halbordnung R wie

folgt:
R = {

((xi)i∈I , (yi)i∈I)
∣∣ ∀i ∈ I : (xi,yi) ∈ Ri

}
Wie eben seien (Mi, Ri)Halbordnungen für i ∈ I. Wir nehmen an, dass fast alle (also
alle bis auf endlich viele Ausnahmen) der Mi ein kleinstes Element ⊥ haben. Dann
definieren wir ∐

i∈I
Mi =

{
(xi) ∈

∏
i∈I
Mi

∣∣∣ xi = ⊥ für fast alle i ∈ I
}

Damit ist
∐
i∈I Mi eine Halbordnung. Dies ist eine Unterhalbordnung von

∏
i∈I Mi.

Beide Halbordnungen haben ein kleinstes Element, wenn alle Mi ein kleinstes Ele-
ment besitzen.

Beschreibt man eine positive natürliche Zahl n durch ihre Primfaktorzerlegung∏
pnp , wobei p die Primzahlen P durchläuft, so wird die Teilbarkeitsrelation auf

N \ {0} zur partiellen Ordnung∐p∈P(N,≤). Hierfür beachte man, dass 1 das kleins-
te Element von (N, | ) ist und dass bei einer Primfaktorzerlegung fast alle Exponen-
ten np gleich Null sind. ♦

Zur graphischen Darstellung einer endlichen nichtleeren Halbordnung (M,≤)
verwendet man häufig ihr Hasse-Diagramm. Diese Darstellung geht auf den Zahlen-
theoretiker Helmut Hasse (1898–1979) zurück und spiegelt die Nachbarschaftsrela-
tion einer Halbordnung wider. Hierbei heißt x unterer Nachbar von y (in Zeichen
x � y), wenn x < y gilt und es kein z ∈ M mit x < z < y gibt. Entsprechend ist y
ein oberer Nachbar von x wenn x � y gilt.

DasHasse-Diagrammerhaltenwirwie folgt: Für jedes Element zeichnenwir einen
Punkt in der Ebene und markieren ihn gegebenfalls mit dem zugeordneten Element.
Punkte x,y werden genau dann auch durch eine Strecke verbunden, wenn x � y
gilt. Um die Ordnung eindeutig aus ihrem Hasse-Diagramm rekonstruieren zu kön-
nen, vereinbaren wir, dass y oberhalb von x zu zeichnen ist, wenn x < y gilt. Da-
mit erhalten wir x < y genau dann, wenn man im Diagramm von x aus von unten
nach oben über eine Folge von Strecken zu y gelangen kann. Für unendliche Halb-
ordnungen ist nicht gesagt, dass überhaupt Paare benachbarter Elemente existieren,
betrachte etwa (Q,≤).

Wir betrachten nun zwei Beispiele für Hasse-Diagramme. Für drei Elemente ha-
ben wir fünf mögliche Hasse-Diagramme:
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SeiM = {1,2, . . . ,10} versehen mit der Teilbarkeitsordnung. Wir erhalten folgendes
Hasse-Diagramm:

1

2

4

8

5

10

7
3

69

Sei (M,≤) eine Halbordnung. Eine Kette K ist eine linear geordnete Teilmenge
von M. Sie heißt maximal, wenn benachbarte Elemente in K auch benachbart in M
sind. In unendlichen Halbordnungen können x und y vergleichbar sein, ohne dass
einemaximale Kette zwischen ihnen existiert. Als Länge einer KetteK bezeichnenwir
die Anzahl der Kanten in ihrem Hasse-Diagramm; die Länge ist also |K| − 1. Besitzt
die Halbordnung ein kleinstes Element ⊥ und ist x ein Element der Halbordnung,
so heißt die Länge einer längsten Kette von ⊥ nach x die Dimension von x und wird
mit dim(x) bezeichnet. Man setzt dim(x) = ∞, falls beliebig lange Ketten existieren.
Formal gilt:

dim(x) = sup { |K| − 1 | K ist eine Kette von⊥ nach x } ∈ N∪ {∞}

Die Dimension von ⊥ ist 0. Im folgenden Beispiel gilt dim(⊥) = 0, dim(a) = 1,
dim(b) = dim(c) = 5 und dim(d) = 6, und es gibt drei maximale Ketten von ⊥
nach d der Längen 4, 5 und 6.

⊥

a

b

d

c

SindR undR′ Halbordnungen auf einer MengeM, so sagen wir, dassR′ eine Ver-
feinerung von R ist, falls R ⊆ R′ gilt. Eine topologische Sortierung oder topologische
Reihenfolge einer endlichen Halbordnung (M, R) ist eine Verfeinerung zu einer linea-
ren Ordnung (M,≤). Häufig schreibt man einfach M = {x0, . . . , xn} und verlangt
R ⊆ {(xi, xj) | 0 ≤ i ≤ j ≤ n}.
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Aus dem Auswahlaxiom folgt, dass für alle Halbordnungen lineare Verfeinerun-
gen existieren. Wir führen dies hier nicht aus. Dafür beweisen wir ein anderes Re-
sultat, welches zeigt, dass sich jede abzählbare Halbordnung nach (Q,≤) einbetten
lässt. Naiv betrachtet ist dies ein sehr erstaunliches Resultat, vor allem wenn man
an die schier unüberschaubaren Möglichkeiten denkt, abzählbare Mengen partiell zu
ordnen.

Satz 7.2. Sei (M,≤) eine abzählbare Halbordnung. Dann gibt es eine injektive Abbil-
dung f :M → [0,1] ⊆ Q mit f(x) < f(y) für alle x < y .

Beweis. Wir können Elemente ⊥ und  neu hinzunehmen. Deshalb können wir an-
nehmen, dass M ein kleinstes Element ⊥ und ein größtes Element  enthält und
|M| ≥ 2 gilt. Wir setzen f(⊥) = 0 und f( ) = 1 und schreiben M = {x1, x2, . . .}
mit x1 = ⊥ und x2 =  und nehmen an, dass die xi paarweise verschieden sind.
Sei n ≥ 3. Induktiv seien n − 1 paarweise verschiedene Zahlen f(xj) im Intervall
[0,1] für 1 ≤ j < n schon definiert, und in diesem Bereich impliziere xi < xj die
Anordnung f(xi) < f(xj). Wir definieren jetzt f(xn) ∈ [0,1] wie folgt. Zunächst
setzen wir:

an = max
{
f(xi)

∣∣∣ xi < xn, 1 ≤ i < n
}

bn = min
{
f(xj)

∣∣∣ xn < xj, 1 ≤ j < n
}

Für 1 ≤ i, j < n folgt aus xi < xn und xn < xj , dass xi < xj und f(xi) < f(xj)
gilt. Dies bedeutet 0 ≤ an < bn ≤ 1 und wir können für f(xn) eine Zahl cn wählen,
die an < cn < bn erfüllt und die von allen f(x0), . . . , f (xn−1) verschieden ist.
Damit ist f : M → [0,1] überall definiert und injektiv. Die Bedingung f(x) < f(y)
für alle x < y gilt nach Konstruktion.

Wenden wir das Verfahren aus dem obigen Beweis auf eine endliche Halbordung
(M,≤) an undmultiplizieren die Zahlen in f(M)mit ihremHauptnenner, so erhalten
wir eine Verfeinerung von (M,≤) in die natürlichen Zahlen und damit eine topologi-
sche Sortierung. Eine andere Methode besteht darin, zunächst ein Hasse-Diagramm
zu zeichnen und dieses um einen möglicherweise unsichtbaren ε-Winkel nach links
zu kippen. Wir nummerieren danach von unten nach oben. Dies ist am folgenden
Beispiel illustriert.

1
2

3
4

5

6
7
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7.2 Vollständige Halbordnungen

In diesem Abschnitt bezeichnen (M,≤) und (M′,≤) stets Halbordnungen. Für Teil-
mengen D ⊆ M bezeichnen wir mit supD die kleinste obere Schranke (Supremum),
sofern sie existiert. Analog bezeichnen wir mit infD die größte untere Schranke (In-
fimum). Die leere Menge hat inM genau dann ein Supremum bzw. Infimum, wennM
ein eindeutiges minimales Element ⊥, bzw. ein eindeutiges maximales Element  ,
enthält. Gibt es diese beiden Elemente, so gilt also sup∅ = ⊥ und inf∅ =  . Eine
TeilmengeD ⊆M heißt gerichtet, falls für allex,y ∈ D ein z ∈ D existiert mitx ≤ z
und y ≤ z. Die leere Menge und Ketten sind gerichtete Teilmengen, ebenso alle Teil-
mengen, die genau ein maximales Element enthalten. In linearen Ordnungen sind
alle Teilmengen gerichtet. Eine Halbordnung (M,≤) heißt vollständig, wenn jede ge-
richtete Teilmenge D ⊆ M eine kleinste obere Schranke hat. Es wird dabei nicht ver-
langt, dass das Supremum supD inD enthalten ist. Insbesondere enthalten vollstän-
dige Halbordnungen ein eindeutig bestimmtes kleinstes Element sup∅ = ⊥. Eine
vollständige Halbordnung wird in der Literatur auch als CPO bezeichnet (engl. com-
plete partial order).

Die lineare Ordnung (N,≤) ist keine vollständige Halbordnung, aber (N ∪ {∞},
≤) ist eine mit ⊥ = 0 und  = ∞. Endliche nichtleere gerichtete Teilmengen von M
besitzen genau ein maximales Element. Insbesondere sind endliche Halbordnungen
genau dann vollständig, wenn sie ein eindeutig bestimmtes kleinstes Element be-
sitzen. Das kartesische Produkt M × M′ vollständiger Halbordnungen mit kompo-
nentenweiser Ordnung ist eine vollständige Halbordnung. Sei Σ ein Alphabet und
(Σ∗,≤) die Menge der Wörter mit der Präfixordnung. Dann ist das leere Wort das
kleinste Element, aber (Σ∗,≤) ist nicht vollständig. Indem wir die unendlichen Se-
quenzen hinzunehmen erhalten wir eine vollständige Halbordnung (Σ∞,≤). Hierbei
ist Σ∞ = Σ∗∪Σω die Mengen aller endlichen und aller unendlichenWörter über dem
Alphabet Σ.

Seien (M,≤) und (M′,≤) vollständige Halbordnungen. Eine Abbildung f : M →
M′ zwischen Halbordnungen heißt monoton, falls f(x) ≤ f(y) für alle x ≤ y gilt.
Ist f monoton und D ⊆ M gerichtet, so ist auch f(D) gerichtet. Sind M und M′

jeweils vollständige Halbordnungen, so gilt dann supf(D) ≤ f(supD), da x ≤
supD für alle x ∈ D. Die Abbildung f : M → M′ heißt stetig, falls f monoton ist
und supf(D) = f(supD) für jede nichtleere gerichtete Teilmenge D ⊆ M gilt. Wir
verlangen also nicht, dass stetige Abbildungen kleinste Elemente aufeinander abbil-
den. Bei einigen Autoren sind gerichtete Mengen niemals leer, dann wird dieser Hin-
weis überflüssig; aber im Gegenzug muss man dann betonen, dass eine vollständige
Halbordnung ein kleinstes Element hat.

Ist M eine vollständige Halbordnung, so reicht die Stetigkeit einer Abbildung
f : M → M, um durch eine iterierte Anwendung von f auf das kleinste Element ⊥
eine monoton wachsende Folge zu definieren, deren Supremum der dann eindeutig
bestimmte kleinste Fixpunkt ist. Dies ist der Inhalt des Satzes 7.3. Dabei heißt wie üb-
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lichx ∈ M ein Fixpunkt, falls f(x) = x gilt. Er ist benannt nach Stephen Cole Kleene
(1909–1994).

Satz 7.3 (Fixpunktsatz von Kleene). Es sei (M,≤) eine vollständige Halbordnung und
f :M → M stetig. Dann ist xf = sup{f i(⊥) | i ≥ 0} der eindeutig bestimmte kleinste
Fixpunkt von f .

Beweis. Da ⊥ das kleinste Element ist, gilt zunächst ⊥ ≤ f(⊥). Aufgrund der Mono-
tonie von f folgt mit Induktion die Aussage f i(⊥) ≤ f i+1(⊥) für alle i ∈ N. Also ist
⊥ = f 0(⊥) ≤ f 1(⊥) ≤ f 2(⊥) ≤ · · · eine Kette, die in der vollständige Halbordnung
ein Supremum xf = sup{f i(⊥) | i ≥ 0} besitzt. Jetzt nutzen wir die Stetigkeit von f
aus und erhalten:

f(xf ) = f
(

sup{f i(⊥) | i ≥ 0}) = sup
{
f i+1(⊥) | i ≥ 0

} = xf
Also ist xf ein Fixpunkt von f . Sei jetzt y ein weiterer Fixpunkt von f . Dann gilt ⊥
≤ y und damitf i(⊥) ≤ f i(y) = y für alle i ∈ N. Also giltxf = sup{f i(⊥) | i ≥ 0}
≤ y .

7.3 Denotationale Semantik

In der Semantik von Programmiersprachen interessiert man sich nicht für die syntak-
tische Beschreibung eines Programms, sondern versucht „zu verstehen“, was Compu-
ter-Programme „tun“. Die Bedeutung eines Programms wird dann zur Vorschrift, die
gegebene Eingaben in die durch das Programm berechneten Ausgaben überführt. Da
Programme nicht immer terminieren, ist deren Semantik eine nur partiell definierte
Funktion. Tatsächlich ist das sogenannte Halteproblem unentscheidbar. Dies bedeu-
tet, es gibt kein algorithmisches Verfahren, das aus der syntaktischen Beschreibung
eines Programms in einer höheren Programmiersprache (wie etwa Java) bestimmt, ob
das Programm terminiert.

Man kann also nicht für alle Programme die Bedeutung herleiten, aber man kann
die Bedeutung beliebig genau approximieren. Die Idee, mit Hilfe einer denotationa-
len Semantik die Bedeutung von Programmen zu definieren, geht wesentlich auf Da-
na Scott (geb. 1932) zurück. Er entwickelte Ende der 1960er Jahre die Bereichstheorie
und zeigte, wie manmittels kleinster Fixpunkte Berechnungen beliebig genau appro-
ximieren kann. Im Folgenden erklären wir nur, wie man die Bedeutung der while-
Schleife durch einen kleinsten Fixpunkt erklären kann. Dies ist der entscheidende
Schritt in der Theorie von Scott.

Wir starten mit einer abstrakten Menge von Daten Σ und stellen uns vor, dass
gewisse syntaktisch definierte Ausdrücke partiell definierte Funktionen von Σ nach Σ
beschreiben. Die Menge dieser sich ergebenden Funktionen sei F . Bezeichnet
(Σ →p Σ) die Menge der partiell definierten Abbildungen von Σ nach Σ, so gilt F ⊆
(Σ →p Σ). Es geht uns hier nicht um eine genaue Festlegung der Funktionen in F ,
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aber wir nehmen an, dassF eine genügend große Anzahl von Grundfunktionen ent-
hält und dass F unter Komposition abgeschlossen ist. Wir interessieren uns für den
Abschluss von F unter der Hinzunahme von while-Schleifen. Eine while-Schleife be-
steht aus einer booleschen Bedingung und einem Rumpf. Beim Betreten der Schleife
wird zunächst die boolesche Bedingung ausgewertet. Liefert die Auswertung das Er-
gebnis falsch, so wird die Schleife übersprungen, andernfalls wird der Rumpf einmal
ausgeführt und danach die Schleife erneut betreten. Die Schleife terminiert also nur,
wenn die Auswirkung der booleschen Bedingung schließlich falsch wird. Zur Defini-
tion einer while-Schleife benötigen wir nebenF also auch eine Menge berechenbarer
boolescher Funktionen B ⊆ (Σ → B), die uns imWeiteren zur Verfügung stehe. Hier-
bei bezeichnet (Σ → B) die Menge der (totalen) Abbildungen von Σ nach B = {0,1}.
Unter B sollte man sich einfache Auswertungen vorstellen, etwa ob sich ein arithme-
tischer Ausdruck wie X · Y − Z zu einer positiven Zahl auswertet. Für σ ∈ Σ und
b ∈ B ist also ein Wahrheitswert b(σ) = 0 (falsch) oder b(σ) = 1 (wahr) definiert.

Sei b ∈ B und c ∈ F , dann erweitern wirF um das folgende Konstrukt:

while b do c od

Für w = while b do c od müssen wir den Definitionsbereich dom(w) von w und
die Bedeutung w(σ) für σ ∈ dom(w) ⊆ Σ erklären. Dies basiert auf einer Fall-
unterscheidung und einer Rekursion. Für b(σ) = 0 wertet sich die Bedingung zu
„falsch“ aus und die Schleifew wird nicht betreten. Also definieren wir w(σ) = σ
für b(σ) = 0. Im anderen Fall ist b(σ) = 1 und die Schleife wird betreten und zu-
nächst wird der Funktionswert c(σ) berechnet. Ist c(σ) nicht definiert, so wird auch
w(σ) nicht definiert. Ist c(σ) = σ ′ definiert, so erklären wir w(σ) durch w(σ ′),
falls σ ′ ∈ dom(w) gilt.

Wir können dies auch wie folgt ausdrücken. Wir erhalten σ ∈ dom(w) genau
dann, wenn ein t ∈ N existiert mit b(ct(σ)) = 0 und b(ck(σ)) = 1 sowie ck(σ) ∈
dom(c) für alle 0 ≤ k < t. Hierbei ist, wie üblich, c0(σ) = σ und

ck(σ) = c ◦ · · · ◦ c︸ ︷︷ ︸
kmal

(σ)

Der Parameter t misst die „Zeit“ oder genauer die Anzahl der Schleifendurchläufe
vonw, wenn wir bei σ ∈ Σ beginnen. Gilt σ ∈ dom(w), so ist t eindeutig definiert
und wir könnenw(σ) = ct(σ) setzen.

Die denotationale Semantik nach Scott geht wie folgt vor. Zunächst wird (Σ →p
Σ) mit einer partiellen Ordnung versehen. Wir setzen f ! g, falls die folgenden bei-
den Bedingungen gelten:
– Der Definitionsbereich dom(f) von f ist eine Teilmenge von dom(g).
– Für alle x ∈ dom(f) gilt f(x) = g(x).

Dies bedeutet, es gilt f ! g genau dann, wenn der Graph von f eine Teilmenge des
Graphen von g ist. Man beachte, ist f total definiert und gilt f ! g, so muss schon
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168 Ordnungsstrukturen und Verbände

f = g gelten. Allgemeiner stellen wir fest: Gilt f ! g und dom(g) ⊆ dom(f), so
ist f = g.

Die Halbordnung der partiell definierten Abbildungen ((Σ →p Σ),!) ist voll-
ständig: Sei D = {fi | i ∈ I} ⊆ (Σ →p Σ) gerichtet. Dann ergibt sich f = supD mit
f : Σ →p Σ wie folgt. Wir setzen dom(f) = ⋃

i∈I dom(fi). Für x ∈ dom(f) wähle
ein i ∈ I mit x ∈ dom(fi). Setze f(x) = fi(x). Diese Wahl hängt nicht von i ab.
Denn sei x ∈ dom(fi) und x ∈ dom(fj), dann wähle fk ∈ D mit fi ! fk und
fj ! fk. Es gilt x ∈ dom(fk) und fi(x) = fk(x) = fj(x). Wegen fi(x) = fj(x) ist
f(x) wohldefiniert.

Für b ∈ B und c ∈ F definieren wir einen Operator Γb,c von (Σ →p Σ) nach
(Σ →p Σ)wie folgt:

Γb,c(g)(σ) =
⎧⎨⎩σ falls b(σ) = 0

g(c(σ)) sonst

Eine leichte Rechnung zeigt, dass der Operator Γb,c stetig ist. Wir wissen also nach
demKleene’schen Fixpunktsatz 7.3, dass Γb,c einen kleinsten Fixpunkt in der vollstän-
digen Halbordnung (Σ →p Σ) hat. Dieser Fixpunkt ist genau die Semantik der while-
Schleife. Dies wird in Satz 7.4 gezeigt, der aufgrund seiner fundamentalen Bedeutung
für die Entwicklung dieser Theorie als Hauptsatz der denotationalen Semantik gelten
kann.

Satz 7.4. Sei c ∈ F undw = while b do c od, dann ist die partiell definierte Funktion
w ∈ (Σ→p Σ) der kleinste Fixpunkt des Operators Γb,c .
Beweis. Die Definitionw ∈ F wurde oben angegeben und zeigt:

w(σ) =
⎧⎨⎩σ falls b(σ) = 0

w(c(σ)) sonst

Also gilt Γb,c(w) = w undw ist ein Fixpunkt von Γb,c . Für den Satz müssen wir nur
zeigen, dass die Inklusion der Definitionsbereiche dom(w) ⊆ dom(g) gilt, wenn g
der kleinste Fixpunkt von Γb,c ist. NachdemKleene’schen Fixpunktsatz ist dom(g) =⋃
i∈N dom(Γ ib,c(⊥). Sei σ ∈ dom(w). Wir zeigen σ ∈ dom(Γ ib,c(⊥)) für ein i ≥ 0.
Wegen σ ∈ dom(w) gibt es nach der Definition von w(σ) ein eindeutig be-

stimmtes t ∈ N (dies ist die Zahl der „Schleifendurchläufe“) mit b(ct(σ)) = 0

und b(ck(σ)) = 1 sowie ck(σ) ∈ dom(c) für alle 0 ≤ k < t. Wir beweisen σ ∈
dom(Γ t+1

b,c (⊥))mit Induktion nach t. Für t = 0 ist b(σ) = 0 und σ ∈ dom(Γb,c(⊥))
= {σ ∈ Σ | b(σ) = 0}.

Sei jetzt t ≥ 1. Insbesondere gilt b(σ) = 1 und σ ′ = c(σ) ist definiert. Fer-
ner giltw(σ ′) = w(σ) und σ ′ ∈ dom(w). Mit Induktion nach t erhalten wir σ ′ ∈
dom(Γ tb,c(⊥)). Wegen b(σ) = 1 ist Γ t+1

b,c (⊥)(σ) = Γb,c(Γ tb,c(⊥)(σ)) = Γ tb,c(⊥)(c(σ))
= Γ tb,c(⊥)(σ ′). Also ist σ ∈ dom(Γ t+1

b,c (⊥)) und der Satz ist bewiesen.

Unauthenticated
Download Date | 4/24/16 1:27 PM



�

�
“main” — 2013/3/11 — 14:49 — page 169 — #181

�

�

�

�

�

�

Kleinste Fixpunkte für monotone Abbildungen 169

Betrachten wir die Fakultätsfunktion als Beispiel mit Σ = N{X,Y}.
w =while X > 0 do

Y := Y ·X;
X := X − 1

od
Die Semantikfunktion von w berechnet also die Wirkung auf zwei Programm-

parameter X und Y . Wir fassen Σ daher als die Menge N2 auf. Hierbei bedeutet ein
Paar (m,n), dass X den Wertm und Y den Wert n hat. Für das obige Programm be-
haupten wirw(m,n) = (0, n ·m!). Die Fakultätm! wird demnach durchw(m,1)
berechnet, wenn am Ende der Wert von Y ausgegeben wird. Zunächst sehen wir, dass
die Semantik der Schleife w total definiert ist, denn die Schleife terminiert auf al-
len Eingaben. Betrachte jetzt die Funktion f : Σ → Σ mit f(m,n) = (0, n ·m!).
Da w überall definiert ist, folgt die Behauptung, wenn wir Γb,c(f) = f zeigen kön-
nen. Die boolesche Bedingung b ist hierbei die Auswertung von X > 0 und es gilt
c(m,n) = (m − 1, nm). Für b(m,n) = 0 istm = 0. Also ist

(
Γb,c(f)

)
(0, n) =

(0, n) = (0, n · 0!) = f(0, n). Für m > 0 ist
(
Γb,c

)
(f)(m,n) = f(c(m,n)) =

f(m−1, nm) = (0, nm · (m−1)!) = (0, n ·m!). Dies zeigt, dass das Programmw
in der Tat Fakultät berechnet.

Programmstücke der Formwhile b do c odwerden übersprungen, wenn sich die
Bedingung b stets zu falsch ergibt. Ein Problem ist, dass wir diese Eigenschaft arith-
metischer Ausdrücke algorithmisch gar nicht überprüfen können. Dies ergibt sich aus
dem berühmten Gödel’schen Unvollständigkeitssatz. Kurt FriedrichGödel (1906–1978)
veröffentlichte dieses Resultat in seiner vielleicht wichtigsten Arbeit, die er bereits im
Alter von 25 Jahrenmit dem Titel Über formal unentscheidbare Sätze der Principia ma-
thematica und verwandter Systeme verfasste.

7.4 Kleinste Fixpunkte für monotone Abbildungen

Der Kleene’sche Fixpunktsatz liefert die Existenz kleinster Fixpunkte für stetige Ab-
bildungen in vollständigen Halbordnungen. Er sagt uns aber mehr, denn der Fix-
punktsatz von Kleene liefert auch die Approximation, dass der kleinste Fixpunkt das
Supremum der Menge {f i(⊥) | i ∈ N} ist. Ist (M,≤) vollständig und die Abbildung
f : M → M monoton, aber nicht stetig, so kann die letzte Aussage falsch sein. Er-
weitere etwa die natürliche Ordnung (N,≤) zu (M,≤) = (N ∪ {ω1,ω2},≤), wobei
n < ω1 < ω2 für alle n ∈ N gelte. Dann ist (M,≤) eine vollständige Halbordnung,
und f(n) = n + 1, f(ω1) = f(ω2) = ω2 definiert eine monotone Abbildung. Es
gilt ⊥ = 0 und ω1 = sup{f i(0) | i ∈ N}, aber ω1 ist kein Fixpunkt, sondern der
einzige Fixpunkt istω2.

Sei jetzt (M,≤) eine beliebige vollständige Halbordnungmit kleinstem Element⊥
und f : M → M eine monotone Abbildung. Setze f 0 = ⊥ und f i+1 = f(f i)
für i ∈ N. Dann gilt f i ≤ f i+1 und daher existiert fω = sup{f i | i ≥ 0}. Gilt
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f(fω) = fω, so ist fω ein kleinster Fixpunkt. Im anderen Fall gilt fω < f(fω),
und wir können eine neue Fixpunktiteration bei fω starten, denn es gilt fω ≤ x
für alle Fixpunkte x von f . Auch nach der zweiten Iteration müssen wir keinen Fix-
punkt gefunden haben. Dann starten wir die dritte und so fort. Transfinite Induktion
erlaubt nun, das obige Verfahren beliebig oft zu iterieren, um auf diesemWege zu ei-
nem kleinsten Fixpunkt zu gelangen. Wir halten dies in Satz 7.5 fest. Der hier geführte
Beweis von Satz 7.5 benutzt den Wohlordnungssatz. Damit ist die Beweisführung ei-
ne Standardroutine für Wohlordnungen analog zum Beweis des Fixpunktsatzes von
Kleene.

Satz 7.5. Sei (M,≤) eine vollständige Halbordnung und f : M → M eine monotone
Abbildung. Dann existiert ein eindeutig bestimmter kleinster Fixpunkt.

Beweis. Sei Ω zunächst eine beliebige wohlgeordnete Menge. Das heißt, Ω ist linear
geordnet und jede nichtleere Teilmenge von Ω hat ein eindeutig bestimmtes mini-
males Element. Als Nächstes definieren wir eine Abbildung Ω → M, α �→ fα und
später werden wir Ω so groß wählen, dass diese Abbildung nicht injektiv sein kann.
Im Augenblick spielt dies noch keine Rolle. Fürα ∈ Ω setzen wir

fα = f ( sup {fβ | β < α })
Als Erstes müssen wir zeigen, dass fα wohldefiniert ist, denn a priori ist nicht klar,
dass die Schranke sup{fβ | β < α} existiert. Wir zeigen mehr und behaupten die
folgenden vier Aussagen für alle α,β ∈ Ω:
(a) fα ist definiert.
(b) β < α impliziert fβ ≤ fα.
(c) fα ≤ f(fα).
(d) Für alle x ∈M mit f(x) = x gilt fα ≤ x.
Der Beweis dieser Behauptung erfolgt durch Widerspruch. Angenommen, eine der
obigen Aussagen wäre für ein α ∈ Ω falsch. Dann gibt es ein minimales αmit dieser
Eigenschaft und alle vier Aussagen gelten für alle γ mit γ < α. Der Widerspruch
ergibt sich, da wir zeigen, dass alle vier Aussagen auch fürα gelten.

Zu (a): Alle fβ für β < α sind definiert und für β ≤ γ < α gilt fβ ≤ fγ . Also ist
{fβ | β < α} linear geordnet und damit eine gerichtete Teilmenge. Damit existiert
fα = f(sup{fβ | β < α}), da M eine vollständige Halbordnung ist. Insbesondere
ist f⊥ = f(⊥). Zu (b): Es gilt fα = f(sup{fβ | β < α}) und fβ ≤ f(fβ) für alle
β < α. Also gilt für alle β < α aufgrund der Monotonie von f auch

fβ ≤ f (fβ) ≤ f (sup
{
fβ

∣∣ β < α }) = fα
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Zu (c): Wir betrachten die folgende Rechnung.

fα = f (sup
({
fβ

∣∣ β < α }))
nach Definition

≤ f (sup
{
f
(
fβ

) ∣∣ β < α })
da fβ ≤ f (fβ)

≤ f (f (sup
{
fβ

∣∣ β < α }))
da f monoton ist

= f (fα) nach Definition

Zu (d): Sei x ∈ M mit f(x) = x. Wir wissen fβ ≤ x für alle β < α. Also gilt
sup{fβ | β < α} ≤ x. Hieraus folgt

fα = f (sup
{
fβ

∣∣ β < α }) ≤ f(x) = x
Wir haben damit die Behauptung gezeigt, dass alle vier Aussagen für alle α ∈ Ω
gelten.

Wir betrachten jetzt die Potenzmenge Ω = 2M von M und versehen diese mit ei-
ner Wohlordnung. Hier benutzen wir den Wohlordnungssatz, der, wie oben erwähnt,
zum Auswahlaxiom äquivalent ist. Potenzmengen haben stets eine gößere Kardina-
lität als die Ausgangsmenge. Es gibt also keine Injektion von Ω nach M. Das obige
Verfahren angewendet auf die Menge Ω erzwingt nun die Existenz von α,β ∈ Ω mit
fβ = fα und β < α. Nun gilt fβ ≤ sup{fβ | β < α} also f(fβ) ≤ fα und insge-
samt

fβ ≤ f (fβ) ≤ fα = fβ
Damit ist fβ ein Fixpunkt von f und nach der vierten Aussage ist fβ der kleinste
Fixpunkt.

7.5 Verbände

Eine nichtleere Halbordnung (V ,≤) heißt Verband, wenn für alle x und y aus V so-
wohl eine kleinste obere Schrankex∨y als auch eine größte untere Schrankex∧y
existiert. Alle linearen nichtleeren Ordnungen sind Verbände. In Verbänden sind mi-
nimale und maximale Elemente eindeutig bestimmt, sofern sie existieren. Insbeson-
dere besitzen alle endlichen Verbände ein kleinstes Element ⊥ und ein maximales
Element  und in ihnen haben alle Teilmengen ein Supremum und ein Infimum. Wir
betrachten nun einige Beispiele.

Sei (N, |) die Menge der natürlichen Zahlen mit der Teilerrelation als Halbord-
nung definiert. Für m,n ∈ N ist die kleinste obere Schranke das kleinste gemein-
same Vielfache kgV(m,n) und die größte untere Schranke der größte gemeinsame
Teiler ggT(m,n). Die Potenzmenge mit der Teilmengenbeziehung (2M,⊆) ist ein Ver-
band. Die Vereinigung definiert das Supremum und der Durchschnitt liefert das Infi-
mum. Ist {(Vi,≤) | i ∈ I} eine Familie von Verbänden, so ist das kartesische Pro-
dukt (

∏
i∈I Vi,≤) mit der komponentenweisen Ordnung ebenfalls ein Verband. Bis
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auf Umbenennung der Elemente gibt es zehn Verbände mit höchstens 5 Elementen.
Die Hasse-Diagramme dieser zehn Verbände sind wie folgt.

In jedem Verband (V ,≤) gelten die folgenden vier Rechenregeln:

(V1) x ∧ x = x (Idempotenz)
x ∨ x = x

(V2) x ∧ y = y ∧ x (Kommutativität)
x ∨ y = y ∨ x

(V3) x ∧ (y ∧ z) = (x ∧y)∧ z (Assoziativität)
x ∨ (y ∨ z) = (x ∨y)∨ z

(V4) x ∧ (x ∨ y) = x ∨ (x ∧y) = x (Absorption)

Die Forderung der Idempotenz ist redundant, denn (V1) ergibt sich aus den beiden
Absorptionsgesetzen (V4). Dies sieht man wie folgt. Mit y = x ∨ x erhalten wir:

x = x ∨ (x ∧ y) = x ∨ (x ∧ (x ∨ x)) = x ∨ x

Die Rechnung für x = x ∧ x ist vollkommen analog. Verbände sind spezielle Hal-
bordnungen; aber es sind zugleich auch algebraische Strukturen mit zwei inneren
Verknüpfungen ∧ und ∨. Innere Verknüpfungen, die (V1) bis (V4) (beziehungsweise
äquivalent (V2) bis (V4)) erfüllen, charakterisieren Verbände, wie Satz 7.6 zeigt.

Satz 7.6. Sei V eine nichtleere Menge mit zwei inneren Verknüpfungen ∨ und ∧, die
den drei Eigenschaften (V2) bis (V4) genügen. Definieren wir für x,y ∈ V die Relation
x ≤ y durchx = x∧y , so ist (V ,≤) ein Verband; hier haben∧ und∨ die Bedeutung
von Infimum und Supremum.

Beweis. Wir haben gesehen, dass wir aufgrund von (V4) die Idempotenz (V1) hinzu-
nehmen dürfen. Wir zeigen zunächst, dass ≤ eine partielle Ordnung definiert. Die
Reflexivität x ≤ x folgt aus der Idempotenz (V1). Die Antisymmetrie folgt aus der
Kommutativität (V2), denn für x ≤ y und y ≤ x gilt x = x ∧ y = y ∧ x = y .
Die Transitivität folgt aus der Assoziativität (V3), denn für x ≤ y und y ≤ z gilt
x = x ∧y = x ∧ (y ∧ z) = (x ∧ y)∧ z = x ∧ z.

Wir zeigen, dassx∧y die größte untere Schranke ist. Zunächst ist (x∧y)∧x =
x ∧ y, also ist x ∧ y eine untere Schranke für x und aus Symmetrie auch für y . Sei
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jetzt z ≤ x und z ≤ y, also z = x ∧ z und z = y ∧ z. Zu zeigen ist z = (x ∧y)∧ z.
Dies folgt aus (x ∧y)∧ z = x ∧ (y ∧ z) = x ∧ z = z.

Der Beweis bis hierhin verwendet nur die Axiome (V1) bis (V3), denn die Absorp-
tionsgesetze (V4) wurden nur zur Herleitung von (V1) benutzt. Als Nächstes zeigen
wir mit Hilfe von (V4) die Dualität

x = x ∧ y � y = x ∨ y (7.1)

In der Tat, (V4) besagt y = y ∨ (y ∧ x). Also folgt aus x = x ∧ y = y ∧ x die
Beziehung y = y ∨ x = x ∨ y . Ist umgekehrt y = x ∨ y, so folgt erneut mit (V4)
die Beziehung x = x ∧ (x ∨ y) = x ∧ y .

Die Dualität in Gleichung 7.1 liefert, dass x ∨ y genau dann die kleinste obere
Schranke vonx undy ist, wennx∧y die größte untere Schranke ist. Aber wir wissen
bereits, dass x ∧y die größte untere Schranke von x und y ist.

Sei V ein Verband und V ′ ⊆ V . Dann heißt V ′ ein Unterverband von V , wenn
V ′ bezüglich der inneren Verknüpfungen ∧ und ∨ von V abgeschlossen ist. Nicht
leere Ketten in Verbänden sind Unterverbände. Eine Teilmenge V ′ ⊆ V kann sehr
wohl bezüglich der von V induzierten Halbordnung einen Verband bilden, ohne Un-
terverband von V zu sein; solche Teilmengen heißen Teilverbände. Der Unterschied
zwischen Unter- und Teilverbänden findet sich etwa in Beispiel 7.7.

Beispiel 7.7. Sei der Verband (V ,≤)mit V = {⊥, a, b, c, } gegeben durch:

⊥

a b

c

 

Hier ist {⊥, a, b, c} ein Unterverband, aber {⊥, a, b, } ist nur ein Teilverband, denn
es gilt a∨ b = c �∈ {⊥, a, b, }. ♦

7.6 Vollständige Verbände

Ein vollständiger Verband ist eine Halbordnung (V ,≤), in der jede Teilmenge ein Su-
premumhat. Insbesondere existiert sup∅ = ⊥ und ein vollständiger Verband ist nie-
mals leer und besitzt ein kleinstes Element ⊥. Damit ist jeder vollständige Verband
eine vollständige Halbordnung. Viele vollständige Halbordnungen sind keine voll-
ständigen Verbände, da in vollständigen Halbordnungen nur gerichtete Teilmengen
ein Supremum haben müssen. So ist etwa die Menge der endlichen und unendlichen
Wörter Σ∞ mit der Präfixordnung eine vollständige Halbordnung, aber kein vollstän-
diger Verband, falls Σ mindestens zwei Buchstaben enthält. In einem vollständigen
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Verband V hat jede Teilmenge auch ein Infimum, denn es gilt

infD = sup{x ∈ V | ∀y ∈ D : x ≤ y}
Insbesondere ist ein vollständiger Verband ein Verband mit kleinstem und größtem
Element. Jeder endliche Verband ist vollständig. Für eine beliebige Menge M ist der
Potenzmengenverband (2M,⊆) vollständig.

Wir zeigen jetzt den wichtigen Fixpunktsatz von Knaster und Tarski (nach Bro-
nisław Knaster, 1893–1980, und Alfred Tarski, 1901–1983) und benutzen hierfür Satz
7.5, der kleinste Fixpunkte in vollständigen Halbordnungen garantiert.

Satz 7.8 (Fixpunktsatz von Knaster und Tarski). Es sei V ein vollständiger Verband
und f : V → V eine monotone Abbildung. Dann bildet die Menge P(f) = {y ∈ V |
f(y) = y} der Fixpunkte einen vollständigen Teilverband. Insbesondere existieren
eindeutig bestimmte kleinste und größte Fixpunkte.

Beweis. Sei Y ⊆ P(f). Zu zeigen ist, dass Y ein Supremum in P(f) hat. Zu zeigen ist
also, dass es einen eindeutig bestimmten kleinsten Fixpunkt in P(f) gibt, der min-
destens genauso so groß wie alle y ∈ Y ist. Betrachte hierfür VY = {x ∈ V | supY
≤ x}. Dann ist VY ein vollständiger Verband mit kleinstem Element ⊥Y = supY . Für
y ∈ Y und x ∈ VY ist y ≤ supY ≤ x, also auch f(y) = y ≤ f(supY) ≤ f(x),
da f monoton ist. Damit gilt supY ≤ f(supY) ≤ f(x), und f induziert eine mono-
tone Abbildung von VY nach VY .

Als vollständiger Verband ist VY eine vollständige Halbordnung. Also existiert
nach dem Satz 7.5 ein kleinster Fixpunkt xf,Y ∈ P(f) von f innerhalb von VY . Dies
ist in Bezug auf P(f) die kleinste obere Schranke von Y .

Sei V ein vollständiger Verband und f : V → V monoton. Dann ist der Teil-
verband P(f) = {y ∈ V | f(y) = y} im Allgemeinen kein Unterverband von V .
Betrachte hierfür etwa den vollständigen Verband {⊥, a, b, c, } aus Beispiel 7.7. Gilt
f(c) =  und lässt f alle anderen Elemente invariant, so ist f monoton und die
Menge der Fixpunkte P(f) ist der Teilverband {⊥, a, b, }.

7.7 Modulare und distributive Verbände

In jedem Verband V gelten die Distributivitätsungleichungen:

x ∨ (y ∧ z) ≤ (x ∨y)∧ (x ∨ z)
x ∧ (y ∨ z) ≥ (x ∧y)∨ (x ∧ z)

Unter der Nebenbedingung x ≤ z folgt dann die Modularungleichung:
x ∨ (y ∧ z) ≤ (x ∨ y)∧ z

Modulare und distributive Verbände sind dadurch definiert, dass die jeweiligen Un-
gleichungen durch Gleichheiten ersetzt werden können.
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Ein Verband V heißt distributiv, falls er eine der beiden äquivalenten Bedingun-
gen für alle x,y, z ∈ V erfüllt:

(D) x ∨ (y ∧ z) = (x ∨y)∧ (x ∨ z)
(D’) x ∧ (y ∨ z) = (x ∧y)∨ (x ∧ z)

Die Äquivalenz der Bedingungen (D) und (D’) ergibt sich aus der folgenden Überle-
gung. Es genügt, etwa (D)⇒ (D’) zu zeigen, die Umkehrung liefert dann das Dualitäts-
prinzip. Betrachte hierfür a, b, c ∈ V und setze x = a ∧ b, y = a und z = c. Zu
zeigen ist a∧ (b ∨ c) = (a∧ b)∨ (a∧ c). Dies erkennen wir wie folgt:

(a∧ b)∨ (a∧ c) = ((a∧ b)∨ a)∧ ((a∧ b)∨ c) nach (D)
= a∧ ((a∧ b)∨ c) Absorption
= a∧ (a∨ c)∧ (b ∨ c) nach (D)
= a∧ (b ∨ c) Absorption

Ein Verband V heißt modular, falls für alle x,y, z ∈ V die folgende Implikation
erfüllt ist:

(M) x ≤ z ⇒ x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y)∧ z
Jeder distributive Verband ist modular. Unter den zehn Verbändenmit höchstens fünf
Elementen, die in Abschnitt 7.5 dargestellt sind, sind genau die ersten acht distribu-
tiv. Der neunte Verband ist nicht modular, während der zehnte Verbandmodular aber
nicht distributiv ist. Da diese beiden Verbände eine zentrale Rolle im Rest dieses Ab-
schnitts spielen, bezeichnen wir sie kurz mit N5 und M5. Wir halten noch fest, dass
alle Verbände mit höchestens vier Elementen distributiv sind.

⊥

a b c

 

VerbandM5

(modular, nicht distributiv)

⊥

a

c
b

 

VerbandN5

(nicht modular)

Der Satz von Dedekind (Satz 7.9, Julius Wilhelm Richard Dedekind, 1831–1916)
sagt aus, dass der VerbandN5 der Archetyp eines nichtmodularen Verbands ist.

Satz 7.9 (Dedekind). Für jeden Verband V sind die folgenden Aussagen äquivalent:
(a) V ist modular.
(b) Für alle x,y, z ∈ V gilt die modulare Kürzungsregel:

Wenn x ≤ y und z ∧ x = z ∧y und z ∨ x = z ∨ y gilt, dann ist x = y .
(c) V enthält keinen zu N5 isomorphen Unterverband.
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Beweis. Ist V modular, so gilt die Kürzungsregel aufgrund von:

x = x ∨ (x ∧ z) = x ∨ (z ∧ y) (M)= (x ∨ z)∧ y = (z ∨ y)∧ y = y

Klar ist auch, dass in N5 die Kürzungsregel nicht gilt. Betrachte hierzu das vorige
Bild von N5 mit x = a, y = c und z = b. Sei jetzt V nicht modular. Dann gibt es
a,b, c ∈ V mit a ≤ c und

a∨ (b ∧ c) < (a∨ b)∧ c (7.2)

Wir zeigen, dass die durch x = a∨ (b ∧ c), y = b, z = (a∨ b)∧ c, n = b ∧ c und
e = a∨b definierten Elemente von V einen zuN5 isomorphen Unterverband bilden:

n = b ∧ c

x = a∨ (b ∧ c)

z = (a∨ b)∧ c
y = b

e = a∨ b

Es istn ≤ x < z ≤ e sowie n ≤ y ≤ e. Es kann nicht x ≤ y gelten, denn dann wäre
a ≤ b und zusammenmita ≤ cwürde inGleichung (7.2) links und rechts jeweilsb∧c
stehen. Es kann nichty ≤ z gelten, denn dann wäre b ≤ c und zusammenmit a ≤ c
würde in 7.2 links und rechts jeweils a∨b stehen. Hieraus folgt y ∉ {n,x, z, e} und,
dassy weder mit x noch mit z vergleichbar ist. Insbesondere sind die fünf Elemente
n,x,y, z, e paarweise verschieden. Weiter gilt:

x ∨y = a∨ (b ∧ c)∨ b = a∨ b = e
z ∧y = (a∨ b)∧ c ∧ b = b ∧ c = n

Dies bedeutet einerseits, dassy weder mitx nochmit z vergleichbar ist und anderer-
seits, dass {n,x,y, z, e} bezüglich ∧ und ∨ abgeschlossen und isomorph zu N5 ist.
Damit ist der Satz bewiesen.

Wir hatten gesehen, dass der VerbandM5 modular, aber nicht distributiv ist. Er-
scheinen weder M5 noch N5 als Unterverbände, so ist der Verband distributiv. Dies
charakterisiert also distributive Verbände gemäß dem Satz 7.10 von Garrett Birkhoff
(1911–1996). Birkhoff gilt als Begründer der universellen Algebra und war Sohn von
George David Birkhoff (1884–1944), der unter anderem für seine 1933 entworfene ma-
thematische Theorie der Ästhetik [6] auch außerhalb der Mathematik Bekanntheit er-
langte.
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Satz 7.10 (Birkhoff). Für jeden Verband V sind die folgenden Aussagen äquivalent:
(a) V ist distributiv.
(b) Für alle x,y, z ∈ V gilt die Kürzungsregel:

Wenn x ∧ z = y ∧ z und x ∨ z = y ∨ z gilt, dann ist x = y .
(c) V enthält weder einen zuM5 noch zuN5 isomorphen Unterverband.

Beweis. Ist V distributiv und x∧z = y∧z sowie x∨z = y∨z, so gilt die Kürzungs-
regel aufgrund von:

x = x ∨ (x ∧ z) Absorption
= x ∨ (y ∧ z) da x ∧ z = y ∧ z
= (x ∨ y)∧ (x ∨ z) Distributivität
= (x ∨ y)∧ (y ∨ z) da x ∨ z = y ∨ z
= y ∨ (x ∧ z) Distributivität
= y ∨ (y ∧ z) da x ∧ z = y ∧ z
= y Absorption

Weder in M5 noch in N5 gilt die (distributive) Kürzungsregel: Betrachte erneut das
obige Bild von M5 und N5 mit {x,y, z} = {a, b, c} für M5 und, wie eben, mit x =
a, y = c und z = b fürN5.

Sei V nicht distributiv. Wir nehmen an, dass V keinen zu N5 isomorphen Unter-
verband enthält. Dann ist V modular nach Satz 7.9. Da V nicht distributiv ist, gibt es
a, b, c ∈ V mit (a∧ b)∨ (a∧ c) < a∧ (b ∨ c). Wir definieren

n = (a∧ b)∨ (a∧ c)∨ (b ∧ c)
e = (a∨ b)∧ (a∨ c)∧ (b ∨ c)
x = (a∧ e)∨n
y = (b ∧ e)∨n
z = (c ∧ e)∨n

Es gilt n ≤ x,y, z. Mit (M) sehen wir

a∧n = a∧ (
(a∧ b)∨ (a∧ c)∨ (b ∧ c))

= (
(a∧ b)∨ (a∧ c))∨ (

a∧ (b ∧ c))
= (a∧ b)∨ (a∧ c)

Zusammen mit a∧ e = a∧ (b∨ c) folgt nunn < e. Daraus erhalten wir x,y, z ≤ e:
Um beispielsweise x ≤ e einzusehen, beachte man dassa∧e ≤ e undn < e gilt. Um
zu zeigen, dass {n, e, x,y, z} einen zuM5 isomorphen Unterverband von V bilden,
reicht es zu zeigen, dassx∧y = x∧z = y∧z = n undx∨y = x∨z = y∨z = e
ist. Wir zeigen dies exemplarisch für die Identität x ∧ y = n. Die anderen Fälle sind
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analog. Es ist

x ∧ y = ((a∧ e)∨n)∧ ((b ∧ e)∨n) Definition
= ((a∧ e)∧ ((b ∧ e)∨n))∨n Modularität
= ((a∧ e)∧ ((b ∨n)∧ e))∨n Modularität
= ((a∧ e)∧ e∧ (b ∨n))∨n Kommutativität
= ((a∧ e)∧ (b ∨n))∨n Idempotenz
= (a∧ (b ∨ c)∧ (b ∨ (a∧ c)))∨n Absorption
= (a∧ (b ∨ ((b ∨ c)∧ (a∧ c)))) ∨n Modularität
= (a∧ (b ∨ (a∧ c)))∨n a∧ c ≤ c ≤ b ∨ c
= (a∧ b)∨ (a∧ c)∨n Modularität
= n Idempotenz

Damit ist der Satz bewiesen.

Es seiV ein Verband. Ein Elementa ∈ V heißt irreduzibel (genauer∨-irreduzibel),
falls es kleinere Elemente gibt, aber a nicht das Supremum von zwei echt kleineren
Elementen ist. Dies bedeutet, a ist kein minimales Element, und für alle b, c ∈ V
folgt aus a = b ∨ c schon a = b oder a = c. Mit J(V) bezeichnen wir die Menge der
irreduziblen Elemente von V .

IstM eine Menge, so ist (2M,⊆) ein vollständiger und distributiver Verband, und
die Menge der irreduziblen Elemente sind die einelementigen Teilmengen. Wir kön-
nen also J(2M)mit der GrundmengeM identifizieren. Wir sagen, dass V einMengen-
verband ist, wennV isomorph zu einemUnterverband eines Potenzmengenverbandes
(2M,⊆) ist. Jeder Mengenverband ist distributiv, denn Distributivität vererbt sich auf
Unterverbände.

Jeder endliche Verbandmitmehr als einemElement enthält irreduzible Elemente.
Es gibt unendliche Verbände ohne irreduzible Elemente. Ein Beispiel hierfür ist Z×Z
mit komponentenweisem Vergleich. In Ketten ist jedes von ⊥ verschiedene Element
irreduzibel. Im folgenden Hasse-Diagramm sind alle Elemente bis auf⊥ irreduzibel.

⊥

Im nächsten Beispiel sind die irreduziblen Elemente eingekreist.
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Satz 7.11. Sei V ein endlicher, distributiver Verband. Dann ist V ein Mengenverband
vermöge der Zuordnung ρ : V → 2J(V), die für a ∈ V wie folgt definiert ist:

ρ(a) = {x ∈ J(V) | x ≤ a}

Insbesondere ist ρ injektiv und erfüllt die Gleichungen ρ(x ∨ y) = ρ(x) ∪ ρ(y) und
ρ(x ∧ y) = ρ(x)∩ ρ(y). Ferner gilt ρ(⊥) = ∅ und ρ( ) = J(V).
Beweis. Die Abbildung ρ erfüllt ρ(⊥) = ∅ und ρ( ) = J(V), und sie überführt die
Ordnung≤ in Teilmengenbeziehungen ⊆. Wir können jedes a ∈ V als ein Supremum
a = sup J mit J = {x ∈ V | ⊥ < x ≤ a} darstellen. Falls b ∈ J \ J(V) existiert, so
schreibe b = c ∨ d für echt kleinere Elemente c < b und d < b. Insbesondere gilt
⊥ ∉ {c, d} ⊆ J. Streichen wir in J das Element b, bilden also J′ = J \ {b}, so gilt
weiterhin a = supJ′. Da V endlich ist, terminiert dieser Streichungsprozess und wir
erhalten

a = sup{x ∈ J(V) | x ≤ a} = supρ(a)

Insbesondere ist ρ injektiv. Zu zeigen ist für a,b ∈ V nur noch ρ(a ∨ b) = ρ(a) ∪
ρ(b) und ρ(a∧ b) = ρ(a)∩ ρ(b). Es gilt

ρ(a)∩ ρ(b) = {x ∈ J(V) | x ≤ a und x ≤ b} = ρ(a∧ b)

Für die Vereinigung gilt zunächst

ρ(a)∪ ρ(b) = {x ∈ J(V) | x ≤ a oder x ≤ b} ⊆ ρ(a∨ b) ∈ ρ(V)

Sei umgekehrt x ∈ ρ(a ∨ b). Dann folgt x = x ∧ (a ∨ b) = (x ∧ a) ∨ (x ∧ b),
da V distributiv ist. Nun ist x ∈ J(V) und damit irreduzibel, also gilt x = x∧a oder
x = x ∧ b. Dies bedeutet x ≤ a oder x ≤ b; damit erhalten wir x ∈ ρ(a) ∪ ρ(b).
Dies liefert ρ(a∨ b) = ρ(a)∪ ρ(b) und der Satz ist bewiesen.

7.8 Boolesche Verbände

Es sei V ein Verband mit einem kleinsten Element ⊥ und einem größten Element  .
Ist V endlich, so existieren ⊥ und  automatisch. Zwei Elemente x,y ∈ V heißen
komplementär zueinander, falls x ∧ y = ⊥ und x ∨ y =  gilt. Die Elemente ⊥
und  sind stets komplementär zueinander. Ist V eine Kette, so sind ⊥ und  die
einzigen Elemente, die komplementäre Elemente besitzen. Ein Verband V heißt kom-
plementär, falls alle Elemente komplementäre Elemente besitzen. Ein Potenzmengen-
verband (2M,⊆) ist vollständig, distributiv und komplementär. Hier sindA undM\A
komplementär zueinander. Ein Verband V mit einem kleinsten Element⊥ und einem
größten Element  heißt boolescher Verband, wenn er distributiv und komplementär
ist. Die booleschen Verbände sind nach George Boole (1815–1864) benannt, da sie auf
dessen Logikkalküle von 1847 zurückgehen. Den Namen prägte Henry Maurice Shef-
fer (1882–1964) im Jahre 1913.
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In einem distributiven Verband sind komplementäre Elemente eindeutig be-
stimmt, sofern sie existieren. Dies folgt aus der Kürzungsregel in Satz 7.10, kann aber
natürlich auch direkt verifiziert werden. Denn seien x,y1, y2 ∈ V mit x ∧ yi = ⊥
und x ∨yi =  für i = 1,2. Dann gilt aufgrund der Distributivität:

y1 = y1 ∧ (x ∨ y2) = (y1 ∧ x)∨ (y1 ∧y2) = y1 ∧ y2

Dies zeigt y1 = y1 ∧ y2 und vermöge Symmetrie erhalten wir y1 = y2 = y1 ∧
y2. Insbesondere gibt es in einem booleschen Verband zu jedem Element a genau
ein Komplement. Wir verwenden hierfür im Folgenden die Bezeichnung a. Aufgrund
der Eindeutigkeit der Komplemente gilt a = a und zusammen mit Dualitätsprinzip
erhalten wir die Regeln von de Morgan.

a∧ b = a∨ b und a∨ b = a∧ b

Die Regeln sind nach Augustus de Morgan (1806–1871) benannt, waren aber spätes-
tens seit dem Mittelalter durch das Handbuch der Logik Summa Logicae von Wilhelm
von Occam (ca. 1288–1347) bekannt. Sein Name wird häufig mit dem Sparsamkeits-
prinzip in der Scholastik, Occams Rasiermesser, in Verbindung gebracht.

Im Folgenden wollenwir die endlichen booleschen Verbände bestimmen und zei-
gen, dass sie zu Potenzmengenverbänden (2M,⊆) isomorph sind. Es ist üblich, die
Elemente der Dimension 1 als Atome zu bezeichnen. Ein Atom ist also ein Element
a ≠ ⊥ einer Halbordnung V mit kleinstem Element ⊥, für welches kein b ∈ V mit
⊥ < b < a existiert.
Lemma 7.12. Sei (V ,≤) ein boolescher Verband und a ∈ V . Dann ist a genau dann
irreduzibel, wenn a ein Atom ist.

Beweis. Atome sind irreduzibel. Sei nun ⊥ ≠ b ∈ V kein Atom. Dann existiert ein
a ∈ V mit⊥ < a < b, und es folgt:

a∨ (b ∧ a) = (a∨ b)∧ (a∨ a) = b∧ = b

Es reicht jetzt zu zeigen, dass b∧a < b gilt, denn dann ist b nicht irreduzibel. Ange-
nommen, es wäre b∧a = b. Nach der Regel von de Morgan gilt dann b∨a = b, also
aucha ≤ b. Damit folgt a ≤ b∧b = ⊥ imWiderspruch zu a ≠ ⊥. Also ist b∧a < b,
und das Lemma ist bewiesen.

Satz 7.13 (Stone). Jeder endliche boolesche Verband V kann als ein Potenzmengenver-
band realisiert werden. Genauer gilt, dass (V ,≤) und (2A,⊆) kanonisch isomorph sind,
wennA die Menge der Atome von V ist.

Beweis. Nach dem Lemma 7.12 ist die Menge der irreduziblen Elemente J(V) genau
die Menge A der Atome von V . Als boolescher Verband ist V distributiv und somit
nach Satz 7.11 isomorph zu dem Mengenverband (ρ(V),⊆) mit ρ(V) = {ρ(a) |a ∈
V} undρ(a) = {x ∈ J(V) | x ≤ a}. Da für ein einzelnes Atoma geradeρ(a) = {a}
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gilt, gehören alle einelementigen Mengen zu ρ(V). Außerdem gilt ρ(a1∨·· ·∨an) =
{a1, . . . , an}. Damit induziert die Inklusion A ⊆ V einen kanonischen Isomorphis-
mus zwischen den Verbänden (2A,⊆) und (V ,≤).

Wir wissen also insbesondere: Es gibt genau dann einen endlichen booleschen
Verband mit k Elementen, wenn k = 2n eine Zweierpotenz ist. Dieser Verband ist
dann bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt. Der Satz von Stone, auch bekannt als
Darstellungssatz für boolesche Algebren, ist 1936 von Marshall Harvey Stone (1903–
1989) entdeckt worden. Dieser Satz gilt unter Ausnutzung des Auswahlaxioms viel
allgemeiner, wie wir im übernächsten Abschnitt sehen werden. Der dort geführte Be-
weis benutzt das technische Konzept von Ultrafiltern.

7.9 Boolesche Ringe

Die Potenzmenge 2M einer MengeM ist nicht nur ein boolescher Verband, sondern ja
auch die Menge der Abbildungen von M nach {0,1}. Wir identifizieren hierfür eine
Teilmenge A ⊆ M mit ihrer charakteristischen Abbildung χA : M → {0,1}, die die
Elemente von A auf 1 schickt und die anderen auf 0. Lesen wir {0,1} als booleschen
Verband Bmit 0 < 1, so ist der Verband 2M gerade das kartesische Produkt BM . Wir
können {0,1} aber auch als den Körper F2 = Z/2Z interpretieren. Dann wird 2M

zu der F2-Algebra FM2 , wobei die Addition und die Multiplikation komponentenweise
erklärt sind. Insbesondere ist 2M = FM2 ein kommutativer Ring mit 2x = 0 und idem-
potenter Multiplikation x2 = x. Wenn wir die Elemente in diesem Ring wieder als
Teilmengen vonM lesen, ergibt sich die Multiplikation als Durchschnitt

A · B = A∩ B

und die Addition wird zur symmetrischen Differenz

A+ B = A#B = (A∪ B) \ (A∩ B)

EinUnterring von FM2 , genauer von (2M,#,∩,∅,M), wird auchMengenring genannt.
Ein RingR = (R,+, ·,0,1) heißt boolescher Ring, fallsx2 = x für alle x ∈ R gilt. Wir
werden in diesem Abschnitt zeigen, dass boolesche Verbände und boolesche Ringe
äquivalente Begriffe sind. Im darauffolgenden Abschnitt beweisen wir (mit dem Kon-
zept von Ultrafiltern) den allgemeinen Darstellungssatz von Stone, der besagt, dass
die booleschen Ringe genau die Mengenringe sind. Natürlich sind alle Mengenringe
boolesch. Diese Richtung ist also trivial.

Proposition 7.14. Sei R ein boolescher Ring. Dann ist R kommutativ und es gilt 2x
= 0 für alle x ∈ R. Anders ausgedrückt, boolesche Ringe sind genau die kommuta-
tiven F2-Algebren mit idempotenter Multiplikation.
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Beweis. Wir zeigen zuerst, dass 2x = 0 für jedes x ∈ R gilt. Aus der booleschen
Eigenschaft folgt

2x = (2x)2 = 4x2 = 4x

Damit gilt wie behauptet 0 = 4x − 2x = 2x. Nun zeigen wir xy = yx. Wir betrach-
ten (x + y)2 und rechnen wie folgt:

x + y = (x +y)2 = x2 + xy +yx +y2 = x + xy +yx + y

Also ist xy + yx = 0 und nach Addition von yx folgt jetzt xy = yx.
Ist R ein boolescher Ring, so definieren wir x ≤ y durch die Bedingung x =

xy . Die Relation ≤ ist eine partielle Ordnung. Sie ist reflexiv, da x2 = x gilt. Sie
ist antisymmetrisch, da R kommutativ ist. Schließlich erhalten wir die Transitivität
durch xz = xyz = xy = x für x = xy und y = yz.
Proposition 7.15. Sei R(+, ·,0,1) ein boolescher Ring und sei x ≤ y durch x = xy
definiert. Dann ist (R,≤) ein boolescher Verband. In dem Verband gilt:
(a) ⊥ = 0 und = 1

(b) x ∧y = xy
(c) x ∨y = x +y + xy
(d) x = 1+ x
Beweis. Wir hatten schon gesehen, dass (R,≤) eine Halbordnung ist. Klar ist auch
⊥ = 0 und  = 1. Zu (b): Wegen xyx = xy = xyy ist xy eine untere Schran-
ke für {x,y}. Sei jetzt z wegen z = zx und z = zy eine andere untere Schranke
für {x,y}. Dann gilt z = zy = zxy, also gilt z ≤ xy und damit ist x ∧ y = xy
die größte untere Schranke. Zu (c): Es gilt x(x + y + xy) = x2 + xy + x2y =
x + 2xy = x und analog y(x + y + xy) = y, also ist x + y + xy eine obere
Schranke von {x,y}. Ist z eine andere obere Schranke, so gilt x = xz und y = yz.
Dann folgt (x+y+xy)z = xz+yz+xyz = x+y+xy, also istx+y+xy ≤ z
und x ∨ y = x +y + xy . Zu (d): Wegen x + (1+ x) = 1 und x(1+ x) = 0 sind x
und 1 + x komplementär zueinander. Dies zeigt, dass (R,≤) ein komplementärer
Verband ist. Das Distributivgesetz ist erfüllt:

(x ∨y)∧ z = (x +y + xy)z = xz + yz + xyz = (x ∧ z)∨ (y ∧ z)

Also ist (R,≤) ein boolescher Verband.
Proposition 7.16. Sei (V ,≤) ein boolescher Verband. Setze 0 = ⊥ und 1 =  und
definiere Addition und Multiplikation durch:
(a) x +y = (x ∧ y)∨ (x ∧y)
(b) x ·y = x ∧ y
Dann ist (V ,+, ·,0,1) ein boolescher Ring und x ≤ y äquivalent mit x = xy .
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Beweis. Offenbar gilt x + x = 0, x + 0 = x, x · x = x und x · 1 = x. Ferner ist
x + y = y + x und xy = yx sowie (xy)z = x(yz). Wir zeigen als nächstes die
Assoziativität der Addition. Dies gilt wegen:

(x + y)+ z = (x ∧ y ∧ z)∨ (x ∧y ∧ z)∨ (x ∧ y ∧ z)∨ (x ∧ y ∧ z)
= x + (y + z)

Die Rechnung kann durch ein Venn-Diagramm veranschaulicht werden, indem man
sichx, y und z als Mengen vorstellt, bei denen∨ die Vereinigung und+ die symme-
trische Differenz ist. Es verbleibt noch, das Distributivgesetz (x+y)z = xz+yz zu
zeigen. Es ist (x + y)z = ((x ∧ y) ∨ (x ∧ y)) ∧ z = (x ∧ y ∧ z) ∨ (x ∧ y ∧ z).
Außerdem ergibt sich

xz + yz = (x ∧ z ∧ y ∧ z)∨ (y ∧ z ∧ x ∧ z)
= (
x ∧ z ∧ (y ∨ z))∨ (

y ∧ z ∧ (x ∨ z))
= (x ∧ y ∧ z)∨ (x ∧y ∧ z)

Dies beweist (x + y)z = xz + yz und damit die Proposition.

Die Konzepte „boolescher Verband“, „boolesche Algebra“ und „boolescher Ring“
sind also vollkommen äquivalent. Wir sprechen von einem Verband, wenn wir die
Halbordnung hervorheben wollen, und leiten hieraus die inneren Verknüpfungen ∧
und∨ ab.Wir sprechen dann von einer booleschen Algebra. Startenwirmit einer boo-
leschen Algebra mit den inneren Verknüpfungen ∧ und ∨, dann erhalten wir einen
booleschen Verband, indem wir x ≤ y durch x = x ∧ y definieren. Wenn wir in der
booleschen Algebra von der „Oder-Funktion“ ∨ zu dem „exklusiven Oder“ + über-
gehen, so erhalten wir mittels x + y = (x ∧ y) ∨ (x ∧ y) und xy = x ∧ y
gerade einen booleschen Ring. Schließlich führt uns der Ring mit der Festlegung
x ≤ y � x = xy zurück zum Ausgangsverband, bzw. zur Ausgangsalgebra. Dieser
Zusammenhang liefert eine zweite Version des Satzes 7.11 von Stone.

Satz 7.17. Jeder endliche boolesche RingR ist isomorph zu einemPotenzmengenring 2M .

Lässt man die Endlichkeit weg, so erhält man den allgemeinen Darstellungssatz
von Stone, der im nächsten Abschnitt behandelt wird.

7.10 Der allgemeine Darstellungssatz von Stone

EineMengenalgebra ist ein Unterverband V in einem Potenzmengenverband (2M,⊆)
mit ∅,M ∈ V und V enthält für alle A,B ∈ V , neben A ∪ B und A ∩ B auch das
KomplementM \A.
Beispiel 7.18. Sei X ein topologischer Raum, dann bildet die Familie der Mengen,
die gleichzeitig offen und abgeschlossen sind, eine Mengenalgebra. Mit einem topo-
logischen Raum meint man eine Menge X zusammen mit einer Topologie. Dies ist
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eine Familie von Teilmengen von X, die abgeschlossen gegenüber beliebiger Vereini-
gung und endlichem Durchschnitt ist. Die Teilmengen vonX, die zur Topologie gehö-
ren, nennt man offen, deren Komplemente nennt man abgeschlossen. Die Mengen∅
und X sind gleichzeitig offen und abgeschlossen.

Sei Σ ein endliches Alphabet, dann ist die in der Informatik häufig anzutreffen-
de Familie der regulären Sprachen (auch bekannt als Typ-3 Sprachen) über Σ eine
Mengenalgebra. ♦

Wir beweisen in diesem Abschnitt den allgemeinen Darstellungssatz von Stone,
der besagt, dass jeder boolesche Ring isomorph zu einemMengenring ist. Dies liefert
dann automatisch die Aussage, dass jeder boolesche Verband isomorph zu einerMen-
genalgebra ist. Der Beweis benutzt das Auswahlaxiom und basiert auf der Existenz
von Ultrafiltern. Mit dem Konzept der Ultrafilter ist der Beweis des Darstellungssat-
zes sehr einfach. Die Schwierigkeit besteht nun darin, sich mit Ultrafiltern vertraut zu
machen und deren Existenz „anzunehmen“. Der Begriff Filter wurde von Henri Paul
Cartan (1904–2008) geprägt, der auch Gründungsmitglied der Mathematikergruppe
Nicolas Bourbaki war. Diese Gruppe begann ab 1934 mit der Veröffentlichung von
grundlegenden Lehrbüchern der Mathematik, den Éléments de mathématique, und
nahm damit entscheidenden Einfluss auf die moderne Entwicklung dieser Wissen-
schaft.

Filter haben in Halbordnungen (R,≤) die folgende anschauliche Interpretation.
Es ist eine nichtleere Teilmenge F ⊆ R, in der genügend große, aber nicht alle, Ele-
mente „ausgefiltert“ werden, sie bleiben in F „hängen“. Insbesondere gilt F ≠ R, da
der Filter einiges durchlassen soll. Ist ferner x in F und y größer als x, so gilt auch
y ∈ F . Sind x und y in F , so gibt es einen gemeinsamen Grund hierfür, dies ist ein
z ∈ F mit z ≤ x und z ≤ y . Hat die Halbordnung ein kleinstes Element ⊥, so gilt
wegen F ≠ R also ⊥ ∉ F . Einige Autoren verzichten auf die Forderung F ≠ R und
sprechen von eigentlichen Filtern, wenn F ≠ R gilt.

Im Folgenden benutzen wir Filter nur in booleschen Verbänden und überset-
zen die obige anschauliche Definition für diesen Spezialfall gleich in die äquivalen-
te Sprache der booleschen Ringe. Hierdurch werden die Formeln etwas kompakter.
Statt von einem Verband R gehen wir von einem booleschen Ring R aus. Sei also
R = (R,+, ·,0,1) ein boolescher Ring und wie üblich x ≤ y genau dann, wenn
x = xy . Eine Teilmenge F ⊆ R heißt jetzt Filter, falls die folgenden vier Bedingun-
gen erfüllt sind:
(a) F ≠∅
(b) 0 ∉ F

(c) ∀x ∈ F ∀y ∈ R : x = xy ⇒ y ∈ F
(d) ∀x,y ∈ F : xy ∈ F
Aus der vorletzten Forderung folgt insbesondere 1 ∈ F . Ist 0 ≠ x ∈ R ein Element,
so bildet die Menge der Ringelemente Fx = {y ∈ R | x ≤ y} einen Filter, einen so-
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genannten Hauptfilter. Ist {Fi | i ∈ I} eine Familie von Filtern für eine linear geord-
nete Indexmenge I und gilt Fi ⊆ Fj für alle i ≤ j, so ist offenbar deren Vereini-
gung

⋃{Fi | i ∈ I} erneut ein Filter. In der Menge der Filter von R haben also Ketten
{Fi | i ∈ I} ein Supremum

⋃{Fi | i ∈ I} und nach dem Lemma von Zorn (welches,
wie der Wohlordungssatz, äquivalent zum Auswahlaxiom ist) liegt damit jeder Filter
in einem maximalen Filter. Dies ist ein Filter U ⊆ R mit der Eigenschaft, dass jeder
Filter F mitU ⊆ F ⊆ R schon gleichU ist. Diemaximalen Filter nennenwirUltrafilter.

Kein Filter F ⊆ R kann sowohl x als auch x = 1 + x enthalten, denn dann
müsste auch 0 = x(1 + x) in F liegen, was ausgeschlossen ist. Diese Beobachtung
liefert schon die Charakterisierung von Ultrafiltern.

Lemma 7.19. Ein Filter F ⊆ R ist genau dann ein Ultrafilter, wenn für jedes x ∈ R
entweder x ∈ F oder 1+ x ∈ F gilt.
Beweis. Sei x ∈ R und F ⊆ R ein Filter. Der Filter F kann nicht sowohl x als auch
1+x enthalten. Angenommen, F enthält wederx noch 1+x.Wir zeigen, dass F nicht
maximal ist. Definiere hierfür die Menge F ′ = {z ∈ R | ∃y ∈ F : xy = xyz}. Es gilt
F ⊆ F ′ und x ∈ F ′, da F nicht leer ist. Damit ist F ≠ F ′. Zu zeigen ist daher nur,
dass F ′ ein Filter ist. Angenommen, es wäre 0 ∈ F ′. Dann ist xy = xy0 = 0 für ein
y ∈ F und damit y(1 + x) = y . Also ist y ≤ 1 + x ∈ F . Dies war ausgeschlossen;
und daher gilt 0 ∉ F ′. Für z ∈ F ′ und z = zz′ gilt für ein y ∈ F die Gleichung
xy = xyz = xy(zz′) = (xyz)z′ = xyz′, also z′ ∈ F ′. Damit ist F ′ ein Filter.

DieMenge der UltrafilterU ist also genau dieMenge der Filter, die für jedesx ∈ R
entweder x oder 1 + x enthalten. Im nächsten Schritt ordnen wir jedem a ∈ R eine
Menge ρ(a) ⊆ U von Ultrafiltern zu. Wir setzen

ρ(a) = {U ∈ U | a ∈ U}

Dies liefert jetzt den allgemeinen Darstellungssatz.

Satz 7.20 (Stone). Sei R ein boolescher Ring und U die Menge der Ultrafilter von R.
Dann bettet die Zuordnung a �→ ρ(a) = {U ∈ U | a ∈ U} den Ring R als Unterring in
das kartesische Produkt 2U = BU ein. Insbesondere istR ein Mengenring. Also ist jeder
boolesche Verband isomorph zu einer Mengenalgebra.

Beweis. Klar ist ρ(0) = ∅ und ρ(1) = U. Wir zeigen als nächstes, dass ρ injektiv
ist. Betrachte a,b ∈ R mit a ≠ b, dann können wir aus Symmetriegründen a ≠ ab
annehmen, denn entweder ist a ≠ ab oder b ≠ ba = ab. Hieraus folgt a(1+ab) =
a + ab ≠ 0. Also gibt es einen Ultrafilter Uc , der den von c = a(1 + ab) erzeugten
Hauptfilter umfasst. Der Ultrafilter Uc enthält a und 1 + ab. Er kann aber nicht b
enthalten, denn sonst wäre ab ∈ Uc im Widerspruch zu 1 + ab ∈ Uc . Zu zeigen
bleibt ρ(ab) = ρ(a)∩ ρ(b) und ρ(a+ b) = ρ(a)#ρ(b).

Die Ultrafilter, dieab enthalten sind genau diejenigen, diea undb enthalten. Die
Gleichung ρ(ab) = ρ(a)∩ ρ(b) ist daher erfüllt. Betrachte jetzt einen Ultrafilter U

Unauthenticated
Download Date | 4/24/16 1:27 PM



�

�
“main” — 2013/3/11 — 14:49 — page 186 — #198

�

�

�

�

�

�

186 Ordnungsstrukturen und Verbände

mita+b ∈ U . Angenommen, U enthielte wedera noch b. Dann gilt 1+a,1+b ∈ U ,
da ja ein Ultrafilter immer genau eines von zueinander komplementären Elementen
enthält. Also gilt (a+b)(1+a)(1+b) ∈ U. Dies ist nichtmöglich, da (a+b)(1+a+
b+ab) = a+a+ab+ab+b+ab+b+ab = 0. Dies zeigt die Inklusion ρ(a+b) ⊆
ρ(a)∪ρ(b). Angenommen, U enthielte sowohl a als auchb. Dann gilt ab ∈ U . Dies
ist unmöglich wegen (a + b)ab = ab + ab = 0. Also gehört U zur symmetrischen
Differenz von ρ(a) und ρ(b) und wir schließen ρ(a + b) ⊆ ρ(a)#ρ(b). Für die
umgekehrte Richtung starten wir mit einemUltrafilterU mita, (1+b) ∈ U . Zu zeigen
ist nur noch a + b ∈ U . Im anderen Fall wären a, (1 + b),1 + a + b ∈ U . Dies ist
jedoch unmöglich wegen a(1 + b)(1 + a + b) = (a + ab)(1 + a + b) = a + a +
ab+ab+ab+ab = 0. Insgesamt erhalten wir ρ(a+ b) = ρ(a)#ρ(b) und damit
die Behauptung.

Wir bemerken noch, dass Satz 7.13 für endliche boolesche Ringe (oder äquivalent
für endliche boolesche Verbände) in der Tat ein Spezialfall von Satz 7.20 ist. Es reicht,
sich zu überlegen, dass die Ultrafilter in endlichen booleschen Ringen genau von Ato-
men erzeugten Hauptfiltern entsprechen.

Der in Beispiel 7.18 hergestellte Bezug zur Topologie kann durch den Satz 7.20wei-
ter präzisiert werden. Für interessierte Leser, die mit den topologischen Grundbegrif-
fen vertraut sind, können wir die wesentliche Idee erklären: Jeder Ultrafilter über R
lässt sich als Abbildung in {0,1}R auffassen. Das kartesische Produkt {0,1}R wird
mit der Produkttopologie über die diskreten Mengen {0,1} versehen. Die offenen
Mengen sind dann beliebige Vereinigungen von Mengen der Form N(fS , S), wobei
S ⊆ R endlich und fS ∈ 2S gilt. Wir setzen dannN(fS, S) = {f ∈ 2R |∀s ∈ S : f(s)
= fS(s)}. DieMengenN(fS , S) sind offen und abgeschlossen. Der Raum 2R = {0,1}R
bildet dann einen total unzusammenhängenden kompakten Hausdorff-Raum. Unter
Ausnutzung der Kompaktheit erkennt man, dass die Mengen, die zugleich offen und
abgeschlossen sind, sich als endlicheVereinigung vonN(fS , S) schreiben lassen,wo-
bei S fest gewählt werden kann. Wir wissen, dass die Menge der Ultrafilter U in 2R

enthalten ist. Die Eigenschaft nicht Ultrafilter zu sein, erkennen wir an maximal drei
Komponenten, etwa durch f(x) = f(y) = 1, aber f(xy) = 0 oder f(0) = 1

und so fort. Daher ist das Komplement von U offen und U in 2R abgeschlossen.
Also istU selbst ein total unzusammenhängender kompakter Hausdorff-Raum. Bei-
spiel 7.18 und der Satz 7.20 sagen uns in dieser Interpretation, dass die booleschen Al-
gebren genau den Mengenalgebren der offen-und-abgeschlossenen Mengen in total
unzusammenhängenden kompakten Hausdorff-Räumen entsprechen. Die angespro-
chenen Begriffe und Sätze aus der Topologie findet man in Lehrbüchernwie etwa [32]
oder [9].
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Aufgaben

7.1. Die Kettenbedingung in dieser Übungsaufgabe kommt in der Algebra häufig
vor. Sie ist benannt nach Marie Ennemond Camille Jordan (1838–1922) und Otto Lud-
wig Hölder (1859–1937). Sei (M,≤) eine Halbordnung mit kleinstem Element, in der
jedes Element eine endliche Dimension habe. Dann sind folgende Aussagen äquiva-
lent:

(a) Je zwei maximale Ketten mit den selben Endpunkten haben die gleiche Länge
(Jordan-Hölder’sche Kettenbedingung).

(b) Für alle Elemente a, b ∈ M gilt: Ist b oberer Nachbar von a, so gilt für die
Dimensionen dim(b) = dim(a)+ 1.

7.2. In den Bezeichnungen von Abschnitt 7.3 und Satz 7.4 sei c ∈ F eine partiell
definierte Funktion von Σ nach Σ undw = while b do c od eine while-Schleife. Wir
wissen, dass die partiell definierte Funktionw ∈ F der kleinste Fixpunkt des Opera-
tors Γb,c ist.

(a) Es sei ⊥ die total undefinierte Funktion. Gilt Γb,c(⊥) = ⊥?
(b) Wählen Sie b und c so, dass alle f ∈ F Fixpunkte des Operators Γb,c sind. Wie

sieht der Definitionsbereich von Γb,c(⊥) in diesem Fall aus?

(c) Charakterisieren Sie sowohlw ! id als auchw ! while b′ do c od.
(d) Sei c ∈ F überall definiert. Zeigen Sie, dass Γb,c genau dann mehrere Fixpunk-

te hat, wennw nicht überall terminiert.

(e) Zeigen Sie, dass Γb,c möglicherweise nur einen Fixpunkt hat, obwohl w nicht
überall terminiert.
Hinweis: Nach Aufgabe 7.2. (d) ist c ∈ F nicht überall definiert.

7.3. Zeigen Sie die Existenz (unendlicher) boolescher Verbände, die zu keinem Po-
tenzmengenverband isomorph sind.

7.4. Zeigen Sie die Existenz von unendlichen Verbänden (mit kleinstem Element),
die keine irreduziblen Elemente haben.

7.5. Zeigen Sie die Existenz von unendlichen Mengenverbänden, die keine irredu-
ziblen Elemente haben.

7.6. SeiM eine nichtleere Menge und 2M die Potenzmenge vonM. Zeigen Sie, dass
wir keinen Ring erhalten, wenn wir Addition undMultiplikation definieren durchA+
B = A∪ B und A · B = A∩ B.
7.7. Bestimmen Sie die Hasse-Diagramme aller Verbände mit 5 Elementen.
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7.8. Zeigen Sie, dass der Verband M5 nicht distributiv, aber modular und komple-
mentär ist.

⊥

a b c

 

VerbandM5

Zusammenfassung

Begriffe
– Halbordnung, partielle Ordnung
– lineare/totale Ordnung
– wohlfundiert
– minimales, maximales Element
– Wohlordnung
– Nachbar
– Hasse-Diagramm
– Kette
– Dimension dim(x)
– Verfeinerung
– topologische Sortierung
– gerichtete Teilmenge
– vollständige Halbordnung
– kleinstes Element ⊥
– größtes Element  
– monotone Abbildung
– stetige Abbildung

– Fixpunkt
– denotationale Semantik
– Verband
– Unterverband, Teilverband
– vollständiger Verband
– modularer Verband
– distributiver Verband
– VerbändeM5 undN5

– irreduzible Elemente J(V)
– Mengenverband
– komplementäre Elemente
– boolescher Verband
– Atom
– Mengenring
– boolescher Ring
– Mengenalgebra, Potenzmengenring
– Filter, Hauptfilter, Ultrafilter

Methoden und Resultate

– Jede abzählbare Halbordnung lässt sich injektiv und monoton inQ einbetten.
– Fixpunktsatz von Kleene: Jede stetige Abbildung f über einer vollständigen Halb-

ordnung hat sup{f i(⊥) | i ≥ 0} als eindeutigen kleinsten Fixpunkt.
– Semantik von while-Schleifen als Fixpunkt des Operators Γb,c
– Jede monotone Abbildung über einer vollständigen Halbordnung hat einen ein-

deutigen kleinsten Fixpunkt.
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Zusammenfassung 189

– Die Rechenregeln (V2) bis (V4) charakterisieren Verbände.
– Fixpunktsatz von Knaster-Tarski: Sei f eine monotone Abbildung über einem

vollständigen Verband. Dann sind die Fixpunkte von f ein vollständiger Teilver-
band.

– Dedekind: V modularer Verband � V hat keinen Unterverband N5

– Birkhoff: V distributiver Verband � V hat keine UnterverbändeM5,N5

– V ist endlicher, distributiver Verband � V ist endlicher Mengenverband
– In jedem booleschen Verband gilt: irreduzibel � Atom
– boolescher Ring = boolescher Verband
– Filter F ⊆ R Ultrafilter � ∀x ∈ F : entweder x ∈ F oder 1+ x ∈ F
– Satz von Stone: Jeder Boolesche Verband ist isomorph zu einer Mengenalgebra.
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8 Boolesche Funktionen und Schaltkreise
Wir machen nun einen Ausflug in die Schaltkreistheorie. Zunächst beweisen wir ein
fundamentales Resultat von Shannon aus dem Jahr 1949. Es besagt, dass n-stellige
boolesche Funktionen durch Schaltkreise realisiert werden können, deren Größe mit
der Ordnung Θ(2n/n) wächst. Danach beweisen wir die schärfere Abschätzung von
Oleg Borisovich Lupanov (1932–2006), nach der 2n/n+o(2n/n)Gatter genügen, um
beliebigen-stellige boolesche Funktionen zu berechnen. Diese Schranke ist asympto-
tisch optimal.

Mit B = {0,1} meinen wir den booleschen Verband mit 0 < 1 und Operatio-
nen ∨ für das logische Oder, ∧ für das logische Und und die Komplementbildung
x. Das komplementäre Element x (die Negation) von x kann als 1 − x geschrieben
werden. Die Elemente in B interpretieren wir auch als Wahrheitswerte. Das kartesi-
sche Produkt Bn ist ein boolescher Verband, wobei die Operationen ∨ und ∧ kom-
ponentenweise erklärt sind. Wir wissen bereits aus dem Darstellungssatz von Stone,
dass die Verbände Bn mit n ∈ N alle endlichen booleschen Verbände (bis auf Iso-
morphie) eindeutig beschreiben. Gleichzeitig können wir ein z ∈ Bn als Bit-Folge
(z1, . . . , zn) mit zi ∈ {0,1} auffassen und diese wiederum als Binärdarstellung der
Zahl

∑n
i=1 zi2i−1 ∈ {0, . . . ,2n − 1} interpretieren. Die Hasse-Diagramme für B1,B2

und B3 stellen also jeweils die Zahlenbereiche {0,1}, {0,1,2,3} und {0, . . . ,7} dar.

0

1

B1

00

01 10

11

B2

000

001

011

100

110

010

101

111

B3

Unter einer n-stelligen booleschen Funktion wird eine Abbildung f : Bn → B ver-
standen. Wir können jede Funktion f : Bn → B auch als Eigenschaft der Zahlen zwi-
schen 0 und 2n − 1 interpretieren. Für n = 0 sind diese Eigenschaften trivial und
entsprechen den beiden Konstanten ⊥ und  . Im Folgenden nehmen wir n ≥ 1

an. Schon für moderate n ist die Anzahl dieser Eigenschaften gewaltig; sie ist 22n .
Fürn = 8 hat die Zahl 2256 schon 77 Dezimalstellen.

Schaltkreise nehmen eine Bit-Folge (z1, . . . , zn) ∈ Bn als Eingabe und werten
diese zu einemWahrheitswert in B aus. Sie sind also geeignet, Eigenschaften von na-
türlichen Zahlen in dem Bereich von 0 bis 2n − 1 zu überprüfen. Die algorithmische
Schwierigkeit einer Eigenschaft kann dann in der Größe der entsprechenden Schalt-
kreise gemessen werden. Wir werden sehen, dass sich alle n-stelligen booleschen
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Boolesche Funktionen und Schaltkreise 191

Funktionen durch Schaltkreise der Größe O(2n/n) darstellen lassen und dass „fast
alle“ diese exponentielle Größe erfordern.

Diese sehr scharfe „generische“ Schranke nützt leider für konkrete Funktionen
nicht viel. Obwohl fast alle booleschen Funktionen extrem schwierig sind, ist keine
einzige konkrete Familie von booleschen Funktionen fn bekannt, deren Schaltkreis-
größe mindestens quadratischmitnwächst.

Im Folgenden bezeichnen wir allgemeiner alle Abbildungen von der Form f : Bn

→ Bm als boolesche Funktionen. Die formale Definition eines Schaltkreises über
einer Menge von booleschen Variablen {b1, . . . , bn} ist etwas technisch. Ein Schalt-
kreis S ist ein gerichteter Graph ohne Kreise, dessen Knoten Gatter genannt werden.
Die Gatter haben entweder Eingangsgrad 0 oder 2, und jedes Gatter mit Eingangs-
grad 2 besitzt einen Typ. Die Gatter mit Eingangsgrad 0 heißen Eingangsgatter und
sind der Menge {g1, . . . , gn, g1, . . . , gn} entnommen. Die Gatter mit Eingangsgrad 2
heißen interne Gatter und haben entweder den Typ ∨ (logisches Oder) oder ∧ (logi-
sches Und). Die internen Gatter mit Ausgangsgrad 0 heißen Ausgabegatter und sind
durchnummeriert mit o1, . . . , om. Die Größe eines Schaltkreises S ist die Anzahl der
internen Gatter. Jeder Schaltkreis definiert eine boolesche Funktion f : Bn → Bm, in-
dem wir für alle z ∈ Bn und alle Gatter g einen Wert g(z) ∈ B definieren und dann
F(z) auf (o1(z), . . . , om(z)) setzen. Die Definition von g(z) ∈ B erfolgt von den
Eingangsgattern abwärts. Zunächst setzen wir für die Eingangsgatter gi(z) = zi und
gi(z) = 1 − zi. Ist g ein internes Gatter mit gerichteten Kanten von den Gattern f
und h, so können wir induktiv annehmen, dass f(z) und h(z) schon definiert sind.
Ist g vom Typ ∨, so schreiben wir g = f ∨ h und setzen g(z) = f(z) ∨ h(z). Ist g
vom Typ ∧, so schreiben wir g = f ∧ h und setzen g(z) = f(z) ∧ h(z). Der Un-
terschied zwischen booleschen Formeln und Schaltkreisen ist, dass bei Schaltkreisen
jedes Gatter das Eingangsgatter von mehreren anderen Gattern sein kann. Bei For-
meln hingegen muss man identische Teilformeln bei Bedarf mehrfach hinschreiben,
da man sie nicht wiederverwenden kann.

Ein Schaltkreis S realisiert eine boolesche Funktion f : Bn → B, falls o1(z) =
f(z) für alle z ∈ Bn gilt. Benutzt ein Schaltkreis nur Eingangsgatter aus der Menge
{g1, . . . , gc, g1, . . . , gc} und Ausgabegatter o1, . . . , od, so stellt er boolesche Funktio-
nen f : Bn → Bm für alle n ≥ c undm ≤ d dar.
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192 Boolesche Funktionen und Schaltkreise

x y z y

∧

∨ ∨

∧

Schaltkreis S

x y z f(x,y, z)

0 0 0 0

0 0 1 1

0 1 0 0

0 1 1 0

1 0 0 0

1 0 1 1

1 1 0 1

1 1 1 1

von S realisierte Funktion f

8.1 Shannons obere Schranke für die Anzahl der Gatter

Sei f : Bn → B eine beliebige boolesche Funktion mitn ≥ 1. Zum Aufwärmen wollen
wir zwei einfache obere Schranken für die Anzahl der internen Gatter angeben, die
man benötigt, um f zu realisieren. Zunächst zeigen wir, dass hierfür 2n+1 − 3 Gatter
genügen. Für n = 1 gibt es genau vier boolesche Funktionen, die jeweils durch ein
internes Gatter dargestellt werden können. Also stimmt die Behauptung für n = 1.
Ab jetzt sei n ≥ 2 und die Behauptung richtig für n − 1. Die Funktion f definiert
zwei Funktionen f0 : Bn−1 → B und f1 : Bn−1 → B, indem wir f0(z1, . . . , zn−1) =
f(z1, . . . , zn−1,0) und f1(z1, . . . , zn−1) = f(z1, . . . , zn−1,1) setzen. Induktiv kön-
nen wir fi durch einen Schaltkreis Si realisieren, der weniger als 2n−3 interne Gatter
hat. Dann erhalten wir die Shannon-Zerlegung von f durch (S0 ∧ gn)∨ (S1 ∧ gn).

S0 S1
gn gn

∧ ∧

∨

Schaltkreis für f

Dieser Schaltkreis benötigt höchstens 2(2n−3)+3 = 2n+1−3 interne Gatter. Damit
ist die Behauptung für alle n ≥ 1 gezeigt. Bei dieser Konstruktion hat jedes Gatter
einen Ausgangsgrad von höchstens 1.

DurchMehrfachverwendung von bereits berechneten Zwischenergebnissen (d. h.,
bei manchen Gattern ist der Ausgangsgrad größer als 1) erhalten wir bessere Schran-
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Die untere Schranke von Shannon 193

ken. Ein einfacher Ansatz hierzu ist wie folgt. Zunächst bestimmen wir eine obere
Schranke für die Anzahl der Gatter eines Schaltkreises, welcher alle booleschen Funk-
tionen Bk → B berechnet; für jede dieser Funktionen hat der gesuchte Schaltkreis ein
Ausgabegatter. Sei Ck die Größe des Schaltkreises. Wir behaupten:

Ck ≤ 4 · 22k

Es gibt 4 boolesche Funktionen B→ B und jede benötigt höchstens 1 internes Gatter.
Damit gilt C1 ≤ 4 und die Behauptung gilt für k = 1. Sei nun k ≥ 2. Wie zuvor
können wir f : Bk → B in zwei Funktionen f0, f1 : Bk−1 → B aufteilen und dann die
Schaltkreise für f1 und f2 mit 3 Gattern zu einem Schaltkreis für f zusammensetzen.
Wenn wir diese Technik für jede der 22k Funktionen Bk → B anwenden, dann sehen
wir:

Ck ≤ Ck−1 + 3 · 22k

Mit Induktion gilt nun Ck ≤ 4 ·22k−1 +3 ·22k und zusammenmit 4 ·22k−1 ≤ 22k folgt
daraus die Behauptung.

Wir verwenden nun die Schranke für Ck, um die Schranke bei einer einzelnen
Funktion f : Bn → B etwas zu verfeinern. Nehmen wir an, wir hätten bereits einen
einzelnen Schaltkreis für alle Funktionen Bk → B. Wir wollen abschätzen, wie viele
zusätzliche Gatter benötigt werden, um f zu realisieren, wenn n ≥ k gilt. Wir be-
haupten, dass 3 · 2n−k − 3 zusätzliche Gatter ausreichen. Für n = k benötigen wir
keine weiteren Gatter, undmit3·20−3 = 0 ist die Behauptung erfüllt. Sei nunn > k.
Indem wir f wieder in Funktionen f0, f1 : Bn−1 → B aufteilen, und die Schaltkreise
für f0 und f1 mit 3 Gattern zu einem Schaltkreis für f kombinieren, sehen wir dass
für f höchstens 2 · (3 · 2n−1−k − 3) + 3 = 3 · 2n−k − 3 zusätzliche Gatter benötigt
werden. Zusammen mit den Gattern für die Funktionen Bk → B benötigen wir für f
weniger als 3 · 2n−k + 4 · 22k Gatter. Mit k = �log2 n� − 1 sehen wir:

3 · 2n−k + 4 · 22k = 3 · 2n−�log2 n�+1 + 4 · 22�log2 n�−1

≤ 3 · 2n−log2 n+2 + 4 · 22log2 n−1

= 12 · 2n

n
+ 4 · 2n/2 ∈ O(2n/n)

8.2 Die untere Schranke von Shannon

Als Nächstes zeigen wir das Gegenstück zur oberen Schranke: Fast alle n-stelligen
booleschen Funktionen benötigen Schaltkreise der Größe 2n/n, um sie zu realisie-
ren. Der Grund ist eigentlich recht einfach; es gibt zu wenige Schaltkreise der Größe
2n/n, um 22n Funktionen darzustellen. Wir dürfen sogar die Berechnungsfähigkeit
der Gatter erweitern, ohne dass sich das Ergebnis ändert. Im Folgenden stellen wir
Gatter für jede zweistellige boolesche Funktion zur Verfügung. Es gibt also nicht nur
zwei verschiedene Typen, sondern 16 = 222 . Dafür können wir jetzt auf negierte Ein-
gabegatter verzichten. Es gibt also nur noch n Eingabegatter g1, . . . , gn. Jeweils ein
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194 Boolesche Funktionen und Schaltkreise

internes Gatter wird als Ausgabegatter spezifiziert, und damit berechnet jeder Schalt-
kreis mit diesen 16 möglichen Gattertypen eine n-stellige boolesche Funktion. Ein
Gatter selbst kann als Tripel (T , �, r ) beschrieben werden, wobei T der Typ ist und �
und r das linke beziehungsweise rechte Eingangsgatter bezeichnet.

Das Ziel ist zu zeigen, dass fast alle Funktionen 2n/n Gatter benötigen. Hierfür
ist etwas Vorbereitung erforderlich. Wir nennen einen Schaltkreis reduziert, wenn je
zwei verschiedene interne Gatter verschiedene boolesche Funktionen definieren. Man
beachte, dass sich in reduzierten Schaltkreisen interne Gatter also durchaus wie Ein-
gabegatter verhalten dürfen.

Lemma 8.1. Sei S ein Schaltkreis mit s internen Gattern und n Eingabegattern. Dann
existiert für jedes t mit s ≤ t ≤ 22n ein reduzierter Schaltkreis mit t internen Gattern,
der dieselbe boolesche Funktion f berechnet wie S .

Beweis. Wir ordnen die Gatter von S von links nach rechts, so dass für jedes Gatter
die jeweiligen Eingangsgatter weiter links stehen. Die Eingabegatter stehen in dieser
Ordnung also ganz links. (Wir haben die Gatter topologisch sortiert.) Danach erwei-
tern wir die Ordnung auf der rechten Seite umweitere interne Gatter, bis amEnde jede
der 22n booleschen Funktionen durch ein internes Gatter repräsentiert wird. Die Ord-
nung, dass jeweilige Eingangsgatter weiter links stehen, behalten wir während der
Erweiterung bei.

Diesen sehr großen neuen Schaltkreis reduzierenwir von links nach rechts.Wenn
jetzt zwei interne Gatter dieselbe Funktion darstellen, so können wir auf das weiter
rechts stehende Gatter verzichten, denn alle Leitungen, die von diesem Gatter aus-
gehen, können umdirigiert werden, ohne die Ordnung zu zerstören. Durch diesen
Prozess wird der große Schaltkreis nach und nach reduziert. Wir stoppen den Pro-
zess, wenn wir einen reduzierten Schaltkreis mit t internen Gattern erzeugt haben.
Die noch nicht betrachteten Gatter am rechten Ende werden wieder gelöscht. Wegen
s ≤ t befindet sich in dem reduzierten Schaltkreis ein internes Gatter, welches f be-
rechnet.

Sei S ein Schaltkreis mit s internen Gattern. Wir identifizieren imnächsten Schritt
die Gatter mit den Zahlen 1, . . . , s, s + 1, . . . , s + n, wobei wir jetzt die folgende An-
ordnung vornehmen. Wir benennen das Ausgabegatter mit s und mit s +1, . . . , s+n
bezeichnen wir die Eingabegatter g1, . . . , gn. Dies führt auf eine Beschreibung des
Schaltkreises als Folge von Tripeln

S = (
(T1, �1, r1), . . . , (Ts , �s , rs)

)
wobei Ti einer der möglichen 16 Gattertypen ist und �i und ri die linken und rech-
ten Vorgänger des internen Gatters i bezeichnen. Ist π eine Permutation von {1, . . . ,
s + n}, welche die Zahlen s, s + 1, . . . , s + n fest lässt, dann verändert π die Na-
men interner Gatter, aber nicht die Funktionsweise des Schaltkreises. Wir erhalten
eine neue Schaltkreisbeschreibung π(S). In π(S) wertet sich jedes Gatter π(i) ge-
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Die untere Schranke von Shannon 195

nauwie i in S aus. Daπ das Ausgabegatter fest lässt, berechnet das Gatter s weiterhin
dieselbe boolesche Funktion. Die Schaltkreisbeschreibung nach Anwendung der Per-
mutation π hat die Formπ(S) = (

(T ′1, �
′
1, r

′
1), . . . , (T ′s , �′s , r ′s )

)
und fürπ(i) = j gilt

(T ′j , �
′
j , r

′
j) = (Ti, π(�i),π(ri)). Ist der Schaltkreis reduziert und π ≠ id, so gilt für

die jeweiligen Beschreibungen S ≠ π(S). Dies sieht man wie folgt. Wegen π ≠ id

gilt π(i) = j ≠ i für zwei Gatter i und j. Angenommen, die Beschreibung wäre
identisch, dann wäre insbesondere (Tj , �j, rj) = (T ′j , �′j , r ′j) = (Ti, π(�i),π(ri)).
Also ist Ti = Tj , π(�i) = �j und π(ri) = rj . Daher werten sich die ursprünglichen
Gatter i und j genau gleich aus, was aber in reduzierten Schaltkreisen unmöglich ist.

Lemma8.2. Sei s ≥ n. Dann ist die Anzahl dern-stelligen booleschen Funktionen, wel-
che sich durch Schaltkreise mit höchstens s internen Gattern berechnen lassen, durch
eine Funktion in 2s log s+O(s) begrenzt.

Beweis. Gehört f : Bn → B zu einer dieser Funktionen, so wird f nach Lemma 8.1
durch einen reduzierten Schaltkreis S mit genau s internen Gattern berechnet. Die
Beschreibung von S ergibt eine Liste von Tripeln(

(T1, �1, r1), . . . , (Ts , �s, rs)
)

und die Zahl dieser Folgen von Tripeln ist kleiner als
(
16(s +n)(s +n))s ≤ ks · s2s

für eine Konstante k ≤ 642. Zu jedem Schaltkreis S für die Funktion f gehören aber
nun (s − 1)! Beschreibungen π(S), und diese sind alle paarweise verschieden. Bei
der gewünschten Abschätzung dürfen wir also die Zahl ks · s2s durch (s − 1)! teilen.
Nach Gleichung (2.1) gilt s! ≥ (s/e)s . Damit erhalten wir:

ks · s2s/(s − 1)! ≤ s · (ek)s · s2s/ss ∈ 2s log s+O(s)

Also gilt die Behauptung.

Satz 8.3 (Shannon 1949). Der Anteil der n-stelligen booleschen Funktionen, die sich
durch Schaltkreise mit höchstens 2n/n internen Gattern berechnen lassen, strebt ge-
gen 0 fürn →∞.

Beweis. Nach Lemma 8.2 gibt es höchstens 2s log s+O(s) Funktionen bis zur Größe s.
Setzen wir s = 2n/n und bilden den Logarithmus, so erhalten wir 2n − 2n logn

n +
O(2n/n). Um den Anteil der Funktionen der Größe s unter den 22n Funktionen zu
erkennen, müssen wir log(22n ) = 2n subtrahieren und sehen, dass die Differenz
gegen −∞ strebt. Also geht der Anteil, wie behauptet, gegen 0.

Für eine boolesche Funktion f : Bn → B sei sf die minimale Anzahl der Gatter,
die ein Schaltkreis benötigt, der f realisiert. Ferner sei s(n) das Maximum der sf
über alle f : Bn → B. Dies bedeutet, s(n) ist die minimale Anzahl an Gattern, die
benötigt wird, um eine beliebige n-stellige boolesche Funktion zu realisieren. Für die
Funktion s(n) gilt s(n) ∈ Θ(2n/n), denn nach Satz 8.3 gilt s(n) ∈ Ω(2n/n), und
die obere Schranke s(n) ∈ O(2n/n)wurde bereits in Abschnitt 8.1 gezeigt.
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196 Boolesche Funktionen und Schaltkreise

8.3 Die obere Schranke von Lupanov

Die obere Schranke vonO(2n/n) aus Abschnitt 8.1wurde von Lupanovweiter verbes-
sert [27]. Er zeigte, dass sich jede n-stellige boolesche Funktion durch einen Schalt-
kreis mit nur 2n/n + o(2n/n) Gattern realisieren lässt. Wir beweisen als nächstes
diese Schranke, welche aufgrund von Satz 8.3 asymptotisch optimal ist.

Als wichtiges Hilfsmittel für den Beweis betrachten wir boolesche Matrizen. Sei-
en R und S endliche Indexmengen und sei F eine boolesche Matrix aus BR×S. Wir
fassen R und S als disjunkte Mengen boolescher Variablen auf. Die Elemente ρ ∈ BR
kann man als Teilmengen von Zeilen aus R auffassen. Damit ist ρ(x) für x ∈ R ein
boolescher Wert, der sich genau dann zu 1 auswertet, wenn x zu der von ρ repräsen-
tierten Menge gehört. Eine entsprechende Sichtweise ist auch für σ ∈ BS möglich.
Die Matrix F definiert nun eine boolesche FunktionH : BR × BS → B durch

H(ρ,σ) =
⎧⎨⎩1 falls ∃x ∈ R ∃y ∈ S : 1 = ρ(x) = σ(y) = F(x,y)

0 sonst

Wennwirρ(x) = 1 lesen als „ρ aktiviert die Zeilex“ und entsprechendσ(y) = 1 für
Spalten interpretieren, bedeutet H(ρ,σ) = 1, dass F(x,y) = 1 für eine aktivierte
Zeile x und eine aktivierte Spalte y ist. Wir sagen, ein Schaltkreis mit Eingabegat-
tern hx und hy für x ∈ R und y ∈ S realisiert die Matrix F , wenn er die boolesche
FunktionH realisiert. Die negierten Gatterhx undhy werden dabei nicht verwendet.

Lemma 8.4. Seien R, S endliche Indexmengen und sei F eine boolesche Matrix aus
BR×S . Wenn in F höchstens p Zeilen nicht Null sind, dann lässt sich F mit einem Schalt-
kreis der Größe 3 · 2p + |S| realisieren.
Beweis. Sei P ⊆ R mit |P | = p eine Teilmenge der Zeilen, welche alle Zeilen mit
einem von Null verschiedenen Eintrag enthält. In F gibt es höchstens 2p viele ver-
schiedene Spalten. Wir definierenH : BP ×BS → B durch

H(ρ,σ) =
⎧⎨⎩1 falls ∃x ∈ P ∃y ∈ S : 1 = ρ(x) = σ(y) = F(x,y)

0 sonst

für ρ ∈ BP undσ ∈ BS . Es genügt,H durch einen Schaltkreis mit Eingabegattern hx
undhy für x ∈ P undy ∈ S zu realisieren. Die negierten Gatter hx undhy kommen
in der Konstruktion nicht vor.

Für eine Spalte s ∈ S sei J(s) ⊆ S die Menge der Spalten von F , die mit s über-
einstimmen. Formal ist

J(s) = {
y ∈ S ∣∣ ∀x ∈ P : F(x,y) = F(x, s) }

Für s ∈ S definieren wir außerdem zwei boolesche Funktionen:

Es(ρ) =
∨
{ρ(x) | F(x, s) = 1}

Gs(σ) =
∨
{σ(y) | y ∈ J(s)}
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Die FunktionenEs : BP → B undGs : BS → B können durch Schaltkreise von der Form∨{hx | F(x, s) = 1} beziehungsweise ∨{hy | y ∈ J(s)} realisiert werden. Durch
ein weiteres Und-Gatter können wir folgende Funktion realisieren:

Hs(ρ, σ) = Es(ρ)∧Gs(σ)

Damit ist Hs(ρ, σ) = 1 äquivalent dazu, dass es eine Zeile x ∈ P und eine Spalte
y ∈ S mit den folgenden drei Eigenschaften gibt: (1) Es gilt 1 = ρ(x) = σ(y).
(2) Die Spalten y und s sind identisch. (3) Es gilt F(x,y) = 1.

Im nächsten Schritt konstruieren wir einen Schaltkreis fürH als Disjunktion von
Schaltkreisen für Hs für eine geeignete Menge von Spalten s. Wir wählen dafür eine
minimale Menge Q ⊆ S mit S = ⋃{J(s) | s ∈ Q}. Dies bedeutet, jede Spalte in der
Matrix F erscheint genau einmal als artgleiche Spalte inQ. Nun gilt:

H(ρ,σ) =
∨
{Hs(ρ,σ) | s ∈Q}

Die Anzahl der Schaltkreise, die nötig ist, um alle Funktionen Gs zu realisieren, ist
durch |S| beschränkt, da die Mengen J(s) eine Partition von S definieren. Für die
Funktionen Es genügen insgesamt 2p Gatter. Mit |Q| ≤ 2p erhalten wir für die Größe
des Schaltkreises fürH die folgende obere Schranke:

2p︸︷︷︸
Es

+ |S|︸︷︷︸
Gs

+ 2p︸︷︷︸
ein Und-Gatter

proHs

+ 2p︸︷︷︸
Oder-Gatter

beiH

Dies beweist das Lemma.

Satz 8.5 (Lupanov 1958). Jede n-stellige boolesche Funktion wird durch einen Schalt-
kreis der Größe 2n/n+ o(2n/n) realisiert.
Beweis. Sei f : Bn → B eine n-stellige boolesche Funktion und 1 ≤ k < n. Bei den
Argumenten von f fassen wir die ersten k und die übrigen n − k Parameter jeweils
als eine Einheit auf. Sei R = Bk und S = Bn−k, dann definieren wir eine Matrix F ∈
BR×S durch F(x,y) = f(x,y) für einen Zeilenindex x ∈ R und einen Spaltenindex
y ∈ S. Weiter fassen wir in F jeweils p Zeilen zu einer neuen Matrix zusammen. Sei
hierzu R = A1 ∪ · · · ∪ A� eine Partition von R mit |Ai| ≤ p und � = �2k/p�. Wir
definieren nun die Matrizen Fi ∈ BR×S durch

Fi(x,y) =
⎧⎨⎩F(x,y) für x ∈ Ai

0 sonst

Damit gilt F = F1 ∨ · · · ∨ F�. Außerdem gibt es in Fi höchstens p Zeilen, die nicht
Null sind. Mit Lemma 8.4 lässt sich jede Matrix Fi mit 3 · 2p + |S| Gattern realisieren.
Damit existiert für F ein Schaltkreis der Größe:

� · (3 · 2p + 2n−k)+ �
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198 Boolesche Funktionen und Schaltkreise

Um aus der Realisierung der Matrix F eine Realisierung der Funktion f zu erhal-
ten, müssen wir noch die Eingangsgatter hx und hy für F zur Verfügung stellen.
Seien g1, . . . , gn, g1, . . . , gn die Eingangsgatter für den Schaltkreis zur Funktion f .
Dann ergibt sich hx als eine Konjunktion von k Gattern aus {g1, . . . , gk, g1, . . . , gk}
und hy als eine Konjunktion von n − k Gattern aus {gk+1, . . . , gn, gk+1, . . . , gn}.
Damit benötigt die Berechnung aller hx und hy für x ∈ R und y ∈ S höchstens
k · 2k + (n − k) · 2n−k Gatter. Insgesamt ergibt sich damit für die Größe des Schalt-
kreises für f die folgende Schranke:⌈

2k

p

⌉
(3 · 2p + 2n−k)+

⌈
2k

p

⌉
+ k · 2k + (n− k) · 2n−k

Wir setzen jetzt k = 3�log2n� und p = n − 5�log2n�. Für den hinteren Teil der
obigen Schranke gilt nun

3 · 2p + 2n−k +
⌈

2k

p

⌉
+ k · 2k + (n− k) · 2n−k ∈ o

(
2n

n

)
Für den restlichen Teil ist(⌈

2k

p

⌉
− 1

)(
3 · 2p + 2n−k

) ≤ 2k

p
(
3 · 2p + 2n−k

)
= 3 · 2k+p

p
+ 2n

p
∈ 2n

n
+ o

(
2n

n

)
Für die letzte Abschätzung beachte man, dass für jedes genügend großen die Unglei-
chung 1/(n − logn) ≤ 1/n + 1/(n logn) gilt. Insgesamt benötigt der Schaltkreis
für f höchstens 2n/n+ o(2n/n) interne Gatter.
Korollar 8.6. Sei s(n) die kleinste natürliche Zahl, die ausreicht, damit jede n-stel-
lige boolesche Funktion durch einen Schaltkreis mit s(n)Gattern realisiert werden kann.
Dann gilt die Asymptotik s(n) ∼ 2n/n.

Beweis. Nach Satz 8.3 gilt s(n) ≥ 2n/n. Die Schranke von Lupanov besagt s(n) ∈
2n/n+ o(2n/n). Zusammen ergibt dies die Aussage des Korollars.

Der Schaltkreis, den wir in Satz 8.5 konstruiert haben, verwendet vier logische
Level; dies bedeutet es wird nur dreimal zwischen Und-Gattern und Oder-Gattern al-
terniert. Der oberste Level (ein Und-Level) ist die Konstruktion der hx und hy . Da-
nach kommt durch die Konstruktion in Lemma 8.4 ein Oder-Level für Es und Gs . Als
dritter Level folgt wieder ein Und-Level zur Konstruktion der Schaltkreise fürHs . Als
letztes folgt schließlich ein Oder-Level zur Konstruktion vonH sowie zur Disjunktion
der Matrizen Fi. Übliche Normalformen für boolesche Formeln, wie die disjunktive
Normalform oder die konjunktive Normalform, verwenden nur zwei logische Level.

Für weiterführende Literatur zu Schaltkreisen verweisen wir auf die Bücher von
Heribert Vollmer [31] und Ingo Wegener [33].
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A Grundlagen

A.1 Mengen, Relationen und Abbildungen

Wir verwenden folgende Standardbezeichnungen: Mit N, Z,Q, R, C bezeichnen wir
die natürlichen, ganzen, rationalen, reellen und komplexen Zahlen. In diesem Kapitel
meintn stets eine natürliche und k eine ganze Zahl. Mitx,y und r meinen wir reelle
oder komplexe Zahlen. Da viele Identitäten allgemeiner gelten, verzichtenwirmanch-
mal auf eine genaue Spezifikation.Wermit komplexen Zahlen nicht vertraut ist, möge
sich stets eine reelle Zahl vorstellen. Auf der anderen Seite gibt es keine guten Grün-
de, sie von vornherein auszuschließen. Wenn x = a+ bimit a, b ∈ R und i = √−1

eine komplexe Zahl ist, so meint der Betrag |x|wie üblich denWert
√
a2 + b2. Insbe-

sondere ist der Betrag |r | einer reellen Zahl r ∈ R wie üblich definiert, also |r | = r
für r ≥ 0 und |r | = −r für r < 0.

Das kartesische Produkt A × B zweier Mengen A und B ist die Menge aller Paare
(a, b)mit a ∈ A und b ∈ B. Benannt ist diese Konstruktion nach dem französischen
Mathematiker René Descartes (1596–1650). Sind A und B endlich mit n beziehungs-
weisem Elementen, so enthält A× B genau nm Elemente.

Eine Relation zwischen A und B ist eine Teilmenge von A × B. Eine Relation ist
also eine Menge von Paaren. Eine Abbildung (oder Funktion) f : A → B von einer
Menge A nach B ist formal ein Tripel (A, B,R), wobei R ⊆ A × B eine Relation ist,
für die gilt, dass es zu jedem a ∈ A genau ein b ∈ B mit (a, b) ∈ R gibt. Wie
üblich schreibenwir dann f(a) = b. DieHintereinanderausführung vonAbbildungen
f : A → B undg : B → C ist eine Abbildungg◦f : A → C, welche durch die Vorschrift
(g ◦ f)(a) = g(f(a)) definiert ist.

Eine Abbildung f : A → B heißt injektiv, wenn für alle b ∈ B höchstens ein a
∈ A mit f(a) = b existiert. Sie heißt surjektiv, wenn für alle b ∈ B mindestens ein
a ∈ A mit f(a) = b existiert. Sie heißt bijektiv, wenn sie sowohl injektiv als auch
surjektiv ist. Wir sprechen auch von Injektionen, Surjektionen und Bijektionen. Eine
Bijektion von einer endlichen Menge auf sich selbst wird auch Permutation genannt.
Eine Menge A ist abzählbar, wenn eine Surjektion f : N → A existiert.

A B

f beliebig

A B

f injektiv

A B

f surjektiv

A B

f bijektiv
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200 Grundlagen

A.2 DieO-Notation
Häufig sind wir nicht an Funktionen selbst, sondern nur an ihrem Wachstumsver-
halten interessiert. Hierfür haben sich die Landau-Symbole bewährt (Edmund Georg
Hermann Landau, 1877–1938), welche Funktionsklassen beschreiben. Im Folgenden
betrachten wir Funktionen f , g, . . . von N nach R oder nach C. Die Funktionsklas-
sen O(g), Ω(g) und Θ(g) (lies „Groß-Oh von g“, „Groß-Omega von g“ und „Theta
von g“) sind folgendermaßen definiert:

O(g) = {f : N → C | ∃c > 0∃n0 ≥ 0∀n ≥ n0 : |f(n)| ≤ c · |g(n)|}
Ω(g) = {f : N → C | g ∈ O(f)}
Θ(g) = O(g)∩Ω(g)

Es gilt also f ∈ O(g), wenn f bis auf eine Konstante schließlich (ab einemn0) nicht
schneller wächst als g. Außerdem halten wir die Konvention fest, dass durch O de-
finierte Klassen stets nach unten abgeschlossen sind. Damit vermeiden wir seltsame
Effekte. Wenn man etwa eine Klasse 2O(n) definiert, so soll diese sicherlich auch alle
Polynome enthalten. Analog gilt f ∈ Ω(g), wenn f bis auf eine Konstante schließ-
lich nicht langsamer wächst als g und f ∈ Θ(g), wenn f bis auf Konstanten schließ-
lich gleich schnell wächst wie g. Es gilt z. B.

(
2n
3

)
∈ Θ(n3) ⊂ O(2n).

Wir definieren o(g) undω(g) (lies „Klein-Oh“ und „Klein-Omega“) durch:

o(g) = {f : N → C | ∀c > 0∃n0 > 0∀n ≥ n0 : |f(n)| ≤ c · |g(n)|}
ω(g) = {f : N → C | g ∈ o(f)}

Damit enthält o(g) die Funktionen, die (echt) langsamer wachsen als g und inω(g)
liegen die Funktionen, die schneller wachsen als g. Damit gilt z. B. o(g) ⊂ O(g) und
o(g)∩Θ(g) = ∅.

Die Relationen, die sich durch O, Ω und Θ ergeben, sind reflexiv: Es gilt f ∈
O(f), f ∈ Ω(f) und f ∈ Θ(f). Dies ist für o und ω falsch: f �∈ o(f) und f �∈
ω(f). Sämtliche Relationen sind transitiv: aus f ∈ O(g) und g ∈ O(h) folgt f ∈
O(h), entsprechend für Ω, Θ, o,ω. Unter diesen Relationen ist nur Θ symmetrisch:
aus f ∈ Θ(g) folgt g ∈ Θ(f). Insbesondere aufgrund dieser Symmetrieverletzung
ist die in der Literatur übliche Bezeichnung f = O(g), also Gleichheitszeichen statt
Element, mit Vorsicht zu gebrauchen.

Für alle Basen a,b > 1 gilt

loga(n) ∈ Θ(logb(n))

Wir können also Klassen wie O(logn) definieren, ohne die Basis zu spezifizieren.
Weiterhin gilt noch die Beziehung:

logk(n) ∈ o(logk+1(n)) ⊊ o(n)
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DieO-Notation 201

Eine Funktion f : N → C heißt polynomiell beschränkt, wenn f ∈ O(nk) für ein
k ≥ 0 gilt. Wir reden etwa von einem polynomiellen Algorithmus, wenn die Laufzeit
polynomiell beschränkt ist. Häufig wird der Term effizient als Synonym hierfür be-
nutzt. Diese Klasse von Algorithmen ist robust in dem Sinne, dass die Definition poly-
nomieller Algorithmen weitgehend unabhängig vom Maschinenmodell (beziehungs-
weise von Implementationsdetails) ist.

Um asymptotisch gleichesWachstum von Funktionen f , g : N → C auszudrücken,
verwendet man die Bezeichnung f ∼ g. Sie ist definiert durch die folgende Äquiva-
lenz:

f ∼ g � lim
n→∞

f(n)
g(n)

= 1

Damit gilt zwar
(
n
3

)
∈ Θ(n3), aber

(
n
3

)
�∼ n3. Es gilt jedoch

(
n
3

)
∼ n3

6 . Allgemeiner

können wir für k ≥ 0 festhalten
(
n
k

)
∼ nk

k! . Wir werden die Asymptotik nur auf Funk-
tionen anwenden, die fast niemals den Wert Null annehmen, und vermeiden so hier
die Diskussion, ob 0 ∼ 0 gilt.
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B Lösungen der Aufgaben

Zu Kapitel 1

1.1. Es kommt gar nicht darauf an, dass p eine Primzahl ist. Wir benutzen nur, dass p
keine Potenz von 10 ist, denn aus log10(p) = r/s folgt log10(ps) = r und damit
ps = 10r .

1.2. (a) Euklidischer Algorithmus:

56 = 2 · 35− 14, d. h. 14 = 2 · 35− 56

35 = 2 · 14+ 7, d. h. 7 = 35− 2 · 14

14 = 2 · 7, d. h. 7 = ggT(35,56)

Einsetzen der ersten Gleichung in die zweite liefert 7 = 35 − 2 · (2 · 35 − 56) =
−3 · 35− (−2) · 56, d. h. x = −3, y = −2.

1.2. (b)
7 = −3 · 35+ 56

7
· 35− 35

7
· 56+ 2 · 56

=
(

56
7
− 3

)
· 35−

(
35
7
− 2

)
· 56

= 5 · 35− 3 · 56, d. h. x = 5, y = 3

1.3. Die Lösungen der beiden separaten Kongruenzen 3x ≡ 0 mod 13 und −7y ≡
11 mod 13 ergeben durch Addition auf alle Fälle Lösungen der Kongruenz 3x −
7y ≡ 11 mod 13. Sei x0 = 0 eine spezielle Lösung von 3x ≡ 0 mod 13 und
y0 = 4 eine spezielle Lösung von −7y ≡ 11 mod 13. Damit erhalten wir in 3x0 −
7y0 eine zur Aufspaltung 11 = 0+ 11 gehörige spezielle Lösung der ursprünglichen
Kongruenz. Die zux0, y0 gehörige allgemeine Lösung der ursprünglichen Kongruenz
hat dann die Gestalt

3x0 − 7y0 + 13t = 3(x0 +u)− 7(y0 + v)
wobei 3u ≡ 7v mod 13 gelten muss. Für u = 1 ergibt sich 3 ≡ 7 · 6 mod 13, also
3s ≡ 7 · 6 · s mod 13 mit beliebigem s ∈ Z. Für die allgemeine Lösung erhalten wir
also x = s,y = 4+ 6s, also 3s − 7(4+ 6s) ≡ 11 mod 13 für alle s ∈ Z.
1.4. Jeder gemeinsame Teiler von a+ b und a− b teilt auch 2a und 2b. Die Behaup-
tung folgt nun aus ggT(2a,2b) = 2.

1.5. (a) Sei n =∑�
k=0ak10k. Dann ist die Quersumme q(n) =∑�

k=0 ak. Wegen 10 ≡
1 mod 3 folgt n ≡ q(n)mod 3. Dies beweist die Dreierregel zur Division.

1.5. (b) Sei wiedern =∑�
k=0ak10k. Dann ist 10k ≡ (−1)k mod 11. Es folgt die Elfer-

regel zur Division: n ≡ ∑�
k=0(−1)kak mod 11. Ein Zahl ist also genau dann durch 11

teilbar, wenn ihre alternierende Quersumme durch 11 teilbar ist.
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1.6. ⇒: Sei n zusammengesetzt, n = pq mit 1 < p,q < n. Dann ist p Teiler von
(n− 1)!, aber nicht von−1, da p kein Inverses in (Z/nZ)∗ besitzt.
⇐: (n − 1)! ist das Produkt der Zahlen in M = {2, . . . , n− 1}. Ist n prim, so sind
alle Elemente in M modulo n invertierbar und nur für x ∈ M mit x = n − 1 gilt
x ≡ x−1 mod n. Fasse die Elemente ausM \ {n− 1} durch Umordnung paarweise
mit ihren Inversen modulo n zusammen. Das Produkt über diese Zahlen ist damit 1
modulo n. Daher ist (n− 1)! ≡ n− 1 ≡ −1 mod n.

1.7. n4 + 4n ist niemals 2, also können wir annehmen, dass n = 2k + 1 ungerade
ist mit k ≥ 1. Setze x = n und y = 2k, dann ist n4 + 4n = x4 + 4y4, denn
4y4 = 4 · 24k = 42k+1. Schließlich ergibt sich: x4+ 4y4 = (x2 +2y2)2 −4x2y2 =
(x2 + 2y2 + 2xy)(x2 + 2y2 − 2xy). Sind jetzt x,y ∈ N mit y > 1, so gilt x2 +
2y2+ 2xy ≥ x2 +2y2− 2xy ≥ (x−y)2 +y2 ≥ 4. Insbesondere ist ist x4+ 4y4

keine Primzahl.

1.8. (a) Angenommen n = pqmit p,q > 1. Betrachte die Identität

xq −yq = (x − y)
q−1∑
i=0

xiyq−1−i (B.1)

mit x = 2p und y = 1. Primzahlen der Form 2n − 1 bezeichnet man als Mersenne-
Primzahlen (nach Marin Mersenne, 1588–1648).

1.8. (b) Angenommen n = r2m mit r > 1 ungerade. Dann gilt 2r2m + 1 = (22m)r −
(−1)r . Aus Gleichung (B.1) mit x = 22m,y = −1 und q = r ergibt sich wieder eine
nichttriviale Faktorisierung. Primzahlen der Form 2n+ 1 bezeichnet man als Fermat-
Primzahlen.

1.8. (c) Sei ohne Einschränkung 1 ≤m < n. Sei d ∈ N1 mit d |fm und d |fn. Es gilt
fn − 2
fm

= 22n − 1
22m + 1

= (22m)2
n−m−1 − (22m)2

n−m−2 + · · · − 1

Damit ist fm | (fn−2) und folglich d | (fn−2). Wegen d |fn folgt alsod |2. Aber es
istd ≠ 2, da fn und fm beide ungerade sind. Da die Zahlen fn paarweise teilerfremd
sind und jedes fn mindestens einen Primteiler hat, muss die Folge der Primzahlen
unendlich sein.

1.9. Die Lösung lautet 111: Die beiden Forderungen x ≡ 1 mod 2 und x ≡ 0 mod 3

sind äquivalent mit x ≡ 3 mod 6. Nehmen wir die dritte Gleichung hinzu, so muss
3 + 6k ≡ 1 mod 5 gelten. Daraus folgt k ≡ 3 mod 5 sowie x ∈ 21 + 30� für ein
� ∈ N. Die letzte Gleichung verlangt 21+30� ≡ 6 mod 7, also 2� ≡ 6 mod 7. Dies ist
äqivalentmit � ≡ 3 mod 7.Wir erhalten die eindeutige Lösungx = 21+30·3 = 111.
Sie ist die einzige positive Lösung im Bereich bis kgV{2,3,5,7} = 210.

1.10. Sei x0 eine Lösung des gegebenen Systems. Dann gilt x0−a = rn undx0−b =
sm und folglich a−b = (x0−b)−(x0−a) = sm−rn. Wir setzen d = ggT (n,m).
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204 Lösungen der Aufgaben

Die Linearkombination sm − rn ist ein Vielfaches von d. Also gilt d | (a − b). Sei
umgekehrt d | (a − b). Dann gilt a − b = kd. Ferner gibt es eine Darstellung d =
nx +my . Folglich ist a − knx = b + kmy = x0 eine Lösung des Systems. Sei
t = kgV (n,m). Dann gilt dt = nm. Ferner gibt es v,w ∈ Zmit n = vd,m = wd.
Folglich ist t = vwd. Sei nunx0 eine Lösung des gegebenen Systems. Dann giltx0 ≡
a mod vd und x0 ≡ b mod wd. Wegen t = vwd sind damit die Kongruenzen
x0+kt ≡ a mod vd und x0+kt ≡ b mod wd für beliebige k ∈ Z erfüllt; d. h., x0

ist eindeutig modulo t = kgV (n,m).

1.11. (a) Nach dem kleinen Satz von Fermat gilt n5 ≡ n mod 2, n5 ≡ nmod 3 und
n5 ≡ nmod 5. Mit dem Chinesischen Restsatz folgt n5 ≡ n mod 30.

1.11. (b) Es gilt

3n
4+n2+2n+4 ≡ 0 ≡ 21 mod 3 (B.2)

3n
4+n2+2n+4 ≡ 1 ≡ 21 mod 4 (B.3)

3n
4+n2+2n+4 ≡ 1 ≡ 21 mod 5 (B.4)

Hierbei gilt (B.2), da die linke Seite für alle n ∈ N durch 3 teilbar ist. Die Gleichung
(B.3) ist wahr, da für die Basis 3 ≡ −1 mod 4 gilt und der Exponent für alle n ∈ N
gerade ist. Da ggT(3,5) = 1 gilt, folgt (B.4) aus dem kleinen Satz von Fermat, denn
für den Exponenten gilt n4+n2+2n+4 ≡ 0 mod 4. Diese Kongruenz rechnet man
leicht für alle n ∈ {−1,0,1,2} nach. Die Behauptung folgt nun aus dem Chinesi-
schen Restsatz.

1.11. (c) Mit 64 ≡ 7 mod 57 ergibt sich 7n+2 + 82n+1 = 49 · 7n + 8 · (82)n = 49 ·
7n + 8 · (64)n ≡ 49 · 7n + 8 · 7n = 57 · 7n ≡ 0 mod 57.

1.12. Aus ggT(a, p) = 1 folgt mit dem kleinen Satz von Fermat, dass ap−1 ≡ 1 mod

p. Da p − 1 = 2k gerade ist, folgt aus ggT(a,4) = 1 mit dem Satz von Euler ap−1 =
a2k = (aϕ(4))k ≡ 1k ≡ 1 mod 4. Wegen ggT(4, p) = 1 ergibt sich die Behauptung
nun mit dem Chinesischen Restsatz.

1.13. (a) |(Z/51Z)∗| = ϕ(51) =ϕ(3)ϕ(17) = 2 · 16 = 32.

1.13. (b) Es giltϕ(51) = 32 = 3 · 11− 1. Damit gilt 3 · 11 ≡ 1 mod 32 und es ergibt
sich der geheime Schlüssel s = 3.

1.13. (c) 73 ≡ 49 · 7 ≡ −2 · 7 ≡ −14 ≡ 37 mod 51, d. h. x = 37.

1.13. (d) Nach dem Satz von Lagrange 1.22 teilt die Ordnung eines Elements die Grup-
penordnung; da 10 kein Teiler von 32 ist, gibt es keine Elemente der Ordnung 10.

1.13. (e) Sowohl in (Z/3Z)∗ als auch in (Z/17Z)∗ haben alle Elemente a die Eigen-
schaft a16 = 1. Nach dem Chinesischen Restsatz haben auch in (Z/51Z)∗ alle Ele-
mente diese Eigenschaft. Insbesondere gibt es keine Elemente der Ordnung 32. Also
ist (Z/51Z)∗ nicht zyklisch.
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1.14.Wider Erwarten hat der Haushaltsausschuss diesmal richtig gelegen. Es kommt
nach dem chinesischen Restsatz und bis auf Symmetrie in p und q nur darauf an,
dass immer xes ≡ x mod p gilt. Dies ist schon erfüllt, wenn es ≡ 1 mod k für
ein Vielfaches k ∈ (p − 1)Z gilt. Nach Auflösung der Symmetrie reicht uns k ∈
kgV(p − 1, q − 1)Z. Für p = 7 und q = 19 mit e = 5 hätte der Haushaltsausschuss
s = 11 statt s = 65 empfohlen.

1.15. (a) Es gilt d(c(x)) = (xe mod n)s mod n ≡ xes ≡ x1+k(p−1) ≡ x mod p für
k ∈ N. Analog zeigt man d(c(x)) ≡ x mod q und d(c(x)) ≡ x mod r . Mit dem
Chinesischen Restsatz folgt d(c(x)) ≡ x mod n. Mit x ∈ {0, . . . , n − 1} erhalten
wir schließlich d(c(x)) = x.
1.15. (b) Es gilt ϕ(66) = 20 und 1 ≡ 21 = 3 · 7 ≡ 3 · 27 mod 20. Dies liefert den
Enschlüsselungsexponenten s = 3. Es folgt 143 ≡ 03 ≡ 0 mod 2, 143 ≡ (−1)3 ≡
−1 ≡ 2 mod 3 und 143 ≡ 33 ≡ 27 ≡ 5 mod 11. Mit dem chinesischen Restsatz
erhalten wir x = 38.

1.16. Da Oskar die teilerfremden Zahlen e1 und e2 kennt, kann er mit Hilfe des eu-
klidischen Algorithmus Zahlen a,b ∈ Z mit ae1 + be2 = 1 berechnen. Mit ihnen
und den verschlüsselten Nachrichtenme1 mod n undme2 mod n erhält er (me1)a ·
(me2)b =mae1+be2 ≡mmod n.

1.17.Wenn zwei der Zahlen n1, n2, n3 nicht teilerfremd sind, kann Oskar deren größ-
ten gemeinsamen Teiler berechnen und erhält damit eine Faktorisierung. Nehmen
wir also an, dass n1, n2 und n3 teilerfremd sind. Dann kann aus den verschlüs-
selten Nachrichtenm3 mod ni mit Hilfe des chinesischen Restsatzes eine Zahl x ∈
{1, . . . , n1 ·n2 ·n3} mit x ≡ m3 mod n1 · n2 · n3 bestimmt werden. Dam < ni
ist, folgtm3 < n1 · n2 · n3 und somit x = m3. Also kann die Nachrichtm = 3

√
x

durch Wurzelziehen bestimmt werden.

1.18. Aus Satz 1.19 folgt aϕ(b) + bϕ(a) ≡ aϕ(b) ≡ 1 mod b. Analog gilt aϕ(b) +
bϕ(a) ≡ 1 mod a. Da a und b teilerfremd sind, impliziert der chinesische Restsatz
aϕ(b) + bϕ(a) ≡ 1 mod ab.

1.19. (a) Es ist F1 = F3 − F2, . . . , Fn−1 = Fn+1 − Fn. Aufsummieren ergibt F1 + · · · +
Fn = Fn+2 − F2 = Fn+2 − 1.

1.19. (b) Für n = 0 gilt
∑0
k=0 F

2
k = F2

0 = 0 · 0 = 0 = 0 · 1 = F0F1. Für n > 0 ergibt
sich

∑n
k=0 F

2
k =

∑n−1
k=0 F

2
k + F2

n = Fn−1Fn + F2
n = Fn(Fn−1 + Fn) = FnFn+1.

1.19. (c) Für k = 1 ist dies trivial. Sei daher k > 1. Dann gilt:

FkFn+1 + Fk−1Fn = (Fk−1 + Fk−2)Fn+1 + Fk−1Fn
= Fk−1Fn+1 + Fk−2Fn+1 + Fk−1Fn
= Fk−1(Fn+1 + Fn)+ Fk−2Fn+1

= Fk−1Fn+2 + Fk−2Fn+1

= F(n+1)+(k−1) = Fn+k
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1.19. (d) 1.Mit Induktion: Es ist F2F0 − F2
1 = −1 und fürn > 1 gilt:

Fn+1Fn−1 − F2
n = (Fn + Fn−1)Fn−1 − F2

n

= FnFn−1 + F2
n−1 − F2

n

= Fn(Fn−1 − Fn)+ F2
n−1

= −FnFn−2 + F2
n−1

IV= −(−1)n−1 = (−1)n

2. Matrixbeweis: Nach Gleichung (1.4) gilt
(
Fn−1 Fn
Fn Fn+1

)
=

(
0 1
1 1

)n
. Die Determinante

von ( 0 1
1 1 ) ist−1, also ist die Determinante der rechten Seite gerade (−1)n. Die Deter-

minante der linken Matrix ist Fn+1Fn−1 − F2
n. Dies zeigt die Behauptung.

1.20. (a) Da fp die identische Abbildung ist, ist f eine Bijektion. Angenommen
f i(m) = fj(m) für ein 1 ≤ i < j ≤ p. Dann gilt fq(m) = m für q = j − i < p.
Es folgt f ggT(p,q)(m) = m und dann f(m) = m, denn ggT(p, q) = 1. Wegen
f(m) =m ist fk(m) =m für alle k ∈ N.
1.20. (b)Die Relationm ∼ n, falls f i(m) = fj(n) für gewisse i, j ∈ N, ist eine Äqui-
valenzrelation. Nach Aufgabe 1.20. (a) hat die Klasse von einemm ∈ M \ F genau p
Elemente. Die Anzahl der Nicht-Fixpunkte ist also durch p teilbar.

1.21. (a) Wir führen den Beweis induktiv nach n: Für n ∈ {1,2} ist die Gleichung
jeweils erfüllt. Weiterhin gilt:

Ln+2 = Ln+1 + Ln IV= (Fn+2 + Fn)+ (Fn+1 + Fn−1)

= (Fn+2 + Fn+1)+ (Fn + Fn−1) = Fn+3 + Fn+1

1.21. (b) Es gilt L1 = {∅}, denn 1 folgt nach 1 modulo 1. Die Menge L2 besteht aus
den drei Teilmengen∅, {1} und {2}. Sei alson ≥ 3. Rechnen wir nicht modulon, so
ist die Anzahl der entsprechenden Teilmengen von {1, . . . , n} gerade die AnzahlWör-
ter über den Buchstaben a, b, in denen keine zwei a’s hintereinander stehen. Nach
Beispiel 1.25 gibt es hiervon Fn+2 Wörter. Angenommen, wir rechnen jetzt modulo n.
Die Anzahl der Teilmengen M ∈ Ln mit 1 ∉ M ist daher Fn+1, denn die Einschrän-
kung, dass 1 der Nachfolger von n ist, kommt nicht zur Geltung. Betrachte jetzt die
Teilmengen M ∈ Ln mit 1 ∈ M. Dann können die Positionen 2 und n nicht besetzt
werden. Ferner ist 2 < n. Also ist die Anzahl solcher M (erneut nach Beispiel 1.25)
gerade Fn−1. Die Behauptung folgt aus Aufgabe 1.21. (a).

1.21. (c) Sei f : Lp → Lp definiert durch f(M) = {i+ 1 mod n | i ∈ M}. Dann
gilt fp(M) = M für alle M ∈ Lp. Der einzige Fixpunkt von f ist M = ∅. Nach
Aufgabe 1.20. ist daher |Lp| ≡ 1 mod p.

1.22. F0 = 0 und F1 = 1 zusammen mit Gleichung (1.2) definiert die Zahlen Fn ∈ F
für alle n ∈ Z. Wähle q ∈ K mit q2 = 5. Dann ist q eine Lösung der quadratischen
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Gleichung x2 − 5; und es gilt x2 − 5 = (x −q)(x +q) für alle x ∈ F. Daher ist q bis
auf das Vorzeichen eindeutig definiert. Wir schreiben q = √5 und setzen ϕ = 1+√5

2

sowie ϕ̂ = 1−√5
2 . Dies ist möglich, denn 2 ist invertierbar. Ferner giltϕ− ϕ̂ ≠ 0, da 5

invertierbar ist. Der Beweis von Gleichung (1.3) aus Abschnitt 1.11 kann nun wörtlich
übernommen werden.

In Z/11Z gilt F10 = 0 nach Gleichung (1.3) und dem kleinen Satz von Fermat.
Außerdem gilt 42 = 16 ≡ 5 mod 11 sowie 2−1 ≡ 6 mod 11. Mitϕ = −3 und ϕ̂ = 4

ist der goldenen Schnitt−3 oder 4. Nach dem kleinen Satz von Fermat gilt nun F12 =
ϕ2−ϕ̂2

ϕ−ϕ̂ = ϕ + ϕ̂ = 1.

1.23. (a) Zunächst sei
√

5 ein neues Symbol. Wir setzen F = Fp × Fp und schreiben
ein Paar (a, b) ∈ F als Summe a+ b√5. Wir addieren komponentenweise und mul-
tiplizieren durch (a+ b√5)(c + d√5) = ac + 5bd+ (ad+ bc)√5. Assoziativ- und
Distributivgesetze können direkt verifiziert werden. Wir können Z/pZ in F vermöge
a �→ a + 0

√
5 einbetten und sehen auch, dass

√
5

2 = (0 + √5)2 = 5 + 0
√

5 = 5

gilt. In F ist 5 also ein Quadrat. Hierfür wird weder benötigt, dass p eine Primzahl ist
noch dass 5 kein Quadrat in Z/pZ ist. Wir benötigen diese Eigenschaften, um zu zei-
gen, dass F ein Körper ist. Zunächst sind alle Elemente (a,0) und (0, a) invertierbar,
sofern a ≠ 0 gilt, da p eine Primzahl ungleich 5 ist. Es reicht daher, ein Inverses zu
1+b√5 zu finden. Nach der binomischen Formel gilt (1+b√5)(1−b√5) = 1−5b2.
Da 5 kein Quadrat ist, ist dies ein von Null verschiedenes Element c ∈ Fp. Das Inverse
zu 1+ b√5 erhalten wir nun durch (1− b√5)c−1.

1.23. (b) Es gilt
√

5
2p = 5p = 5 ∈ F nach dem kleinen Satz von Fermat. Also ist

√
5
p

∈ F ein Element, dessen Quadrat 5 ist. Hieraus folgt
√

5
p = ±√5, denn q2 = 5 ist in F

äquivalent mit (q −√5)(q + √5) = 0. Der Binomialsatz (1+ y)p = ∑p
k=0

(
p
k

)
yp−k

kann sehr leicht mit Induktion im Vorgriff auf Satz 4.3 bewiesen werden. Alle Bi-
nomialkoeffienten

(
p
k

)
sind für 1 ≤ k < p kongruent 0 modulo p, denn die Prim-

zahl p kann bei
(
p
k

)
= p!
k!(p−k)! = p(p−1)···(p−k+1)

k! nicht gekürzt werden. Wir erhalten
(1 +√5)p = 1 + √5

p und (1 − √5)p = 1 − √5
p . Hieraus folgt die Behauptung, da

nach dem kleinen Fermat 2p = 2 gilt.

1.24. Für p = 2 und p = 5 überprüfen wir die Behauptung direkt. Sei also 2 ≠ p
≠ 5. Mit Fp bezeichnen wir den Körper Z/pZ und setzen F = Fp, falls 5 ein Quadrat
ist in Fp. Ansonsten adjungieren wir

√
5 und betrachten F = Fp(

√
5) entsprechend

Aufgabe 1.23.. Wir verwenden mehrfach den kleinen Satz von Fermat und setzenϕ =
1+√5

2 .
1. Herleitung: Nach Aufgabe 1.22. können wir Gleichung (1.3) benutzen, und Auf-

gabe 1.23. (b) zeigt {ϕp, ϕ̂p} = {ϕ, ϕ̂}. Wir unterscheiden zwei Fälle. Im ersten Fall
gelteϕp =ϕ, also auch ϕ̂p = ϕ̂. (Dies ist insbesondere der Fall, wenn 5 ein Quadrat
in Fp ist.) Es folgtϕp−1 = ϕ̂p−1 = 1, also Fp−1 = 0 und Fp = 1. Damit ist dann auch
Fp+1 = 1.
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Im zweiten Fall gilt ϕp = ϕ̂. (Insbesondere ist 5 kein Quadrat in Fp .) Dann gilt
auch ϕ̂p = ϕ. Es folgt Fp = −1. Wegen ϕ · ϕ̂ = −1 ist ferner Fp+1 = 0 und damit
Fp−1 = 1.

Sind wir also in einem Fall Fp−1 = 1, wie etwa bei p = 7 mit F6 = 8 oder p = 13

mit F12 = 144, so können wir schließen, dass 5 kein Quadrat in Fp ist. (Tatsächlich
gilt Fp−1 ≡ 1 mod p genau dann, wenn 5 kein Quadrat in Fp ist; und

√
5
p = −√5 ist

äquivalent mit Fp−1 = 1.)
2.Matrixbeweis: Wir benutzen Kenntnisse der linearen Algebra. Die Spur der Ma-

trix
( Fp−1 Fp
Fp Fp+1

)
ist die Summeder Diagonalelemente Fp+1+Fp−1. NachGleichung (1.4)

reicht es, die Spur von
(

0 1
1 1

)p
als 1 ∈ F nachzuweisen. Hierfür diagonalisieren wir(

0 1
1 1

)
. Die Eigenwerte dieser Matrix berechnen sich aus der Lösung des linearen Glei-

chungssystems λx = y und λy = x+y . Die Eigenwerte sind also geradeϕ = 1+√5
2

und ϕ̂ = 1−√5
2 . Es giltϕ ≠ ϕ̂ und die Matrix

(
0 1
1 1

)
kann über F durch

(
ϕ 0
0 ϕ̂

)
diago-

nalisiert werden. Wir erhalten
(
ϕ 0
0 ϕ̂

)p = (
ϕp 0
0 ϕ̂p

)
. Die Exponentation mit p liefert

nach Aufgabe 1.23. (b) nun {ϕp, ϕ̂p} = {ϕ,ϕ̂}. Da die Spur einer Matrix nicht von
der gewählten Basis abhängt, folgt die Behauptung wegenϕ + ϕ̂ = 1.

1.25. Der euklidische Algorithmus berechnet auf eine Eingabe �, k mit � ≥ k ≥ 0

wie üblich eine Folge qn, qn−1, . . . , q1,0 mit � = qn, k = qn−1 und q1 = ggT(�, k).
Setzen wir gi = |qi|, so gelten g0 = 0, g1 ≥ 1 und gm+1 ≥ gm + 2gm−1 für 1 ≤
m < n. Die quadratische Gleichung x2 = 1+ 2x hat die Lösungen x = √2± 1. Wie
in Abschnitt 1.12 erhalten wir hieraus gn ≤

(
(
√

2 + 1)n + (1 − √2)n
)
/2. Dies liefert

die Behauptung.

Zu Kapitel 2

2.1. (a) Für n = 0 gilt (1 + x)0 = 1 = 1 + 0x. Sei jetzt n > 0. Mit Induktion gilt
(1+ x)n = (1+ x)(1 + x)n−1 ≥ (1+ x)(1+ (n− 1)x)
= 1+nx + (n− 1)x2 ≥ 1+nx.
2.1. (b) Aus ex ≥ 1+ x folgt x = elnx ≥ 1+ lnx. Wir zeigen ex ≥ 1+ x.

1. Reihendarstellung: Es ist ex = ∑
n≥0xn/n!. Zu zeigen ist

∑
n≥2xn/n! ≥ 0.

Nun ist xn/n! ≥ −xn+1/(n + 1)! für gerade n äquivalent mit n + 1 ≥ −x. Insbe-
sondere gilt die Behauptung für−1 ≤ x, indem wir immer zwei Summanden zusam-
menfassen. Also ist ex/m > 0 für alle x, wenn nur m groß genug ist. Deshalb ist
ex = (ex/m)m > 0 für alle x. Schließlich ist 1 + x < 0 für x < −1. Damit gilt die
Behauptung für alle x ∈ R.

2. Kurvendiskussion: Die Funktion f(x) = ex −x−1 hat ein Minimum bei x = 0

(die Ableitung ex −1 wird nur dort Null). Ferner geht f(x) gegen Unendlich für x →
±∞. Da x = 0 eine Nullstelle von f ist, ist dies also die einzige Nullstelle, und sonst
gilt f(x) > 0. Damit ist die Ungleichung gezeigt.
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2.1. (c) Für −x ≤ n ≠ 0 stehen auf beiden Seiten nicht negative Zahlen. Die Behaup-
tung folgt, indem wir auf beiden Seiten der Ungleichung die n-te Wurzel ziehen und
danach in Aufgabe 2.1. (b) einsetzen.

2.1. (d)Wir betrachten die Funktion f(x) = ln(x+1)− x
x+1 . Diese hat eine Nullstelle

bei x = 0. Ferner nimmt f dort auch ihr Minimum an, denn die Ableitung f ′(x) =
1
x+1 − 1

(x+1)2 = x
(x+1)2 ist positiv für x > 0 und negativ für x < 0.

2.2.Wir könnenπ sortieren, indemwir nacheinander Situationenmitbπ(i) > bπ(i+1)

betrachten und dann bπ(i) und bπ(i+1) vertauschen. Es reicht zu zeigen, dass S(π)
bei einer solchen Vertauschung nicht abnimmt. Dies ist eine rein lokale Situation,
daher dürfen wir n = 2 annehmen. Sei also a1 ≤ a2 und b1 ≤ b2. Zu vergleichen
sind die Summen S = a1b1 + a2b2 und S′ = a1b2 + a2b1. Die Differenz S − S′ ist
nicht negativ wegen a1b1 + a2b2 − a1b2 − a2b1 = a1(b1 − b2) + a2(b2 − b1) =
(a2 − a1)(b2 − b1).

2.3. Es gilt
H = n∑

i a−1
i
≥ n∑n

i=1(minj aj)−1
= min

j
aj

und
Q =

√
n−1

∑n
i=1 a2

i ≤
√
n−1

∑n
i=1(maxj aj)2 = max

j
aj

Als Nächstes zeigen wirG ≤ A. Der Beweis ist mit Induktion. Fürn = 1 ist die Unglei-
chung erfüllt. Sei nunn > 1. Sind alleai gleich, so gilt auchG = A. Andernfalls kön-
nen wir ohne Einschränkung annehmen, dass a1 > A und a2 < A. Nun setzen wir
y = a1+a2−A. Dann ist (n−1)A = y+a3+· · ·+an und somit istA auch das arith-
metische Mittel vony,a3, . . . an. Ferner giltyA−a1a2 = a1A+a2A−A2−a1a2 =
(a1−A)(A−a2) > 0. Also folgt mit InduktionAn = A ·An−1 ≥ A ·y ·a3 · · ·an ≥
a1 · · ·an. Zu H ≤ G: Es gilt H = n/∑ni=1 a−1

i = ∏n
j=1 aj/

(
n−1

∑n
i=1

∏
j≠i aj

)
. Im

Nenner steht hier also ein arithmetisches Mittel. Nach dem eben gezeigten ist dies
größer oder gleich dem geometrischen Mittel:

H ≤
∏n
j=1 aj

n
√∏n

i=1

∏
j≠i aj

=
∏n
j=1 aj

n

√(∏n
j=1 aj

)n−1
= G

Zu A ≤ Q: Wir verwenden wieder G ≤ A und erhalten

n∑
i=1

√
n−1 · ai

/√∑n
j=1 a2

j =
n∑
i=1

√√
n−2 ·

(
ai/

√∑n
j=1 a2

j

)2

≤
n∑
i=1

⎛⎝ 1
2n

+ a2
i

2
∑n
j=1 a

2
j

⎞⎠ = 1

Durch Multiplikation mit
√∑n

i=1 a
2
i /
√
n ergibt sich die gewünschte Ungleichung.
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2.4. Sei s > 1. Die Funktion x �→ 1
xs ist monoton fallend für x > 0. Damit ist

1
is ≤

∫ i
i−1

1
xs dx und es gilt also

∑
i≥1

1
is ≤ 1 + ∫∞

1
1
xs dx < ∞. Sei nun s = 1

und k ≥ 1, d. h., wir betrachten die harmonische Reihe. Dann ist
∑2k

i=2k−1+1 i−1 ≥∑2k

i=2k−1+1 2−k = 1/2. Für alle n ≥ 1 ist also
∑2n
i=1

1
i > n/2.

2.5. Wir zeigen n lnn − n ≤ nt(n) ≤ n lnn + n. Jede Zahl k wird in der Summe∑n
i=1 t(i) genau bei den Zahlenk,2k, . . . , �nk �k einmal als Teiler gezählt. Daraus folgt

nt(n) =∑n
k=1�nk �. Hierfür erhalten wir schließlich die Abschätzungen
n∑
k=1

⌊n
k

⌋
≤

n∑
k=1

n
k
≤ n

n∑
k=1

1
k
≤ n

(
1+

n∫
1

1
x

dx
)
≤ n+n lnn

n∑
k=1

⌊n
k

⌋
≥

n∑
k=1

(n
k
− 1

)
≥ −n+n

n∫
1

1
x

dx ≥ −n+n lnn

2.6. Nach Gleichung (2.9) gilt π(n) ≤ 3n
log2 n

für fast alle n. Damit muss sogar der
mittlere Abstand zwischen Primzahlen wachsen. Eine elementare Lösung der Aufga-
be kannte schon Euklid: Die n− 1 Zahlen n!+ 2, n!+ 3, . . . , n!+n sind alle zusam-
mengesetzt, da n! + i für 1 ≤ i ≤ n durch i teilbar ist. Wenn pi die größte Primzahl
ist mit pi < n!+ 2, dann folgt pi+1 > n!+n und damit pi+1 − pi ≥ n.
2.7. (a) Aus m/ logm ≤ π(m) folgt mit m = pn, dass pn ≤ n logpn gilt (da
π(pn) = n). Für pn ≤ 2n logn ist diese Ungleichung erfüllt.

2.7. (b)Für jede genügend große Zahlm giltπ(m)≤3m/ logm nachGleichung (2.9).
Mitm = pn ergibt sich pn ≥ 1

3n logpn. Aus pn ≥ n folgt daraus die Behauptung.

2.7. (c) Elementare Lösung: Angenommen, die Reihe konvergiert. Dann gilt
∑
i≥k

1
pi

≤ 1
2 für einen genügend großen Index k. Für n ∈ N sei Mn die Menge der Zahlen

aus {1, . . . , n}, deren Primteiler alle kleiner als pk sind. Jede Zahl x ∈ Mn lässt sich
eindeutig als Produkt x = rs2 schreiben, wobei r quadratfrei ist. Für r gibt es nur
konstant viele Möglichkeiten und für s gilt s ≤ √

n. Damit ist |Mn| ∈ O(√n). Für
jedes i ≥ 1 ist die Anzahl der Zahlen aus {1, . . . , n}, die durchpi teilbar sind, kleiner
oder gleich n/pi, denn nur jede pi-te Zahl ist durch pi teilbar. Hieraus folgt

n ≤
∑
i≥k

n
pi
+O(√n) ≤ n

2
+O(√n)

Dies ein Widerspruch.
Lösung mittels Primzahldichte: Mit p bezeichnen wir Primzahlen. Nach Satz 2.6

liegen zwischenn und 2n bereitsΘ(n/ logn) Primzahlen. Daher ist
∑

2k<p<2k+1
1
p ∈

Θ(1/k) und damit ∑
p≤2k

1
p
∈ Θ(logk)

Es folgt
∑
p≤n

1
p ∈ Θ(log logn).
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Zu Kapitel 3

3.1. Es gibt 210 = 1024 Schussfolgen, die alle gleich wahrscheinlich sind. Hiervon ist
eine Folge dabei, bei der er nie trifft. Bei zehn Folgen landet er genau einen Treffer und
bei

(
10
2

)
= 45 Folgen sind es genau zwei. Also verbleiben 1024−56 = 968 Schussfol-

gen mit mindestens drei Treffern. Die Wahrscheinlichkeit ergibt sich zu 968
1024 = 121

128 ,
dies sind nach kaufmännischer Rundung 95%.

3.2. (a) Es gibt insgesamt 24 = 16 verschiedene Möglichkeiten welchen Geschlechts
die vier Kinder sein können – von vier Jungen (jjjj) bis vier Mädchen (mmmm).
Damit gibt es vier verschiedene Möglichkeiten (das erstgeborene Kind ist ein Mäd-
chen (mjjj), das zweitgeborene ist ein Mädchen (jmjj) usw.). Wir erhalten insge-
samt:

Pr[genau ein Mädchen] = 4 · 1
16

= 1
4

3.2. (b) Wenn die ersten beiden Geschlechter feststehen, gibt es für das dritte und
vierte Kind genau vier Möglichkeiten, es ist deshalb

Pr[erstes und zweites Kind ein Junge] = 1
4

3.2. (c) Die Wahrscheinlichkeit, dass genau zwei Kinder männlich sind, ist 6
16 (es ist(

4
2

)
= 6), die Wahrscheinlichkeit, dass genau drei Kinder männlich sind, beträgt 4

16

(es ist
(

4
3

)
= 4) und die Wahrscheinlichkeit, dass genau vier Kinder männlich sind,

ist 1
16 . Insgesamt erhalten wir

Pr[mindestens zwei Kinder männlich] = 6
16
+ 4

16
+ 1

16
= 11

16

3.2. (d)
Pr[alle Kinder weiblich] = 1

16

3.3. Wir nehmen an, dass Alice a wählt und Bob b. Die Anzahl der Paare (a,b)
mit a = b istm. Wir zählen jetzt zunächst die Paare mit |a− b| ≤ n und a < b ≤ n.
Deren Anzahl ist

∑n−1
j=1 j = n(n−1)

2 . Die Anzahl der Paare mit |a− b| ≤ n und a < b
sowie n+ 1 ≤ b ≤m ist nun (m −n)n. Für a < b ergibt sich eine Mächtigkeit von
n(n−1)

2 +(m−n)n. Die Anzahl |{(a, b) | a, b ∈M und |a− b| ≤ n}| errechnet sich
damit zu

m+ 2
(
n(n− 1)

2
+n(m −n)

)
=m+ 2mn−n2 −n

Die Anzahl der Paare ist m2. Also ergibt sich die gesuchte Wahrscheinlichkeit zu
1+2n
m − n2−n

m2 .
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3.4. Es sei Q(n) die mittlere Zahl der Vergleiche, wenn alle Positionen für das Pivot-
element gleich wahrscheinlich sind. Die Lösung lautet Q(n) = 2(n + 1)Hn − 4n,
wobeiHn dien-te harmonische Zahl ist.

Herleitung über Zufallsvariablen: Wir bezeichnen mit π eine Reihenfolge der Pi-
votelemente. Für i < j sei Xij die 0-1-wertige Zufallsvariable mit Xij(π) = „iwird
mit j verglichen“. Im Laufe von Quicksortwerden i und jmaximal einmal verglichen.
Damit ist

Q(n) =
∑

1≤i<j≤n
E[Xij]

Es gilt Xij(π) = 1 genau dann, wenn eines der beiden Elemente i und j als ein frü-
hestes Pivot-Element im Interval [i, j] gezogen wird. Hieraus folgt E[Xij] = 2

j−i+1 ;
also

Q(n) =
∑

1≤i<j≤n

2
j − i+ 1

=
n−1∑
i=1

n−i∑
d=1

2
d+ 1

= 2
n−1∑
d=1

n− d
d+ 1

= 2
n∑
d=2

n+ 1− d
d

= −2n+ 2
n∑
d=1

n+ 1− d
d

= −2n+ 2(n+ 1)Hn − 2n = 2(n+ 1)Hn − 4n

Herleitung durch Rekursion: Wir benötigenn−1 Vergleiche beim Pivotieren. Also
giltQ(1) = 0 und fürn ≥ 2:

Q(n) = (n− 1)+ 1
n

n∑
i=1

(
Q(i− 1)+Q(n− i)) = (n− 1)+ 2

n

n∑
i=1

Q(i− 1)

Hieraus folgt nQ(n) = n(n− 1)+ 2
∑n
i=1Q(i− 1). Eine Subtraktion der jeweiligen

Seiten fürn und n− 1 liefert:

nQ(n)− (n− 1)Q(n− 1) = 2(n− 1)+ 2Q(n− 1)

Wir erhalten:

nQ(n) = 2(n− 1)+ 2Q(n− 1)+ (n− 1)Q(n− 1)

= 2(n− 1)+ (n+ 1)Q(n− 1)

Eine weitere Umformung ergibt nun:

Q(n)
n+ 1

= 2(n− 1)
n(n+ 1)

+ Q(n− 1)
n

= 2(n− 1)
n(n+ 1)

+ 2(n− 2)
(n− 1)n

+ Q(n− 2)
n− 1

=
n∑
k=1

2(k− 1)
k(k+ 1)

= 2

⎛⎝ n∑
k=1

2
k+ 1

−
n∑
k=1

1
k

⎞⎠ = 2Hn + 4
n+ 1

− 4

3.5. Es sei Q(n) die durchschnittliche Anzahl an Vergleichen, um das k-te Element
inπ zu finden. Dabei halten wir k fest, und wir bezeichnenmit i, jWerte mit 1 ≤ i <
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j ≤ n. Im Laufe von Quickselect werden i und j (genau wie bei Quicksort) maximal
einmal verglichen. Damit ist

Q(n) =
∑

1≤i<j≤n
E[Xij]

Falls i und j verglichen werden, ist i oder j aktuelles Pivotelement. Der Erwartungs-
wert E[Xij] hängt von der relativen Position von i und j zu k ab. Wir unterscheiden
drei Fälle.
1. Fall: Für i < j ≤ k gilt Xij(π) = 1 genau dann, wenn eines der beiden Elemente i
und j als ein frühestes Pivot-Element im Interval [i, k] gezogen wird. Hieraus folgt
E[Xij] = 2

k−i+1 ; und damit ergibt sich:∑
1≤i<k

∑
i<j≤k

E[Xij] = 2
∑

1≤i<k

k− i
k− i+ 1

= 2
∑

1≤i<k

(
1− 1

k− i+ 1

)
= 2(k−Hk) < 2(k− lnk)

2. Fall: Für k ≤ i < j folgt vollkommen analog∑
k<j≤n

∑
k≤i<j

E[Xij] = 2(n− k−Hn−k) < 2
(
n− k− ln(n− k))

3. Fall: Für i < k < j gilt jetzt E[Xij] = 2
j−i+1 . Damit ergibt sich eine etwas kompli-

ziertere Rechnung:∑
1≤i<k

∑
k<j≤n

E[Xij] = 2
∑

1≤i<k

∑
k<j≤n

1
j − i+ 1

= 2
∑

1≤i<k

(
1

k− i+ 2
+ · · · + 1

n− i+ 1

)

< 2
∑

1≤i<k

(
ln(n− i+ 1)− ln(k− i)) = 2 ln

(
n
k− 1

)

Addieren wir nun die drei Fälle und benutzen
(
n
k−1

)
< 2n, so ergibt sich die Behaup-

tung

Q(n) < 2n+ 2 ln

(
n
k− 1

)
< 2(1+ ln2)n

Man kann aus den Rechnungen nochmehr herausholen. Ist k sehr nahe ann/2, so ist
die Abschätzung bis auf log-Terme genau. Wir erwähnen ohne Beweis 2(1+ ln2)n ∈
Q(n)+O(logn).

3.6. Es gilt E[X] = ∑n
k=1 kPr[X = k] = n/Hn ∼ n/ lnn. Für die Varianz erhalten

wir

Var[X] =
⎛⎝ n∑
k=1

k2 Pr[X = k]
⎞⎠−n2/H2

n =
Hn

(
n+1

2

)
−n2

H2
n

∼ n2

2 lnn

Damit strebt die Standardabweichung gegen n√
2 lnn
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Zu Kapitel 4

4.1. (a) Sei f ∈ C(A×B). Für jedes a ∈ A definieren wir die Funktion ga mit ga(b) =
f(a, b). Die zu f gehörige Funktion f̂ in (CB)A ist dann definiert durch f̂ (a) = ga.
Man sieht, dass die Zuordnung f �→ f̂ injektiv ist, denn mit f(a, b) = (f̂ (a))(b)
kann man die Funktion f rekonstruieren. Umgekehrt sei f̂ ∈ (CB)A. Dann definiert
man f ∈ C(A×B) durch f(a, b) = (f̂ (a))(b). Also ist die Zuordnung surjektiv.
4.1. (b) Für f ∈ CA∪B sei f̂ = (f |A, f |B) das Paar der beiden Einschränkungen von f
aufA und B. Dann ist f �→ f̂ eine Bijektion von CA∪B nach CA ×CB . Dabei lässt sich
aus einem Paar (f1, f2) die Funktion rekonstruieren, da A ∩ B = ∅ gilt und man
somit

f(x) =
⎧⎨⎩f1(x) x ∈ A
f2(x) x ∈ B

als zu (f1, f2) gehörige Funktion finden kann.

4.1. (c)Wir wollen einen Widerspruch erzeugen und gehen davon aus, dass f : A →
2A eine surjektive Abbildung ist. Dann betrachten wir die Menge B = {a ∈ A |a ∉
f(a)}. Da f surjektiv ist, gibt es ein b ∈ A mit f(b) = B. Wie man die Sache auch
dreht und wendet, es ergibt sich ein Widerspruch:

b ∈ B � b ∈ f(b) � b ∉ B

Die erste Äquivalenz ist die Definition von b, die zweite ergibt sich aus der Definition
von f .

4.2. Verteile 9 Stellen für die Zahlen auf die 10 Ziffern, wobei die Ziffer 0 immer ge-
troffen wird und keine Ziffer zweimal getroffen wird. Wir erhalten als gesuchte Zahl

10!
(10−9)! − 9! = 10!− 9! = 3265920.

4.3. (a) Esmüssen 4 der 15 Frauen und unabhängig davon 4 der 12Männer ausgewählt
werden. Dafür gibt es

(
15
4

)(
12
4

)
= 1365 · 495 = 675 675 Möglichkeiten.

4.3. (b) Es gibt
(

15
8

)
+
(

15
7

)(
12
1

)
= 6435+6435·12 = 83 655Möglichkeiten, dassma-

ximal einMann dabei ist. Daher gibt es
(

15+12
8

)
−83 655 = 2 136 420Möglichkeiten,

dass mindestens zwei Männer in der Kommission sind.

4.3. (c) Es gibt∑8
i=5

(
12
i

)(
15
8−i

)
= 792·455+924·105+792·15+495·1= 469 755

Möglichkeiten, dass mindestens 5 Männer enthalten sind.

4.4. Es gibt 81 Wörter der Länge 4 über dem Alphabet {b, s,w}. Jedem Wort ordnen
wir ein Muster zu, indem wir die Seiten im Uhrzeigersinn lesen. Wörter bilden nur
dann das gleiche Muster, wenn die Wörter zyklische Vertauschungen sind, aber nicht
jede der vier zyklischen Vertauschungen liefert ein neues Wort.

Die Wörter, in denen nur jeweils ein Buchstabe vorkommt, entsprechen genau
den drei Mustern, bei denen alle Seiten gleich sind. Es gibt ebenfalls drei Muster,
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bei denen genau die gegenüberliegenden Seiten gleich sind. Jedem dieser Muster
entsprechen zwei Wörter. Es verbleiben 72 Wörter, deren zyklische Vertauschung der
Buchstaben jeweils ein neues Wort ergibt. Also gibt es insgesamt 24 = 72/4+ 6/2+
3 = 18+ 3+ 3 verschiedene Muster.

4.5.
∑

i gerade

(
n
i

)
︸ ︷︷ ︸

Anzahl Teilmengen mit
gerade vielen Elementen

−
∑

i ungerade

(
n
i

)
︸ ︷︷ ︸

Anzahl Teilmengen mit
ungerade vielen Elementen

=
∑
i

(
n
i

)
(−1)i = (1− 1)n = 0

4.6. (a)Wir wollen von n weißen Objekten einen Teil rot färben undm Objekte blau
färben. Eine Vorgehensweise um eine solche Färbung zu erhalten, istm Objekte blau
zu färben. Von den verbleibenden n −m Objekten färben wir einen Teil rot. Es gibt(
n
m

)
· 2n−m Möglichkeiten, auf diese Weise eine geeignete Färbung zu erzeugen. Ei-

ne andere Vorgehensweise ist, einen Teil der weißen Objekte rot zu färben und m
der roten Objekte blau zu färben. Die Anzahl hierfür ist

∑
k

(
k
m

)(
n
k

)
. (Falls weniger

alsm Objekte rot gefärbt wurden, liefert dies 0 Möglichkeiten, umm davon blau zu
färben.) Da beide Vorgehensweisen eindeutig eine gültige Färbung erzeugen, gilt die
Behauptung.

4.6. (b) Zweimalige Anwendung des Binomialsatzes liefert

(
(x + 1)+ 1

)n =∑
k

(
n
k

)
(x + 1)k =

∑
k

(
n
k

)∑
�

(
k
�

)
x� =

∑
k,�

(
n
k

)(
k
�

)
x�

Ableiten nach x und Einsetzen von x = 1 ergibt die Behauptung.

4.6. (c) ∑
i

∑
j

(
n
i

)(
n+ i
j

)
=
∑
i

(
n
i

)∑
j

(
n+ i
j

)
=
∑
i

(
n
i

)
2n+i

= 2n
∑
i

(
n
i

)
2i = 2n(2+ 1)n = 6n

4.6. (d) Um 2n + 1 Elemente aus der Menge M = {0, . . . ,2m} auszuwählen gibt
es

(
2m+1
2n+1

)
Möglichkeiten. Wir können diese Möglichkeiten auch auf eine alternative

Weise zählen. Zuerst wählen wir das mittlere Element einer 2n+ 1-elementigen Teil-
menge vonM und nennen esm−kmit k ∈ Z. Dann sind links bzw. rechts vonm−k
noch jeweils genaum−k bzw.m+k Elemente in {0, . . . ,2m} vorhanden. Also gibt
es
(
m−k
n

)(
m+k
n

)
Möglichkeiten jeweils n davon auszuwählen. Die Summe über alle k

liefert nun die Gleichung.
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4.6. (e)
m∑
k=1

(
m+ 1
k

) n∑
i=1

ik =
n∑
i=1

m∑
k=1

(
m+ 1
k

)
ik

=
n∑
i=1

⎛⎝m+1∑
k=0

((
m+ 1
k

)
ik
)
− 1− im+1

⎞⎠
=

n∑
i=1

(
(i+ 1)m+1 − 1− im+1

)
= (n+ 1)m+1 − (n+ 1)

Die letzte Gleichung ergibt sich aus einer Teleskopsumme, da sich Summanden in der
vorletzten Zeile wechselseitig aufheben. Ein bijektiver Beweis der Aussage ist auch
möglich; als kombinatorische Interpretation der beiden Seiten können danndie nicht-
konstanten Abbildungen von {1, . . . ,m+ 1} nach {1, . . . , n+ 1} verwendet werden.
4.7. (a) Wir zeigen die Identität für n ≥ −1, denn für n = −1 ist sie trivial, und
für n = 0 folgt sie wegen F1 =

(
0
0

)
= 1. Sei jetzt n ≥ 1.

∑
k≤n

(
n− k
k

)
=

∑
k≤n−1

(
n− k
k

)

=
∑

k≤n−1

[(
n− k− 1

k

)
+
(
n− k− 1
k− 1

)]

=
∑

k≤n−1

(
n− k− 1

k

)
+

∑
k≤n−1

(
n− k− 1
k− 1

)

Indexversch.=
∑

k≤n−1

(
n− k− 1

k

)
+

∑
k≤n−2

(
n− k− 2

k

)
Induktion= Fn + Fn−1 = Fn+1

4.7. (b) Sei M = ( 0 1
1 1 ) und E die (2 × 2)-Einheitsmatrix. Wir erinnern uns, dass für

die n-te Potenz vonM giltMn = ( Fn−1 Fn
Fn Fn+1

). Außerdem giltM2 = ( 1 1
1 2 ), d. h.M2 =

M + E. Mit dem Binomialsatz 4.3 erhalten wir die n-te Potenz M2n = (M + E)n =∑
i

(
n
i

)
Mi. Insbesondere sind die oberen rechten Einträge gleich und es folgt die Be-

hauptung.

4.7. (c) Seien M und E die Matrizen aus Teilaufgabe (4.7. (b)). Nun gilt M3 = ( 1 2
2 3 ),

d. h.M3 = 2M+E. Damit erhalten wirM3n = (2M+E)n =∑
i

(
n
i

)
2iMi. Betrachten

der Einträge der oberen rechten Ecken liefert die Behauptung.

4.7. (d) SeienM und E die Matrizen aus Teilaufgabe (4.7. (b)). Dort hatten wir uns be-
reits überzeugt, dass M2 = M + E gilt, also ist E = M2 −M. Damit gilt E = En =
(M2 − M)n = ∑

j

(
n
j

)
(−M)j(M2)n−j = ∑

j

(
n
j

)
(−1)jM2n−j . Wir betrachten die
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rechten oberen Einträge und erhalten 0 = ∑
j

(
n
j

)
(−1)jF2n−j . Nach einer Indexver-

schiebung mit j = n − i erhalten wir 0 = ∑
i

(
n
i

)
(−1)n−iFn+i. Nach Kürzen mit

(−1)n−2i ergibt sich die Behauptung.

4.8. Sei A ⊆ {1, . . . , n} eine Menge mit |A| = 3. Dann ist sum(A) genau dann gera-
de, wenn (i) A drei gerade Zahlen enthält oder (ii) A zwei ungerade Zahlen und eine
gerade Zahl enthält. Die Menge {1, . . . , n} enthält genau �n/2� gerade Zahlen und
�n/2� ungerade Zahlen. Also gilt

G(3)(n) =
(
�n/2�

3

)
+ �n/2�

(
�n/2�

2

)

4.9. (a)Wir betrachten eine Partition der Menge {1, . . . , n+ 1} inm+ 1 Klassen. Die
Klasse, welche das Element n + 1 enthält, sei ausgezeichnet. Die restlichen Klassen
der Partition enthalten zusammen k Elemente. Es gibt

(
n
k

)
Möglichkeiten, diese aus

der Menge {1, . . . , n} zu wählen, und für jede dieser Möglichkeiten gibt es
{
k
m

}
Mög-

lichkeiten diese k Elemente aufm Klassen zu verteilen.

4.9. (b) Sei π eine Permutation von {1, . . . , n}mit k Zykeln. Wir zeichnen einen die-
ser Zykel speziell aus. Für diese Auswahl gibt es k Möglichkeiten. Nun kodieren wir
die restlichen k− 1 Zykel in einen einzigen Zykel. Dafür werden die k− 1 nicht mar-
kierten Zykel von π so angeordnet, dass deren kleinstes Element vorne steht. Dann
werden diese k−1 Zykel absteigend nach ihrem kleinsten Element sortiert. Diese An-
ordnung bestimmt nun den zweiten zur Verfügung stehenden Zykel. Dabei wird der
Beginn dieser Sortierung vom Element n+ 1 bestimmt.

Beispiel: Wir wählen n = 7 und π = (12)(537)(64) und markieren den Zykel
(12). Dann ergibt sich als Anordnung der Zykel (375) und (46). Da das kleinste Ele-
ment des ersten Zykels mit 3 kleiner ist als das kleinste des Zykels (46) mit 4 ergibt
sich der Zykel (846375). Der Beginn wird hier mit n + 1 = 8 kodiert, das Ende des
ersten Zykels (46) erkennt man, da die darauffolgende 3 kleiner ist als das kleinste
vorherige Element, diese jedoch die jeweils kleinsten Elemente des Zykels sind.

4.9. (c)Diese Aufgabe lässt sich analog zu Teilaufgabe 4.9. (b) lösen. Anstatt nur einen
der Zykel zu markieren, werden nunm von k Zykeln markiert. Es gibt

(
k
m

)
Möglich-

keiten für dieseMarkierung. Die restlichen Zykel werdenwie eben zusammenmit dem
Element n+ 1 in den letzten zur Verfügung stehenden Zykel kodiert.

4.10. (a) Die Schlümpfe kennen natürlich alle Ausweisnummern aller hundert
Schlümpfe auswendig. Sie ordnen jeder Ausweisnummer zufällig eine eindeutige Zahl
aus dem Bereich 1 bis 100 zu. Diese Zuordnung prägen sich die Schlümpfe rasch ein.
Sie ändern ihren Namen auf diese Zahl und wenn sie irgendeinen Ausweis sehen,
kennen sie sofort den zugehörigen (neuen) Namen. Sie sind nämlich wirklich ziem-
lich schlau.
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Wenn der Schlumpfmit demNamen i den Schubladenraumbetritt, tut er das Fol-
gende. Er beginnt die Suche nach seinem Ausweis in der Schublade i. Findet er dort
seinen Ausweis, so ist er fertig. Ansonsten findet er dort einen Ausweis zu dem der
Name j gehört. Als Nächstes schaut dieser Schlumpf dann in der Schublade j nach
seinem Ausweis. Findet er dort nicht seinen Ausweis, so erkennt er dennoch einen
Namen k, der zum Ausweis gehört. Also wendet er sich der Schublade k zu. Dieses
Verfahren wird solange wiederholt bis in 50 Schubladen geschaut wurde oder der
korrekte Ausweis gefunden wurde. Eine Zuordnung der Ausweise in die Schubladen
wurde vom König festgelegt, der hat natürlich versucht, es den Schlümpfen schwer
zu machen. Aber er hatte keine Chance, denn die Zuordnung der Ausweise zu Namen
war zufällig. Es ist irrelevant, wie die Ausweise auf die Schubladen verteilt wurden.
Wir können uns vorstellen, dass die Zuordnung der Schubladennummern zu Namen
eine Zufallspermutation π der Menge {1, . . . ,100} ist.

Der Schlumpf i wird mit diesem Verfahren mit Sicherheit dann seinen Ausweis
sehen, wenn i in einem Zykel von π mit Länge kleiner als 51 liegt. Damit sind die
Schlümpfe genau dann erfolgreich, falls es in π keinen Zykel der Länge größer als 50
gibt.

Wir setzen n = 100 und berechnen die Wahrscheinlichkeit, dass ein Zykel der
Länge größer als n/2 bei einer Zufallspermutation auftritt. Gibt es einen solchen, so
ist er eindeutig bestimmt, denn es kann keine zwei verschiedenen Zykel dieser Länge
geben. Wir betrachten zuerst die Anzahl der Permutationen, die einen Zykel der Län-
ge k für k > n/2 haben. Es gibt

(
n
k

)
Möglichkeiten für die Trägermenge dieses Zykels.

Bei fester Trägermenge gibt es (k−1)! verschiedene Zykel. Für jeden so gewählten Zy-
kelZ gibt es damit genau (n−k)! Permutationen, die den ZykelZ enthalten, denn die
außerhalb von Z liegenden n − k Elemente können beliebig permutiert sein. Insge-
samt ergibt sich also dieWahrscheinlichkeit, einen Zykel mitmehr alsn/2 Elementen
zu finden, zu:

1
n!

n∑
k=n2 +1

(
n
k

)
(k− 1)!(n− k)! =

n∑
k=n2 +1

1
k
<

n∫
n/2

1
t

dt = ln 2 ≈ 0,69

Tatsächlich liegt bei 100 Schlümpfen dieWahrscheinlichkeit, dass alle ihren Ausweis
finden bei etwa 31,2%. Fortes fortuna adiuvat: den Tüchtigen hilft das Glück! So ka-
men die Schlümpfe wieder frei.

4.10. (b) Die hier vorgestellte Lösung ist von Eugene Curtin und Max Warshauer [10].
Die Folge der Ausweise in den geöffneten Schubladen legt den Ablauf des Spiels ein-
deutig fest. Sein1, . . . , n100 die Folge der Ausweise. Seini1 = 1. Dann hat Schlumpf 1
die Schubladen n1, . . . , ni1 geöffnet. Sei j2 = min({1, . . . ,100} \ {n1, . . . , ni1}).
Dann ist als Zweites der Schlumpf j2 dran. Sei ni2 = j2. Der Schlumpf j2 öffnet die
Schubladen ni1+1, . . . , ni2 . Als Drittes ist j3 = min({1, . . . ,100} \ {n1, . . . , ni2})
dran, welcher die Schubladen ni2+1, . . . , ni3 mit ni3 = j3 öffnet, und so fort. Dies
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definiert die Zykeldarstellung

(n1, . . . , ni1) (ni1+1, . . . , ni2) · · · (nik+1, . . . , n100)

einer Permutation. Wenn der König die Ausweise zufällig verteilt, dann ist hier jede
Permutation (unabhängig von der Strategie der Schlümpfe) gleich wahrscheinlich.
Die Schlümpfe kommen frei, wenn die Permutation keinen Zykel der Länge 51 oder
mehr enthält. Die Wahrscheinlichkeit hierfür haben wir oben ausgerechnet. Sie ist
genau 1 − H100 + H50 = 0,3118278 · · · . Die Schlümpfe können also beim modifi-
zierten Spiel höchstens mit dieser Wahrscheinlichkeit entkommen; damit können sie
auch im ursprünglichen Spiel nicht mit einer höheren Wahrscheinlichkeit frei kom-
men. Genauer zeigt dies, dass die in der Lösung von Aufgabe 4.10. (a) erläuterte Stra-
tegie optimal ist.

4.11. (a) Es gilt R = {i ∈ {1, . . . , n} | R ∩ {i} ≠∅}, Bob stellt also für jedes i ∈
{1, . . . , n} die Frage „Ist R ∩ {i} = ∅?“

4.11. (b)Wir können eine Strategie als binären Entscheidungsbaum auffassen. Dabei
entsprechen innere Knoten einer Frage, Verzweigungen dem Ausgang der entspre-
chenden Frage und die Blätter entsprechen den Antworten Bobs. Der Baum einer
Strategie, die mit t Fragen auskommt, kann höchstens 2t Blätter besitzen.

Alice hat 2n verschiedene Möglichkeiten R zu wählen. Angenommen, Bob hat ei-
ne Gewinnstrategie, die mit t < n Fragen auskommt. Dann muss es Mengen R1 ≠ R2

geben, die im Baum zum selben Blatt führen. Fürmindestens eine der beidenMengen
ist Bobs Antwort dann falsch. Dies ist ein Widerspruch zur Korrektheit der Gewinn-
strategie.

4.11. (c) Ja! Bob kann durch Fragen „Ist R ∩ {i} = ∅?“ für 1 ≤ i < n die Menge R
bis auf das Element n bestimmen. Hier muss er raten. Er gewinnt dann mit Wahr-
scheinlichkeit 1/2. Diesen Erwartungswert kann er nicht verbessern, denn sein Stra-
tegiebaum aus der Lösung zu Aufgabe 4.11. (b) hat nachn−1 Fragen höchstens 2n−1

Blätter. Auf diese verteilen sich 2n Teilmengen, also im Mittel 2 pro Blatt. Fairness
sagt, Alice und Bob können bei r = n− 1 genauso gut eine Münze werfen.

4.12. (a) Einsetzen der Definition von Cn = 1
n+1

(
2n
n

)
und Umordnen der Terme ergibt

die gleichwertige Behauptung
(

2n
n+1

)
= n
n+1

(
2n
n

)
. Diese widerum folgt aus(

2n
n+ 1

)
= (2n)n+1

(n+ 1)n!
= n
n+ 1

(2n)n

(n+ 1− 1)!
= n
n+ 1

(
2n
n

)
(B.5)

4.12. (b) Aus
(
n
k

)
=
(
n
n−k

)
und der Vandermonde’schen Identität folgt

∑
k

(
n
k

)2

=
∑
k

(
n
k

)(
n

n− k

)
=
(

2n
n

)
= (n+ 1)Cn
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220 Lösungen der Aufgaben

4.12. (c)Mit Gleichung (B.5) aus der vorletzten Teilaufgabe sehen wir

(n+ 2)Cn+1 =
(

2n+ 2
n+ 1

)
(B.5)= n+ 2

n+ 1

(
2n+ 2
n

)
= n+ 2
n+ 1

(2n+ 2)n

n!

= n+ 2
n+ 1

· (2n+ 2)(2n+ 1) · (2n)n
(n+ 2)(n+ 1) ·n!

= 2(2n+ 1)
n+ 1

(
2n
n

)

und damit Cn+1 = 2(2n+1)
n+2 Cn.

4.13. Sei Tn die Anzahl der Triangulierungen eines regelmäßigen n-Ecksmit der Kno-
tenmenge {1, . . . , n} und n ≥ 3. Damit gilt T3 = C1 = 1. Sei jetzt n ≥ 4. Die Kan-
te {n,1} ist in jeder Triangulierung an genau einem Dreieck beteiligt. Dieses Dreieck
ist durch eine der n− 2 Ecken k in {2, . . . , n− 1} spezifiziert. Durch Zerteilen des n-
Ecks an dem Dreieck ergibt sich ein k-Eck und ein (n − k + 1)-Eck die unabhängig
voneinander trianguliert werden können. Setzen wir noch T2 = 1, so erhalten wir
Tn =

∑n−1
k=2 TkTn−k+1 =

∑n−3
�=0 C�Cn−3−� Die zweite Gleichheit ergibt sich mit Induk-

tion und einer Indexverschiebung. Mit Korollar 4.41 folgt Tn = Cn−2 und damit die
Behauptung.

4.14. (a) Im Gegensatz zu einer Antikette ist eine Kette eine Folge K1, . . . , K� mitKi ⊊
Ki+1, und eine maximale Kette entspricht genau einer Permutation π = (π(1), . . . ,
π(n))mitKi = {π(1), . . . , π(i)}. Ist nunA eine Antikette undπ eine Permutation,
so kommt maximal ein Mitglied M ∈ A als Ki = {π(1), . . . , π(i)} vor. Umgekehrt,
istM ∈ A mit |M| = k, so gibt es genau k!(n − k)! Permutationen π , bei denen M
vorkommt. Wir erhalten ∑

M∈A
|M|!(n − |M|)! ≤ n! (B.6)

Der Wert |M|!(n − |M|)! wird minimal für |M| = �n2 �, da dann
(
n
|M|

)
maximal ist.

Also folgt |A| · �n2 �!(n − �n2 �)! ≤ n! und damit die Behauptung. (Kürzen der Glei-

chung (B.6) mit n! ergibt die sogenannte LYM-Ungleichung
∑
M∈A

(
n
|M|

)−1 ≤ 1 nach
Lubell, Meshalkin und Yamamoto.)

4.14. (b) Die Menge
({1,...,n}
�n/2�

)
ist eine Antikette mit

(
n

�n/2�
)
Elementen.

Zu Kapitel 5

5.1. Die Reihe f(z) = ∑
n≥0 Fnzn konvergiert absolut für |z| < Φ−1. Es ist f(z) =

z
1−z−z2 . Setzen wir z = 1/10, so erhalten wir den Wert 10/89.
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5.2. (a)Wir gehen analog wie bei den Fibonacci-Zahlen Fn vor. Es ist

a(z) =
∑
n≥0

anzn = z +
∑
n≥2

anzn = z +
∑
n≥2

c1an−1zn +
∑
n≥2

c2an−2zn

= z + c1za(z)+ c2z2a(z),

also a(z) = z
1−c1z−c2z2 .

5.2. (b) Die Nullstellen des Nenners sind − c1
2c2

± 1
c2

√
(c1

2 )2 + c2, also −λ1
c1

und −λ2
c2
,

und sie sind verschieden. Damit erhalten wir durch Partialbruchzerlegung und Koef-
fizientenvergleich die Form für an.

5.3.Wir definieren die erzeugende Funktion a(z) =∑
n≥0anzn. Es gilt

a(z) = 2+ 5z +
∑
n≥2

anzn = 2+ 5z + 5
∑
n≥2

an−1zn − 6
∑
n≥2

an−2zn

= 2+ 5z − 10z + 5za(z)− 6z2a(z)

Auflösen nach a(z) liefert a(z) = (2 − 5z)/(1 − 5z + 6z2). Mit Hilfe von Partial-
bruchzerlegung erhält man dann a(z) = 1/(1 − 2z) + 1/(1 − 3z). Ein Koeffizien-
tenvergleich mit den zugehörigen geometrischen Reihen liefert schließlich die Formel
an = 2n + 3n.

5.4.Wir definieren die erzeugende Funktion a(z) =∑
n≥0anzn. Es gilt

a(z) = z +
∑
n≥2

anzn = z +
∑
n≥2

(3an−1 − 2an−2 + 2n−1)zn

= z + 3za(z)− 2z2a(z)+ 2z2

1− 2z

Auflösen nacha(z) liefert a(z) = z/((1−3z+2z2)(1−2z)
)
. Mit Hilfe einer Parti-

albruchzerlegung erhält man daraus a(z) = 1/(1− z)+ 1/(1− 2z)2 − 2/(1− 2z).
Wir benutzen die Formel

∑
n≥0(n + 1)zn = 1/(1 − z)2 für |z| < 1, die sich durch

Ableiten der geometrischen Reihe ergibt. Zusammen mit der Summenformel für die
geometrische Reihe erhalten wir

a(z) =
∑
n≥0

zn +
∑
n≥0

(n+ 1)2nzn − 2
∑
n≥0

2nzn

Ein Koeffizientenvergleich liefert wie gewünscht an = 1+ (n− 1)2n.

5.5. Es gilt:

h(z) =
∑
n≥0

n∑
k=1

zn
/
k =

( ∑
n≥1

n−1∑
k=1

zn
/
k
)
+

∑
n≥1

zn
/
n = zh(z)− ln(1− z)

Hieraus folgt h(z) = ln(1−z)
z−1 .
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222 Lösungen der Aufgaben

5.6. 1. Standardlösung: Setze Gn = F2n, damit G0 = 0 und damit G1 = F2 = 1.
Für n ≥ 2 erhalten wir Gn = 3Gn−1 − Gn−2, denn F2n+2 = 2F2n + F2n−1 und
F2n = F2n−1+F2n−2, also ist F2n−1 = F2n−F2n−2 und damit F2n+2 = 3F2n−F2n−2.
Sei g(z) die erzeugende Funktion der Fibonacci-ZahlenGn mit geradem Index. Dann
gilt

g(z) = z +
∑
n≥2

Gnzn = z + 3

( ∑
n≥2

Gn−1zn
)
−
( ∑
n≥2

Gn−2zn
)

= z + 3zg(z)− z2g(z)

Hieraus folgt g(z) = z/(z2 − 3z + 1).
2. Alternativlösung mit Magie: Sei f(z) = z/(1 − z − z2) die erzeugende Funk-

tion der Fibonacci-Zahlen. Betrachte die Funktion h(z) = f(z) + f(−z). Es gilt
h(z) = ∑

n≥0 Fn(zn + (−1)nzn) = 2
∑
n≥0 F2n(z2)n Damit ist g(z) = h(

√
z)

2 al-
so die erzeugende Funktion der Fibonacci-Zahlen mit geradem Index. Es ist

h(
√
z) = √z

(
1

1−√z − z −
1

1+√z − z
)

= √z
(

2
√
z

(1− z)2 − (√z)2
)
= 2z
z2 − 3z + 1

Damit ergibt sich erneut g(z) = h(
√
z)

2 = z/(z2 − 3z + 1).

5.7.Wir definieren die erzeugende Funktion a(z) = ∑
n≥0anzn. Zunächst beobach-

ten wir, dass
∑n
i=0(n− i)ai fürn > 0 genau an entspricht und fürn = 0 denWert 0

ergibt. Wir stellen a(z) als Faltung mit sich selbst dar:

a(z) =
∑
n≥0

anzn = 1+
∑
n≥0

n∑
i=0

(n− i)aizn

= 1+
( ∑
n≥0

anzn
)( ∑

n≥0

nzn
)
= 1+ a(z) · z

(1− z)2

Es ergibt sich somit a(z) = (1−z)2
(1−z)2−z = (1−z)2

z2−3z+1 .

5.8. Sei r(z) die exponentielle erzeugende Funktion der Rencontres-Zahlen. Nach
Satz 4.18 ist bekannt, dass Rn = n!

∑n
k=0

(−1)k
k! gilt. Damit erhalten wir

r(z) =
∑
n≥0

Rn
n!
zn =

∑
n≥0

n∑
k=0

(−1)k

k!
zn =

( ∑
n≥0

(−1)n

n!
zn

)( ∑
n≥0

zn
)
= e−z

1− z

5.9. (a) Da δ(q0, ε) = q0 gilt, folgt

Lq0 = {ε} ∪ {wa | w ∈ Σ∗, a ∈ Σ, δ(q0,wa) = q0}
= {ε} ∪ {wa | w ∈ Σ∗, a ∈ Σ, δ(δ(q0,w), a) = q0}
= {ε} ∪

⋃
p
{wa | w ∈ Σ∗, a ∈ Σ, δ(q0,w) = p, δ(p,a) = q0}

= {ε} ∪
⋃

δ(p,a)=q0

Lp · a
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Für q ≠ q0 ist δ(q0, ε) ≠ q und damit insbesondere ε �∈ Lq. Die Rechnung ist nun
ganz analog zu oben, nur ohne das leere Wort.

5.9. (b) Da jedesWort einen eindeutigen Pfad durch den Automaten definiert, sind die
Vereinigungen in 5.9. (a) disjunkt. Es gilt also aq0

0 = 1 und aq0 = 0 für q ≠ q0 sowie
aqn =

∑
δ(p,a)=q a

p
n−1 für alle q ∈ Q und n > 0.

5.9. (c) Die Anzahl der Wörter der Länge n in L(A) ist gerade die Summe
∑
q∈F a

q
n,

denn L(A) = ⋃
q∈F Lq, wobei die Vereinigung disjunkt ist.

5.9. (d) Mit Hilfe der Formeln aus Teil 5.9. (b) erhalten wir folgendes Gleichungssys-
tem:

aq0(z) = 1+ aq0(z) · z + aq1(z) · z
aq1(z) = aq0(z) · z

Wir müssen aq2(z) nicht betrachten, da es von q2 keinen Weg in einen Endzustand
gibt. Durch Lösen des Gleichungssystems ergibt sich:

aq0(z) = 1
1− z − z2

und aq1(z) = z
1− z − z2

Sei f(z) die erzeugende Funktion der Fibonacci-Zahlen. Dann gilt f(z) = z ·aq0(z)
= aq1(z). Nach Teil 5.9. (c) ist b(z) = aq0(z) + aq1(z) = ∑

n≥0(Fn+1 + Fn)zn =∑
n≥0 Fn+2zn die gesucht erzeugende Funktion. Der Automat akzeptiert also genau

Fn+2 Wörter der Länge n. Dies haben wir bereits in Beispiel 1.25 auf einem anderen
Weg berechnet.

Zu Kapitel 6

6.1. Die Menge der Kanten ist eine Teilmenge von
(
V
2

)
. Da |V | = n gibt es 2(

n
2) solche

Teilmengen und somit 2(
n
2) Graphen. Man beachte, dass hierbei isomorphe Graphen

mehrfach gezählt werden.

6.2. (a)

∅ {1,2,3}

{2,3} {1,3}{1} {2}
{3} {1,2}

6.2. (b) Die Anzahl der Knoten ist |Vn| = 2n. Enthält eine Menge i Elemente, so gibt
es zu allen Teilmengen der restlichenn−i Elemente Kanten. Dies liefert

∑n
i=1

(
n
i

)
2n−i

= 3n Paare. Hierin ist allerdings noch die Schlinge∅—∅ enthalten. Außerdem wer-
den die Kanten doppelt gezählt. Die Anzahl an Kanten ergibt sich damit zu 3n−1

2 .
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6.3. (a) Sei dx der Grad von Knoten x ∈ V . Dann gilt 4|V | ≤ ∑
x∈V dx = 2|E|.

Daraus folgt 2|V | ≤ |E|.
6.3. (b) Für n = 5 erfüllt der vollständige Graph mit 5 Knoten die Behauptung. Sei
nun (V , E) ein Graph mit mindestens 5 Knoten, bei dem alle Knoten den Grad 4
haben. Seien x1, x2, y1, y2 ∈ V vier verschiedene Knoten mit (x1, x2), (y1, y2)
∈ E. Wir entfernen die Kanten (x1, x2) und (y1, y2). Hiernach haben x1, x2, y1, y2

den Grad 3. Alle anderen Knoten haben den Grad 4. Wir nehmen einen neuen Kno-
ten z �∈ V hinzu. Außerdem fügen wir die 4 Kanten (z, x1), (z, x2), (z, y1) und
(z, y2) ein. In dem entstandenen Graphen (V ′, E′) mit V ′ = V ∪ {z} und E′ =
(E \{(x1, x2), (y1, y2)})∪{(z, x1), (z,x2), (z, y1), (z, y2)} haben alle Knoten den
Grad 4. Dieses induktive Vorgehen zeigt die Behauptung.

6.4. Da G nicht vollständig ist, existieren Knoten a,b ∈ V mit ab ∉ E. Da G zusam-
menhängend ist, gibt es inG einen kürzesten Weg a = x1, x2, . . . , xn = bmitn ≥ 3.
Zwischen x1 und x3 gibt es keine Kante, sonst ließe sich dieser Weg verkürzen. Also
gilt die Behauptung mit (x1, x2, x3) = (u, v,w).
6.5. Angenommen G ist nicht zusammenhängend, dann lässt sich die Knotenmen-
ge V in zwei disjunkte, nichtleere Mengen A, B zerlegen, so dass keine Kanten zwi-
schen A und B erlaufen. Wir zeigen jetzt, dass G zusammenhängend ist. Seien u,v
∈ A. Es existiert ein Knoten x ∈ B mitux,vx ∈ E. Die Knotenu und v sind also zu-
sammenhängend. Analog gilt dies für u,v ∈ B. Für u ∈ A,v ∈ B ergibt sich direkt
uv ∈ E.
6.6. Angenommen, es gäbe zwei längste disjunkte einfache Wege u0 · · ·u�(G) und
v0 · · ·v�(G) in G. Da G zusammenhängend ist, gibt es zwei Knoten ui und vj , so
dass ein doppelpunktfreier Weg ui = w0,w1, . . . ,wk−1,wk = vj existiert mit {w1,
. . . ,wk−1}∩{u0, . . . , u�(G), v0, . . . , v�(G)} = ∅. Ohne Einschränkung sei i ≥ �(G)/2
und j ≥ �(G)/2, andernfalls nummerieren wir den jeweiligen Weg in der entgegen-
gesetzten Richtung. Dann ist aber die Länge des Weges u0, . . . , ui,w1, . . . ,wk−1, vj,
. . . , v0 mindestens �(G)/2+ 1+ �(G)/2 > �(G), ein Widerspruch!

6.7. Für den Grad eines Knotens x ∈ Vgilt 0 ≤ dx ≤ |V | − 1. Es sind also |V |
verschiedene Werte für dx möglich. Haben nun alle Knoten einen unterschiedlichen
Grad, so muss es insbesondere einen Knoten vom Grad 0 und einen Knoten vom Grad
|V | − 1 geben. Für |V | ≥ 2 ist dies nicht möglich, denn der Knoten mit Grad |V | − 1

ist mit allen anderen Knoten verbunden.

6.8. Sei G ein zusammenhängender Graph, in dem alle Knoten geraden Grad haben.
Der GraphG enthält einen Eulerkreis. Nach Entfernen einer beliebigen Kante existiert
noch ein Eulerweg. Insbesondere ist der entstandene Graph zusammenhängend. Der
GraphG enthält also keine Brücke.

6.9. Sei G = (V , E) ein gerichteter Graph mit V = Σk−1 und beschrifteten Kanten
x1 · · ·xk−1

a x2 · · ·xk−1a für jedes a ∈ Σ (Schleifen sind möglich). Bei jedem
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Knoten ist der Ein- und Ausgangsgrad |Σ|. Der GraphG ist zusammenhängend, denn
es gilt x1 · · ·xk−1

y1 · · ·yk−1 y1 · · ·yk−1. Es existiert deshalb ein gerichteter Euler-
kreis z1 · · ·z�z1 der jede Kante genau einmal besucht. Auf diesem Kreis kommt bei
der Sequenz der Beschriftungen jedesWort genau einmal vor. Aus |E| = |Σ|k folgt � =
|Σ|k. Sei y1 . . . y� die Sequenz der Kantenbeschriftungen, dann istw = z1y1 . . . y�
das gesuchte Wort. Man bezeichnet w oft auch als De Bruijn-Folge der Ordnung k
(nach Nicolaas Govert de Bruijn, 1918–2012).

6.10.Wir beschreiben denAlgorithmus von CarlHierholzer (1840–1871), welcher post-
hum erschien [25]. In diesem Verfahren starten wir bei einem beliebigen Knoten v
und konstruieren einen Kreis K, indem wir zu dem anfangs leeren Pfad immer weite-
re Kanten hinzufügen und diese aus dem ursprünglichen Graphen entfernen. Durch
die Gradbedingung ist garantiert, dass wir irgendwann wieder zu v zurückkommen.
Falls wir keine Kanten mehr hinzufügen können, haben wir also einen geschlosse-
nen Pfad von v nach v gefunden. Sind alle Kanten aus G entfernt, so benutzt K alle
Kanten und wir sind fertig. Andernfalls gehen wir den gefundenen Pfad zurück, bis
wir auf den ersten Knoten u treffen, der noch ausgehende Kanten hat. Da G zusam-
menhängend ist, muss u existieren. Von u ausgehend führen wir den Algorithmus
rekursiv aus und fügen den rekursiv berechneten Kreis anstelle von u in K ein. Dann
laufen wir den entstandenen Kreis weiter zurück (insbesondere laufen wir erst durch
den neu eingefügten Teil zurück) und bearbeiten auf die gleiche Weise alle Knoten
mit noch ausgehenden Kanten. Am Ende dieses Vorgehens haben wir alle Kanten des
ursprünglichen Graphen in den Kreis übernommen, der damit ein Eulerkreis ist. Die
Laufzeit ergibt sich dadurch, dass wir in jedem Schritt eine Kante besuchen. Aus dem
ursprünglichen Graphen wird nach einem Besuch einer Kante diese aus G gelöscht.
Im Kreis K besuchen wir durch ausschließliches Rückwärtslaufen jede Kante maxi-
mal einmal. Damit wird jede Kante insgesamt höchstens zweimal betrachtet.

6.11. Für eine beliebige bijektive Funktionϕ : E → {1, . . . ,12} gilt
∑
v∈V

∑
vw∈E

ϕ(vw) = 2 ·
12∑
i=1

i = 156

Bei gleicher Gewichtssumme an allen 8 Ecken, müsste dieses Eckengewicht 156/8 =
19,5 sein, ein Widerspruch!

6.12. Für n = 0 und n = 1 ist die Äquivalenz trivial erfüllt, da Bäume nicht leer sind
und Bäume mit nur einem Knoten keine Kanten haben. Sei also n ≥ 2.

⇒: Ein Baummitn Knoten hatn− 1 Kanten. Da in der Summe jede Kante genau
zweimal gezählt wird, folgt

∑n
i=1 di = 2n− 2.

⇐: Für n = 2 gilt die Behauptung. Sei n ≥ 3. Dann existieren i, j ∈ {1, . . . , n}
mit di = 1 und dj > 1. Ohne Einschränkung sei i = n und j = n − 1. Durch
Induktion existiert ein Baum ({1, . . . , n−1}, E), so dass für1 ≤ i ≤ n−2 der Knoten i
den Grad di hat, und Knoten n−1 hat Grad dn−1−1. Nun ist ({1, . . . , n}, E∪{(n−
1, n)}) ein Baum, bei dem Knoten i den Grade di hat.
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6.13. Für |V | = 1 und |V | = 2 ist die Aussage wahr. Sei nun |V | > 2. Die Abbildungϕ
permutiert die Blätter B = {x ∈ V | dx = 1}. Damit ist die Einschränkungϕ|V\B ein
Automorphismus auf dem von V \B induzierten Untergraphen, welcher selbst wieder
ein Baum ist. Mit Induktion lässt ϕ|V\B einen Knoten y oder eine Kante e fix. Also
lässt auchϕ einen Knoten y oder eine Kante e fix.

6.14. Als erstes beobachten wir, dass zwei verschiedene Mengen Ai und Aj durch
Entfernen von x genau dann gleich werden, wenn sie sich nur durch x unterschei-
den (d. h., die symmetrische Differenz von Ai und Aj ist {x}). Ohne Einschränkung
sei � = n. Wir konstruieren einen kantengefärbten Graph mit Knotenmenge {A1, . . . ,
An}. Eine Kante zwischen Ai und Aj existiert genau dann, wenn sichAi und Aj nur
um ein Element k ∈ M unterscheiden. Diese Kante wird mit k gefärbt. Sei Ai ein
Knoten auf einem Kreis und k die Farbe einer von Ai ausgehenden Kante e auf die-
sem Kreis. Dann muss auf diesem Kreis eine weitere Kante mit dieser Farbe existieren
(wenn z. B. der Nachbar von Ai auf e das Element k nicht enthält, muss es irgend-
wann auf diesem Kreis wieder „dazukommen“) . Diese Kante entfernen wir aus dem
Graph. Indem wir so sukzessiv Kanten aus dem Graph entfernen, erhalten wir einen
Wald (keine Kreise). In diesem Wald kommen alle Farben noch vor, die im ursprüng-
lichen Graph aufgetreten sind. Da ein Wald mit n Knoten höchstens n − 1 Kanten
besitzt, gibt es eine Farbe x, die in dem ursprünglichen Graph nicht vorgekommen
ist. Wenn wir diese Farbe x aus den Ai, 1 ≤ i ≤ n entfernen, bleiben diese nach
obiger Beobachtung weiterhin alle verschieden.

6.15. Ist Pi = Qj, so können wir diese Menge entfernen, daher sind ohne Einschrän-
kung Pi undQj paarweise verschieden. Wir bilden einen bipartiten Graphen mit der
Knotenmenge {P1, . . . , Pm} ∪ {Q1, . . . ,Qm} und Kantenmenge E = {(Pi,Qj) |Pi ∩
Qj �= ∅}. Ein gemeinsames Vertretersystem definiert ein perfektes Matching und um-
gekehrt. Wir müssen also die Existenz eines perfekten Matchings nachweisen. Hierfür
verwenden wir den Heiratssatz 6.11. Zu zeigen ist nur, dass für S ⊆ {P1, . . . Pm} die
Heiratsbedingung |N(S)| ≥ |S| erfüllt ist. Für jedes x ∈ Pi ∈ S gibt es ein Qj mit
x ∈ Qj ∈ N(S). Also gilt ⋃

Pi∈S
Pi ⊆

⋃
Qj∈N(S)

Qj

Links und rechts stehen disjunkte Vereinigungen von Klassen mit jeweils genau k
Elementen, daher ist schließlich |S| ≤ |N(S)|.
6.16. Angenommen, es gäbe eine stabile Heirat M mit (a, b′), (a′, b) ∈ M, in der
die Präferenz von a für b′ noch niedriger als für b ist. Wir wissen aus der Bemer-
kung 6.13, dass b im Gale-Shapley-Verfahren seine optimale Partnerin a gefunden
hat, folglich muss die Präferenz von b für a′ niedriger als für a sein. Es würde also
beim Zusammentreffen von den Paaren (a, b′) und (a′, b) zu einer Scheidung und
anschließender neuer Bindung (a, b) kommen. Dies ist ein Widerspruch zur Stabili-
tät vonM.
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6.17. (a) Aus der Abschätzung e ≤ 3n− 6 und der Eulerformel n− e+ f = 2 folgt

f = 2−n+ e ≤ 2−n+ 3n− 6 = 2n− 4

6.17. (b) Die Summe der Knotengrade istdn/2+2dn/2 = 3dn/2. Dies liefert 3dn/2
= 2e und damit 3dn = 4e. Mit e ≤ 3n − 6 folgt 3dn ≤ 12n − 24 und 24 ≤
(12− 3d)n. Für d ≥ 4 ist die Ungleichung nicht erfüllt.

6.17. (c)

• •

••

•

• • •

•

•

••

6.18. Zunächst entfernen wir alle Kanten. Dann istm = 0. Fürm = 0 ist nun f = 1

undn = z. Fügenwir nacheinander die Kantenwieder ein, sowird jeweils entweder z
um 1 verringert und f bleibt gleich oder eine Facette wird zerteilt. Dann bleibt z gleich
und f wird um 1 vergrößert.

6.19.Wir betrachten zunächst denGraphK7.Wir stellen die Torusoberflächeals Recht-
eck dar, welches wir jeweils entlang der gegenüberliegenden Seiten verkleben. Insbe-
sondere stimmt der obere Punktx mit dem unteren Punkt x überein, und der Knoten
ganz links ist mit dem Knoten ganz rechts identisch.

x

x

Die horizontalen Kanten verbinden jeweils nebeneinander liegende Knoten, die
durchgezogenen schräg verlaufenden Kanten überspringen einen Knoten und die ge-
strichelten Kanten überspringen jeweils zwei Knoten. Es gibt keine Kreuzungen und,
wie man gut an einem mittleren Knoten erkennt, ist der Grad aller Knoten 6. Damit
sind alle Kanten des K7 vorhanden.
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Um den Graph K4,4 zu zeichnen, gehen wir ganz analog vor. Die einen vier Kno-
ten {1,2,3,4} (rund) zeichnen wir auf den Rand des Rechtecks; insbesondere ent-
sprechen die vier Punkte in den Ecken nur einem einzigen Knoten. Die anderen vier
Knoten (eckig) sind in der Mitte des Rechtecks.

1 2 3 4 1

1 2 3 4 1

Der besseren Übersichtlichkeit wegen haben wir einen Teil der Kanten gestrichelt ge-
zeichnet.

6.20. Nach der Eulerformel gilt in planaren Graphen mit mindestens drei Knoten,
dass |E| ≤ 3|V | − 6. Für den Komplementärgraphen gilt somit

|V |(|V | − 1)
2

− 3|V | + 6 ≤
∣∣∣∣∣
(
V
2

)
\ E

∣∣∣∣∣ ≤ 3|V | − 6

Für |V | ≥ 11 ist die Ungleichung nicht erfüllt. Also ist jeder Graph mit mehr als 10
Knoten nicht planar oder aber sein Komplementärgraph G ist nicht planar. Da es (bis
auf Isomorphie) nur endlich viele Graphen mit 10 Knoten oder weniger gibt, folgt die
Behauptung.

6.21. Durch Hinzufügen von weiteren Kanten können wir annehmen, dass alle Facet-
ten (auch die äußere) nur von drei Kanten begrenzt werden; dies erhöht den Grad
nur. Insbesondere gibt es 2|E|/3 Facetten. Jeder Knoten x erhält zunächst das Start-
gewicht 6 − dx . Für das Gesamtgewicht gilt

∑
x∈V(6 − dx) = 6|V | − ∑

x∈V dx =
6|V | − 2|E| = 12, wobei die letzte Gleichung aus der Eulerformel folgt.

Nun verteilen wir die Gewichte um. Jeder Knoten mit Grad 5 gibt jedem seiner
Nachbarn 1

5 von seinem Gewicht. Da das Gesamtgewicht positiv ist, existiert nach
diesem Umverteilen ein Knoten y mit positivem Gewicht. Es gilt dy ≤ 7, da zum
Startgewicht 6 − dy von y maximal dy5 hinzu kommen, so dass für das aktuelle Ge-
wicht γ von y die Abschätzung 0 < γ ≤ 6− 4dy/5 gilt.

Falls dy = 7 gilt, dann hat y mindestens 6 Nachbarn mit Grad 5 (andernfalls
hätte y zu wenig abbekommen, um nun positives Gewicht zu haben). Da G triangu-
liert ist, sind zwei dieser Nachbarn von y durch eine Kante verbunden, wodurch die
Aussage in diesem Fall bewiesen ist. Falls dy ≤ 6 gilt, dann hat y mindestens einen
Nachbarnx mit Grad 5, so dass xy die Forderung der Aufgabe erfüllt.
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6.22. (a) Für den leeren Graph gilt die Eigenschaft. Sei V ≠ ∅ und u ∈ V . Wir defi-
nieren zwei Teilgraphen durch

V1 = {v ∈ V | (v,u) ∈ E}, E1 = E ∩ (V1 × V1)

V2 = {v ∈ V | (u, v) ∈ E}, E2 = E ∩ (V2 × V2)

Induktiv seien a1 · · ·ak und b1 · · ·b� einfache Wege in (V1, E1) bzw. (V2, E2), die
jeden Knoten einmal besuchen. Dann ist a1 · · ·ak ub1 · · ·b� ein einfacher Weg
inG, der jeden Knoten einmal besucht.

6.22. (b)Wir zeigen die Behauptung mit Induktion. Für |V | = 2 ist die Aussage trivial.
Sei also |V | > 2. Entnehmex ∈ V und setzeG′ = G−x. Dies bedeutet,G′ = (V ′, E′)
ist der durch V ′ = V \ {x} induzierte Untergraph. Nach Induktion enthält V ′ einen
Knoten y, von dem aus jeder andere Knoten u ∈ V ′ in höchstens 2 Schritten erreich-
bar ist. Ist auch x von y in höchstens 2 Schritten erreichbar, so ist y der gesuchte
Knoten. Andernfalls betrachte u ∈ V ′ mit u = y oder (y,u) ∈ E. Dann muss
(x,u) ∈ E gelten, ansonsten hätten wir x von y aus in maximal zwei Schritten er-
reicht. Für alle anderen v ∈ V ′, die nicht direkt vony aus erreichbar sind, gibt es ein
u ∈ V ′ und (y,u), (u, v) ∈ E. Also gilt auch (x,u), (u, v) ∈ E und v ist von x in
zwei Schritten erreichbar. Damit ist x der gesuchte Knoten.

6.23. (a)Wir betrachten die n Schubfächer {2i− 1,2i} für 1 ≤ i ≤ n. Dadurch wird
{1, . . . ,2n} in n Zweiermengen partitioniert. Ein Element x wird in Schubfach S ge-
legt, falls x ∈ S gilt. Da wir n + 1 Elemente aber nur n Schubfächer haben, liegen
am Ende in einem Schubfach zwei Elemente. Diese sind benachbart.

6.23. (b) Wir betrachten die Schubfächer {i,2n+ 1− i} für 1 ≤ i ≤ n. Auch hier
gehören zwei Elemente ausM zum selben Schubfach.

6.23. (c)Wir betrachten die n Schubfächer {u2s | s ≥ 0} für alle ungeraden Zahlen
u ∈ {1, . . . ,2n}. Seien k < � mit k, � ∈ {u2s | s ≥ 0}. Dann unterscheiden sich k
und � nur um eine Zweierpotenz, und es gilt k |�.
6.24. (a) Im folgenden Graphen gibt es keine Dreiecke, da der mittlere Punkt in der
Zeichnung nicht zumGraphen gehört. Maximale unabhängige Mengen enthalten drei
Knoten.

6.24. (b) Es gibt mindestens einen Knoten x vom Grad dx �= 3, denn sonst wäre∑
x∈V dx = 9 · 3 ungerade, was dem Handschlaglemma widerspricht. Wir unter-

scheiden nun zwei Fälle. Istdx ≥ 4, dann bilden die 4 Nachbarn vonx entweder eine
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unabhängige Menge der Größe 4 oder zwei der Knoten bilden mit x zusammen eine
Clique der Größe 3. Ist dx ≤ 2, dann verbleiben 6 andere Knoten im Graph. Diese 6
Knoten enthalten entweder eine Clique oder eine unabhängige Menge der Größe 3.
Enthalten sie eine unabhängige Menge, dann bilden diese 3 Knoten zusammenmit x
eine unabhängige Menge der Größe 4.

6.25.Wir definieren eine Färbung b von
(
N
2

)
durch b({i, j}) = c(|j − i|). Nach dem

Satz von Ramsey existiert eine unendliche TeilmengeX ⊆ N, so dass
(
X
2

)
bezüglich b

monochromatisch gefärbt ist. Wähle i, j, k ∈ X mit i < j < k und setze x = j − i,
y = k− j sowie z = k− i. Es ist z = x +y und aus b(i, j) = b(j, k) = b(i, k) folgt
c(x) = c(y) = c(z).
6.26. Wir zeigen, dass mit beliebig hoher Wahrscheinlichkeit alle Knoten paarweise
zueinander einen Abstand kleiner oder gleich zwei haben, wenn n genügend groß
ist. Betrachte zunächst zwei feste Knoten x undy . Wenn nwächst, nimmt die Wahr-
scheinlichkeit exponentiell ab, dass kein dritter Knoten z vorhanden ist, der sowohl
eine Kante zu x als auch zu y hat. Auf der anderen Seite existieren nur quadratisch
viele Paare von Knoten. Die Gesamtwahrscheinlichkeit, dass nicht alle Knoten einen
Höchstabstand von zwei haben, nimmt also fürn →∞ exponentiell ab.

Zu Kapitel 7

7.1. Sei⊥ das kleinste Element. Betrachte zunächsta � b und dim(a) = d. Dann gibt
es eine maximale Kette K von ⊥ nach a der Länge d und K ∪ {b} ist eine maximale
Kette von ⊥ nach b. Haben nun je zwei maximale Ketten mit den selben Endpunkten
die gleiche Länge, so folgt nach Definition der Dimension dim(b) = dim(a)+ 1.

Für die Rückrichtung betrachte zwei maximale Ketten K1 und K2 von c nach b.
Die Längen seien jeweils �i für i = 1,2undwir nehmen �1 ≤ �2 an. Es seid = dim(c)
die Dimension von c. Wir zeigen dim(b) = d+�1. Hieraus folgt dann sofort �1 = �2,
da in jedem Fall dim(b) ≥ d+ �2 ist.

Für �1 = 0 ist die Behauptung klar, da dann c = b sein muss. Sei jetzt �1 ≥ 1.
Die Kette K1 läuft durch einen vorletzten Punkt a mit a � b, sonst wäre K1 nicht
maximal. Nach Induktion gilt dim(a) = d + �1 − 1. Folgt nun aus a � b schon
dim(b) = dim(a)+ 1, so ist dim(b) = d+ �1, wie behauptet.

7.2. (a) Es ist Γb,c(⊥)(σ) = σ für b(σ) = 0 und undefiniert für b(σ) = 1. Also ist
Γb,c(⊥) = ⊥ genau dann, wennw nirgends terminiert.

7.2. (b) Wähle b und c mit b(σ) = 1 und c(σ) = σ für alle σ ∈ Σ, dann ist w =
while true do idΣ odund Γb,c(f) = f . Also sind alle f ∈ F Fixpunkte. Insbesondere
gilt Γb,c(⊥) = ⊥ und der Definitionsbereich von Γb,c(⊥) ist leer.
7.2. (c) Aus w(σ) = τ folgt b(τ) = 0. Also ist w(σ) = σ gleichbedeutend mit
b(σ) = 0. Dies bedeutet w ! id � dom(w) = {σ ∈ Σ | b(σ) = 0}. Sei jetzt
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w′ = while b′ do c od undw ! w′. Dann istw(σ) = w′(σ) für alleσ ∈ dom(w).
Ist alsob(σ) = 0 oder b′(σ) = 0, so gilt dies für beide. Dies impliziertb(σ) = b′(σ)
für alle σ ∈ dom(w). Umgekehrt, gilt b(σ) = b′(σ) für alle σ ∈ dom(w), so folgt
w ! w′. Damit gilt w ! w′ genau dann, wenn b und b′ auf dom(w) übereinstim-
men.

7.2. (d) Terminiertw überall, so istw überall definiert und ausw ! f folgt w = f .
Der kleinste Fixpunkt w ist also der einzige Fixpunkt von Γb,c . Umgekehrt, sei jetzt
w(σ) undefiniert. Da c überall definiert ist, gilt dies auch für ci. Setze f(ci(σ)) = σ
für alle i ∈ N und lasse f undefiniert sonst. Dann ist zunächst b(ci(σ)) = 1 für alle
i ∈ N, denn w(σ) ist undefiniert. Hieraus folgt Γb,c(f)(ci(σ)) = f(ci+1(σ)) =
σ = f(ci(σ)). Es ergibt sich f ! Γb,c(f). Die Kette f ! Γb,c(f) ! Γ 2

b,c(f) ! · · ·
liefert einen Fixpunkt von Γb,c , der echt oberhalb vonw liegt.

7.2. (e) Sei c ∈ F überall undefiniert. Wir können c beispielsweise darstellen durch
c = while true do idΣ od. Wir zeigen, dass Γb,c genau einen Fixpunkt hat. Sei hierfür
Γb,c(f) = f . Betrachte ein σ mit b(σ) = 0, dann gilt Γb,c(f)(σ) = σ = f(σ). Für
b(σ) = 1 ist Γb,c(f)(σ) = f(c(σ)) undefiniert, also auch f(σ). Damit ist f durch
die Bedingung b eindeutig festgelegt.

7.3. Es gibt abzählbar unendliche Verbände, etwa (N×N,≤), (Z×Z,≤) oder der Ver-
band (aus der vorigen Aufgabe) aller Teilmengen von N, die entweder endlich sind
oder ein endliches Komplement haben. Diese Verbände sind unendlich, aber abzähl-
bar. Potenzmengenverbände haben die Form 2A. Sie sind also endlich oder überab-
zählbar. Insbesondere ist jeder abzählbar unendliche Verband ein Beispiel für einen
booleschen Verband, der nicht isomorph ist zu einem Potenzmengenverband 2A für
irgendeine Menge A ist.

7.4. In (Z × Z,≤) ist kein Paar (m,n) irreduzibel, da (m,n) = (m − 1, n) ∨ (m,
n − 1) gilt. Auch die Hinzunahme eines kleinsten Elements ⊥ ergibt keine irredu-
ziblen Elemente.

7.5. Sei X unendlich und M der Verband aller Teilmengen von X, die ein endliches
Komplement haben. Dann istM ein Mengenverband, denn es gilt:
1. A, B ∈ M ⇒ A∪ B ∈ M,
2. A, B ∈ M ⇒ A∩ B ∈ M,

DaA ∈M unendlich ist, gibt es a,b ∈ Amita ≠ b. Also können wirA = (A\{a})∪
(A \ {b}) schreiben; und A ist nicht irreduzibel.

7.6.Wäre (2M,∪,∩,0,1) ein Ring, so wäre∅ = 0 und A(A + B) = AA+ AB. Ande-
rerseits ist A(A + B) = A ∩ (A ∪ B) = A = A ∩ A = AA, also A ∩ B = ∅ für alle
A, B ∈ 2M . Dies widersprichtM ≠∅.
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7.7.

7.8. M5 ist nicht distributiv, denn (a∨ b) ∧ c = c, aber (a ∧ c) ∨ (b ∧ c) = ⊥.M5

ist modular: Sei z. B. a <  ⇒ a∨ (b∧ ) = a∨ b =  =  ∧ = (a∨ b)∧ .M5

ist komplementär: Denn z. B. b ∨ c =  und b ∧ c = ⊥.

Brought to you by | Universita degli Studi di Roma La Sapienza
Authenticated

Download Date | 4/24/16 1:29 PM



�

�
“main” — 2013/3/11 — 14:49 — page 233 — #245

�

�

�

�

�

�

Literaturverzeichnis
[1] M. Agrawal, N. Kayal und N. Saxena: PRIMES is in P. Ann. of Math., 160:781–793, 2004.
[2] M. Aigner und G.M. Ziegler: Das Buch der Beweise. Springer, Berlin, 2009.
[3] N. Alon, P. D. Seymour und R. Thomas: Planar Separators. SIAM J. Discrete Math., 7(2):184–

193, 1994.
[4] K. I. Appel undW. Haken: Every planarmap is four colorable. Bull. Amer.Math. Soc., 82(5):711–

712, 1976.
[5] K. I. Appel und W. Haken: Every planar map is four colorable, Band 98 von Contemporary

mathematics. American Mathematical Society, 1989.
[6] G. D. Birkhoff: Aesthetic measure. Harvard University Press, 1933.
[7] D. Boneh: Twenty years of attacks on the RSA cryptosystem. Notices Amer.Math. Soc., 46:203–

213, 1999.
[8] D. Boneh und G. Durfee: Cryptanalysis of RSA with private key d less than N0.292. IEEE

Transactions on Information Theory, 46:1339–1349, 2000.
[9] T. Camps, S. Kühling und G. Rosenberger: Einführung in die mengentheoretische und die

algebraische Topologie. Berliner Studienreihe zur Mathematik 15. Heldermann, 2011.
[10] E. Curtin und M. Warshauer: The locker puzzle. Math. Intell., 28(1):28–31, 2006.
[11] C.-J. de la Vallée Poussin: Recherches analytiques sur la théorie des nombres premiers. Ann.

Soc. Sci. Bruxelles, 20:183–256, 1896.
[12] V. Diekert, M. Kufleitner und G. Rosenberger: Diskrete algebraische Methoden. Walter de

Gruyter, 2013.
[13] R. Diestel: Graphentheorie. Springer-Lehrbuch. Springer, 4. Auflage, 2010.
[14] Y. Dinitz: Algorithm for solution of a problem of maximum flow in a network with power

estimation. Soviet Math. Doklady (Doklady), 11:1277–1280, 1970.
[15] Y. Dinitz: Dinitz’ Algorithm: The Original Version and Even’s Version. In: O. Goldreich, A. L.

Rosenberg und A. L. Selman (Herausgeber), Essays in Memory of Shimon Even, Band 3895 von
Lecture Notes in Computer Science, S. 218–240. Springer, 2006.

[16] J. Edmonds und R.M. Karp: Theoretical improvements in algorithmic efficiency for network
flow problems. Journal of the Association for Computing Machinery, 19:248–264, 1972.

[17] P. Elias, A. Feinstein und C. E. Shannon: A note on the maximum flow through a network. IRE
Transactions on Information Theory, 2(4):117–119, 1956.
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Mengen

∅ leere Menge

|A| Mächtigkeit der MengeA, S. 54

A∪ B Vereinigung der MengenA und B

A∩ B Durchschnitt der MengenA und B

A \ B Elemente ausA, welche nicht in B vorkommen

A× B kartesisches Produkt, S. 199

BA Menge der Abbildungen f : A→ B, S. 54

2A Potenzmenge vonA, S. 55(
A
k

)
Menge der k-elementigen Teilmengen vonA, S. 56

[a,b] abgeschlossenes Intervall

(Σ→p Σ) partielle Abbildungen von Σ nach Σ, S. 166

C komplexe Zahlen, S. 2

Fp Körper mit p Elementen, S. 29

N natürliche Zahlen, inklusive 0, S. 1

Q rationale Zahlen, S. 2

R reelle Zahlen, S. 2

Z ganze Zahlen, S. 2

Z/nZ Restklassen modulon, S. 6

(Z/nZ)∗ Einheiten in Z/nZ, S. 7

Relationen

f ∈ O(g) f wächst höchstens so schnell wie g, S. 200

f ∈ o(g) f wächst echt langsamer als g, S. 200

f ∈ Ω(g) f wächst mindestens so schnell wie g, S. 200

f ∈ω(g) f wächst echt schneller als g, S. 200
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f ∈ Θ(g) f wächst genauso schnell wie g, S. 200

f ∼ g asymptotisch gleiches Wachstum, lim
n→∞

f(n)
g(n)

= 1, S. 201

f ! g Ordnung auf partiellen Abbildungen, S. 167

k ≡ � mod n k und � sind kongruent modulon, S. 6

k | � k teilt �, S. 3

x � y y ist oberer Nachbar von x, S. 162

Zahlen, Abbildungen und Operationen

⊥ kleinstes Element, S. 165

 größtes Element, S. 165

|x| Betrag von x, S. 199

�x� x abgerundet

�x� x aufgerundet

n! Fakultät n(n− 1) · · ·1, S. 55

xk fallende Faktorielle x(x − 1) · · · (x − k+ 1), S. 57

xk steigende Faktorielle x(x + 1) · · · (x + k− 1), S. 80(
n
k

)
Binomialkoeffizienten,n über k, S. 57

(
n

k1, . . . , kd

)
Multinomialkoeffizienten, S. 67

[
n
k

]
Stirling-Zahlen der 1. Art, n in k Zykel, S. 78

{
n
k

}
Stirling-Zahlen der 2. Art,n in k Klassen, S. 74

x ∨y kleinste obere Schranke von x und y, S. 171

x ∧y größte untere Schranke von x und y, S. 171

x zu x komplementäres Element, S. 180

Bn Bell-Zahlen, S. 82

Cn Catalan-Zahlen, S. 86
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dim(x) Dimension von x, S. 163

Dn Dyck-Wörter der Länge 2n, S. 87

dom(f ) Definitionsbereich von f , S. 167

dx Grad von Knoten x, S. 122

e Euler’sche Zahl, S. 55

E[X] Erwartungswert der Zufallsvariable X, S. 45

f ′ Ableitung von f

Fn Fibonacci-Zahlen, S. 21

ϕ(n) Euler’scheϕ-Funktion, S. 17

ggT(k, �) größter gemeinsamer Teiler von k und �, S. 3

g ◦ f Hintereinanderausführung von Funktionen, S. 199

Γb,c(g) Operator für while-Schleifen, S. 168

Hn harmonische Zahlen, S. 81

i imaginäre Zahl, S. 2

inf(D) größte untere Schranke, S. 165

J(V) irreduzible Elemente von V , S. 178

kgV(n) kleinstes gemeinsames Vielfaches von {1, . . . , n}, S. 32

lim Grenzwert

logn Logarithmus zur Basis 2

lnn Logarithmus zur Basis e

max(A) größtes Element der MengeA

min(A) kleinstes Element der MengeA

π Kreiszahl, S. 55

π(x) Anzahl der Primzahlen≤ x, S. 32

p(n, k) untere Partitionszahlen, S. 85

P(n) summatorische Partitionszahlen, S. 84

P(n, k) arithmetische Partitionszahlen, S. 84

Pr[A] Wahrscheinlichkeit des EreignissesA, S. 45

Rn Rencontres-Zahlen, S. 72

Rk,c(n) Ramsey-Zahlen, S. 153
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σX Standardabweichung der Zufallsvariable X, S. 48

sup(D) kleinste obere Schranke, S. 165

Var[X] Varianz der Zufallsvariable X, S. 48

ZM(n) n in Summanden ausM, S. 103

Graphen

Cn einfacher Kreis mitn Knoten, S. 121

G komplementärer Graph vonG, S. 120

Kn vollständiger Graph mitn Knoten, S. 121

Km,n vollständig bipartiter Graph, S. 122

Pn einfacher Weg mitn Knoten, S. 121

Verbände

B boolescher Verband {0,1}, S. 181
M5 modularer, nicht distributiver Verband, S. 175

N5 nicht modularer Verband, S. 175
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A
Abbildung 199
– bijektive 199
– charakteristische 55, 181
– injektive 199
– monotone 165
– stetige 165
– surjektive 199
Abel, N. H. 2
Abstand
– von Knoten 120
abzählbar 199
Additionstheorem
– für Binomialkoeffizienten 58
– für Stirling-Zahlen erster Art 79
– für Stirling-Zahlen zweiter Art 74
Adleman, L. 15
Algebra
– boolesche 183
Algorithmus
– effizienter 201
– erweiterter euklidischer 5
– euklidischer 3
– Gale-Shapley- 133
– von Dinic siehe Algorithmus von Dinitz
– von Dinitz 141
– von Hierholzer 225
Antikette 96
antisymmetrisch 161
Appel, K. 148
Atom 180
Ausgangsgrad 124
Auswahlaxiom 161
Automorphismus
– Graph- 157

B
Bachet de Méziriac, C. G. 4
Baum 126
– Binär- 88
– gewurzelter 126
– Spann- 127
Bell, E. T. 82
Bell-Zahlen 76, 82, 99, 113
Bernoulli, J. 43, 48
Bernoulli-Experiment 48

Bernoulli-Ungleichung 43
Bertrand, J. 41
Bertrand’sches Postulat 41
Betrag 199
Bézout, É. 4
Bijektion 199
bijektiver Beweis 54
Binärbaum 88
– saturierter 88
– voller siehe saturierter Binärbaum
binäre Suche 88
binärer Suchbaum 90
Binomialinversion 60
Binomialkoeffizienten 32, 33, 56
Binomialsatz 59
– allgemeiner 65
binomische Formel siehe Binomialsatz
Birkhoff, G. 176
Birkhoff, G. D. 176
Bit-Folge 190
Blatt 88, 126
Bogen siehe Kante
Boneh, D. 16
Boole, G. 179
Bressoud, D.M. 109
Brücke 157
Bubble-Sort 68

C
Carcassone 93
Cartan, H. P. 184
Catalan, E. C. 86
Catalan-Zahlen 86, 90, 99, 101
Cayley, A. 128
Cayley-Formel 128
chinesischer Restsatz 9, 10
Clique 153
CPO 165
Curtin, E. 218

D
Darstellungssatz von Stone siehe Satz von

Stone
de Bruijn, N. G. 225
De Bruijn-Folgen 157
Dedekind, R. 175
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denotationale Semantik 166
– Hauptsatz 168
Descartes, R. 199
Diagramm
– Ferrers- 84
– Hasse- 162
– Venn- 183
Dichte
– diskrete 47
Dieudonné, J. v
Differenz
– symmetrische 181
Digraph siehe gerichteter Graph
Dimension 152, 163
Dinitz, Y. 141, 143, 144, 160
disjunkte Kantenzüge 136
disjunkte Pfade 134
Disjunktion 197
Distanz
– von Knoten 120
Distributivgesetze 3
Dobiński-Formel 83, 113
Dodekaeder 125
Dreierregel zur Division 202
Dürer, A. vii
Durfee, G. 16
Dyck, Ritter W. F. A. von 86
Dyck-Wörter 86

E
EAN siehe European Article Number
Ecke siehe Knoten
Edmonds, J. R. 140
Egerváry, J. 131
einfach 119
Eingangsgrad 124
Einheit 7, 17
Einheitengruppe 17
Element
– invertierbares 2
– maximales 161
– minimales 161
– neutrales 2
Elferregel zur Division 202
Elias, P. 136
Erdős, P. 41, 42, 155
Ereignis 45
Erwartungswert 45
erzeugen 3

erzeugende Funktion 99
– der Catalan-Zahlen 101
– der Fibonacci-Zahlen 100
– der harmonischen Zahlen 114
– der Partitionszahlen 104, 105
– der Rencontres-Zahlen 114
– der Stirling-Zahlen zweiter Art 102
– exponentielle 111
– von Multimengen 103
Euklid von Alexandria v3, 39, 210
Euler, L. 13, 14, 18–20, 31, 104, 107, 108, 123,

146, 204
Eulerformel 146
Eulerkreis 123
Euler’sche Formel 18
Euler’sche Konstante 81
Euler’sche Polyederformel 146
Euler’sche Zahl 55
Eulerweg 124
European Article Number 9
exklusives Oder 183
exponentielle erzeugende Funktion 111
– der Bell-Zahlen 113
– der Stirling-Zahlen erster Art 112

F
Facette 145
Faktorielle
– fallende 57
– steigende 80
Fakultät 32, 55
– Wachstum 32
färbbar 148
Färbung 148, 152
Fehlstellung 68
Feinstein, A. 137
Fermat, P. de 12, 13, 15, 16, 18, 19, 27, 30, 203,

204, 207
Fermat-Primzahlen 13, 203
Fermat-Test 13
Fermat-Zahl 27
Ferrers, N.M. 84
Ferrers-Diagramm 84
Ferrers-Spiegelung 84, 104
Fibonacci, L. 21
Fibonacci-Wort 21
Fibonacci-Zahlen 21, 26, 29, 32, 93, 99, 100,

113, 114, 223
– Berechnung 24
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Filter 184
– Haupt- 185
– Ultra- 185
Fixpunkt 166
Fixpunktsatz
– von Kleene 166, 169
– von Knaster und Tarski 174
Fläche siehe Facette
Fluss 137
Flussnetzwerk 137
Ford, L. R. jun. 136, 138, 139
Fulkerson, D. R. 136, 138, 139
Fundamentalsatz der Arithmetik 5
Fünfeckszahlen 107
Fünffarbensatz 148
Funktion siehe Abbildung
– boolesche 190
– erzeugende 99
– exponentielle erzeugende 111
– konvexe 49

G
Gale, D. 132
Gatter 191
Gauß, C. F. 41, 61
Gauß-Formel 61
Gebiet siehe Facette
Geburtstagsparadoxon 51
Gerüst siehe Spannbaum
Gewicht
– eines st-Schnitts 136
Gleichverteilung 45
Gödel, K. F. 169
Gödel’scher Unvollständigkeitssatz 169
goldener Schnitt 23
Göring, F. 135
Grad
– Ausgangs- 124
– eines Knotens 122
– Eingangs- 124
Graham, R. L. 59
Graph 117
– bipartiter 122
– einfacher 118
– endlicher 118
– gerichteter 118
– isomorpher 120
– komplementärer 120
– Level- 141

– orientierter 118
– Petersen- 119
– planarer 145
– plättbarer 145
– Residual- 139
– selbstkomplementärer 121
– Turnier- 158
– ungerichteter 118
– vollständig bipartiter 122
– vollständiger 121
– zusammenhängender 120
Graphautomorphismus 157
größter gemeinsamer Teiler 3
Grothendieck, A. v, vii
Gruppe 2
– abelsche 2
– zyklische 20
Gruppenordnung siehe Ordnung einer Gruppe

H
Hadamard, J. S. 41
Haken, W. 148
Halbgruppe 2
Halbordnung 161
– vollständige 165
Hall, P. 130
Halteproblem 166
Hamilton, W. R. 125
Hamiltonkreis 125
Handschlaglemma 122
Hardy, G. H. 106
harmonische Zahlen 81, 114, 212
Hasse, H. 162
Hasse-Diagramm 162
Håstad, J. 16
Hauptfilter 185
Haus vom Nikolaus 124
Heirat
– stabile 132
Heiratsbedingung 130
Heiratssatz 130, 131
Hierholzer, C. 225
Hintereinanderausführung 199
Höhe eines Baums 88
Hölder, O. L. 187
Homomorphismus 3
Hypergraph 152
Hyperkante 152
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I
Ikosaeder 148
imaginäre Zahl 2
Induktion 1, 2
Infimum 165
Injektion 199
Inklusion und Exklusion 70
International Standard Book Number 9
Inverses 2
inzident 117
irreduzibel 178
ISBN siehe International Standard Book Number
isomorph 120
Isomorphismus 3

J
Jensen, J. L. 49
Jensen’sche Ungleichung 49
Jordan, M. E. C. 187
Jordan-Hölder’sche Kettenbedingung 187

K
Kaninchenproblem 21
Kante 117
– Mehrfach- 117
Kantengraph 136
Kantenzug 135
Kapazität eines Schnitts 138
Karamata, J. 73
Karp, R.M. 140
kartesisches Produkt 199
Kette 163, 220
– maximale 163
Kettenbruchentwicklung 24
Kind 88
Klammergebirge 87
Klassen
– einer Partition 74
Kleene, S. C. 161, 166, 169, 170
kleiner Satz von Fermat 12
kleinstes gemeinsames Vielfaches 32, 35
Knaster, B. 161, 174
Knoten 117
– adjazente 117
– benachbarte 117
– innerer 88, 126
– Kind- 88
– unabhängige 153
– Wurzel- 88, 126
Knotengrad 122

Knuth, D. E. 59, 73
kombinatorische Interpretation 33, 54
komplementär 179
kongruent 7
Kőnig, D. 131
Konjunktion 198
Körper 3
Kreis 119
– einfacher 119
– Euler- 123
– Hamilton- 125
Kreiszahl 55
Kuratowski, K. 147

L
Lagrange, J.-J. de 19, 204
Landau, E. G. H. 200
Landau-Symbole 200
Länge
– einer Kette 163
– eines Pfads 119
Leibniz, G.W. 67
Lemma von Bézout 4
Leonardo da Vinci 23
Levelgraph 141
Line-Graph siehe Kantengraph
Liniengraph siehe Kantengraph
Lion King 158
Lipton, R. J. 149, 151
Lubell, D. 220
Lupanov, O. B. 190, 196–198
LYM-Ungleichung 220

M
Markov, A. 46
Markov-Ungleichung 46
Matching 130
– perfektes 130
– stabiles 132
Max-Flow-Min-Cut-Theorem 138
Mehrfachkante 117
Melencolia§I vii
Menge 199
– abzählbare 199
– disjunkte 54
– gerichtete 165
– gleichmächtige 54
– partiell geordnete siehe Halbordnung
– stabile siehe unabhängige Menge
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– unabhängige 153
– vollständig geordnete siehe lineare Ordnung
Mengenalgebra 183
Mengenring 181
Mengenverband 178
Menger, K. 131, 134–136, 138, 151
Mersenne, M. 203
Mersenne-Primzahlen 203
Meshalkin, L. D. 220
Mittel
– arithmetisches 43
– geometrisches 43
– harmonisches 43
– quadratisches 43
modulo 7
monochromatisch 153
Monoid 2
Montmort, P. R. de 72
Morgan, A. de 180
Multimenge 102
Multinomialkoeffizient 67
Multinomialsatz 67

N
Nachbar 129, 130
– oberer 162
– unterer 162
Nair, M. 35
Nielsen, N. 73

O
obere Summation 62
Occam, W. von 180
Occams Rasiermesser 180
O-Notation 200
Operation siehe Verknüpfung
Ordnung
– einer Gruppe 19
– eines Elements 19
– lineare 161
– partielle 161
– totale 161
– Wohl- 161
– wohlfundierte 161
Ore, Ø. 125
Orientierung 118
Overflow 8

P
parallele Summation 62

Partition 74
Partitionszahlen 83, 99, 102, 106
– arithmetische 84
– Rekursionsformel für 84, 85
– summatorische 84
– untere 85
Pascal, B. 58
Pascal’sches Dreieck 58
Patashnik, O. 59
Peano, G. 1
Peano-Axiome 1
Pentagonalzahlen 107
Pentagonalzahlensatz 108
Permutation 57, 199
Petersen, J. P. C. 119
Petersen-Graph 119
Pfad 119
– augmentierender 139
– einfacher 119
– Endpunkt 119
– Startpunkt 119
Pivotelement 52
pivotieren 52
planares Separator-Theorem 149
Pólya, G. 54
polynomiell beschränkt 201
Polynommethode 58
Potenzmenge 55
Potenzmengenring 183
Potenzreihe
– formale 99
Präfix 87
Pratt, V. 20, 31
Primfaktorzerlegung 5
Primzahldichte 39
Primzahlen 1
– Fermat- 203
– Mersenne- 203
Primzahlsatz 41
Primzahltest
– von Fermat 13
Primzahlzertifizierung
– nach Pratt 20
Produkt
– direktes 10
– kartesisches 199
Prüfer, E. P. H. 128
Prüfer-Code 129
Punkt siehe Knoten
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Q
Qin, J. 11
Quersumme 202
Quickselect 52
Quicksort 52

R
Ramanujan, S. 106
Ramsey, F. P. 152, 153, 156, 230
Ramsey-Zahlen 152, 153, 155, 156
Rédei, L. 158
reflexiv 161
Reihe
– geometrische 66
– harmonische 210
Rekursionstiefe
– des euklidischen Algorithmus 25
Relation 199
Rencontres-Zahlen 72, 114
Residualgraph 139
Rest bei Division 4
Restklasse 6
Restklassenarithmetik 8
Ring 3
– boolescher 181
Rivest, R. L. 15
Roth, A. E. 131
RSA-Verfahren 15

S
Satz
– Binomial- 59, 65
– Fünffarben- 148
– Heirats- 130, 131
– Multinomial- 67
– Pentagonalzahlen- 108
– Rest-, chinesischer 10
– Vierfarben- 148
– von Birkhoff 177
– von Dedekind 175
– von Euler 18
– von Fermat, kleiner 12
– von Ford und Fulkerson siehe

Max-Flow-Min-Cut-Theorem
– von Hall siehe Heiratssatz
– von Heawood siehe Fünffarbensatz
– von Kuratowski 147
– von Lagrange 19
– von Lupanov 197
– von Menger 134–136

– von Ore 125
– von Ramsey 153, 156
– von Rédei 158
– von Sperner 96
– von Stone 180, 185
– von Wernicke 158
– von Wilson 27
– Wohlordnungs- 161
Schaltkreis 191
– reduzierter 194
Schlinge 117
schnelle Exponentiation 14
Schnitt 136, 137
– goldener 23
Schubfachschluss 154
Scott, D. 166, 167
Semantik 166
Separator 134, 149
Shamir, A. 15
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